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1 Grundlagen und Diagonalisierung

1.1 Grundlagen

In den folgenden Kapiteln beschranken wir uns auf Endomorphismen 7T :
V' — V mit derselben Basis in Bild und Urbildraum. Wir méchten nun eine
Basis B des Vektoraums V' finden, so dass die Matrix Ma"® moglichst einfach
wird.

Definition: Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum, Spektrum

Sei T : V' — V ein Endomorphismus, dann heifit A € K Eigenwert (EW) von
T, falls es & € V\ {0} gibt mit 7% = \Z.

Z # 0 heifit dann Figenvektor (EV) zum Eigenwert A

Des weiteren heif3t
Ef ={7eV :TZ=Xf}={7€V:(T -\ 1)F=0} =ker (T — \-1)

Figenraum (ER) von T zum Eigenwert A.

Sei A € K Eigenwert von 7', dann ist
o(T)={reK: \Xist EW von T}
das Spektrum von T

Beispiel: Spiegelung in R? an y = =

(‘11) ist EV zum EW )\ = 1

(i) ist EV zum EW \ = —1



Bemerkungen zum Eigenraum:

oA

(-1) 1)
\L) u

=¥

Abbildung 1: Spiegelung an der Winkelhalbierenden

ET ist linearer Teilraum von V. Gilt E] = {0}, so ist A kein Eigenwert. Der
Eigenraum ist also mindestens eindimendional.

Definition: geometische Vielfachheit
Die Dimension des Eigenraums heifit geometrische Vielfachheit (gV) des Ei-
genwertes . Sei die geometrische Vielfachheit eines Eigenraumes k, so ist A
k-fach entartet.

k=gV(\):=dimE]

Definition: Diagonalisierbarkeit
T heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis aus Eigenvektoren gibt

1.2 Das charakteristische Polynom

Um eine Matrix zu diagonalisieren, also sie moglichst einfach zu machen,
braucht man die Eigenwerte und FEigenvektoren einer linearen Abbildung.
Das Werkzeug zum Berechnen der Eigenwerte ist das charakteristische Po-
lynom. Sind die Eigenwerte \; bekannt, so erhilt man durch Losen des LGS
(T'— \; - 1) & = 0 die Eigenvektoren zum EW \,.

Bevor man sich aber mit dem charakteristischen Polynom beschéftigt, sollte
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man sich folgende Sétze anschauen, die hier nur angegeben und nicht bewie-
sen werden, da das den Rahmen sprengen wiirde.

Satz:
SeiT:V — V und B = {bl, - by } Basis von V', dann sind dquivalent

i) B besteht aus Eigenvektoren.
ii) Mf’B ist diagonal und es gilt
A 0
MpP = -

wobei \; die EW von T sind
Bemerkung:

e Hat Mf’s die obige Form, dann gilt

1
L 0
BB __
MEE —
1
0 b

e die Determinante von T ist detT = Ay - ... - A\,

Satz:
Seien Aj,...\p € K verschiedene Eigenwerte mit Eigenvektoren {vy,..., v},
dann sind die Vektoren linear unabhéngig.

Satz:
Sei o (T) = {\1,..\}, dim E} = ny mit der Basis By = {o7,...,7% } und
dim Ef = n, mit der Basis Bk {of,...,0F }, dann ist

5. UBk—UB ()

linear unabhéngig.

Satz:
T :V — V ist diagonalisierbar < fiir die Zahlen n; aus obigem Satz gilt

k
Zni =n=dmV

i=1



Nun koénnen wir uns der Bestimmung der Eigenwerte zuwenden. Wie in der
Einleitung zu diesem Kapitel schon erwahnt, geschieht dies iiber das charak-
teristische Polynom. Zunéchst muss geklart werden, was das charakteristische
Polyom {iberhaupt ist.

Definition: charakteristisches Polynom
Der Ausdruck xr (A) = det (T"— X\ - 1) heifit charakteristisches Polynom.

Satz:

A ist genau dann Eigenwert von 7', wenn xr () = 0. Das heifit die Eigen-
werte von 71" sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von 7. An
dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass das charakteristische Polynom un-
abhéngig von der gewihlten Basis ist.

Definition: algebraische Vielfachheit
Ist A eine Nullstelle k-ter Ordnung von x4 (A\), dann ist k die algebraische
Vielfachheit (aV) von A

Korollar:

e Ist K= C, so hat yr (\) eine Nullstelle (Hauptsatz der Algebra). Dar-
aus folgt, dass ein Eigenwert und ein Eigenvektor existiert.

e Hat y7 (\) n verschiedene Nullstellen, dann ist 7" diagonalisierbar.
n verschiedene Nullstellen = n veschiedene EW = n lin. unabhéngige
EV.

1.3 Eigenvektoren und Diagonalisierung

Mit dem charakteristischen Polynom haben wir ein Werkzeug gefunden, mit
dem wir die Eigenwerte einer Abbildung T bestimmen konnen. Dies ist al-
lerdings nur der erste Schritt auf dem Weg zu einer diagonalen Matrix von
T. Als néachstes miissen wir die Eigenvektoren berechnen. Dazu setzten wir
die berechneten Eigenwerte wieder in 77 = AZ ein. Durch Umstellen erhélt
man:

T =\
STE - M =0
S(T-X-1)7Z=0



Das heifit wir miissen ein homogenes lineares Gleichungssystem lésen, dessen
Losung die Eigenvektoren zum EW A sind.

Als néchstes Vergleicht man die algebraische Vielfachheit von A mit der geo-
metrischen Vielfachheit von . Stimmen diese fiir alle Eigenwerte iiberein, so
ist T diagonalisierbar. Zur Probe kann man eine Transformationsmatrix S
erstellen, deren Spalten aus dessen Eigenvektoren bestehen. Berechnet man
nun S~tAS, wobei A die Matrix von 7' in nicht diagonalform ist, erhiilt man
die diagonale Form. Also gilt:

A 0
STTAS = = diag (A1, -, An)
0 An

1.4 Beispiele

Es wird nun Zeit das obige Verfahren auch auf Beispiele anzuwenden. Dabei
sind folgende Punkte abzuarbeiten:

1. Berechne x4
2. Bestimme die Nullstellen A; von x4 und aV (\;)

3. Bestimme fiir jedes )\; eine Basis und die Dimension von ker (7" — A - 1).
Die Dimension gibt die gV ()\;) an.

4. Uberpriife, ob aV (\;) = gV (\) fiir alle \; € o (T) gilt.
5. Falls 4. gilt: Erstelle die Matrix S aus den EV

6. Rechne die Probe S71AS. Das Ergebnis muss die diagonale Matrix sein.

1. BeispielT:[R2—>[R2:fl—>Aa?:((1] (1)):1?

2. xr(A) =0=0(T)={£1} und aV (\;) =1



=T = G) ist EVzum EW A=1=gV(\) =1

e (1) () - )+

= Ty = (_11 ist EVzum EW A= -1 =gV (\) =1

1 1
det S 1 2
1/1 1 01 1 1
1 _+
sas=3 (0 ) (0) (1)
11 1\ (1 -1\ (1 0
S 2\1 -1 1 1) \0 -1
1 -3 3
2. Beispiel T: R* - R*:7+— A¥= |3 -5 3| %
6 —6 4

Loxr(A\) ==X+ 12X\ + 16
2. xr(A)=0=0(T)={-2,4}und aV (-2) =2,aV(4) =1

3. )\1:—2:
3 =3 3\ [m 0
(A+2-1)Z=(3 -3 3| || =[0]=21—224+23=0
6 —6 6/ \x3 0

1 0
=21 =[0] und Z3= | 1] sind EVen zum EW A\ = -2
1 1



-3 -3 3 1 0
(A—4]].)f: 3 -9 3 zo | =10 :>.Z'1:I2,I3:2£L’1
6 —6 0 T3 0

gV ()\2) =1= aV ()\2)
1 0 1
5 S = 0 1 1
-1 1 2
1 1 1 -1
S*L5 -1 3 -1
1 -1 1
-2 0 0
ST'AS=10 -2 0
0 0 4
3. Beispiel

Interessant ist noch die Diagonalisierung der Drehmatrix

T:[R2—>[R2If'—>Df:<CF)SSO _Sln§0)f
sinp  cosp

1. x2(A) =A% —2Xcosp + 1

2. x1(A\)=0=0(T) ={cosptisinp}und aV ()\;) =1
. _ [&Eising —sinp\ . +i —1
3. (D—(cospLising)-1)= ( in iz’singp) =sinp (1 ii)
Ap = cos @ + 1sin :
iy —22=0=7, = (1) ist EV zum EW \ = cosp + isinp
Ay = C€OS @ — isin ¢:
—iT] — Ty =0 = Ty = <1> ist EV zum EW A = cosp —ising

=gV (h) =1



1 /1 —i
_1__
5 _2(1 @>

g4 — COs @ +¢sin 0
0 COSp — isin e

2 Minimalpolynom

Betrachte eine beliebige n x n Matrix A € M, ,,(K) mit Koeffizienten aus
K = Roder K = C. Aufgrund der Tatsache, dass man Potenzen quadratischer
Matrizen bilden kann, eroffnet sich die Moglichkeit, Matrizen in Polynome
einzusetzen. Fiir ein Polynom p(X) = >"" ja; X" sei dann

p(A) ::ZaiAi:ao-]l+a1-A+...+an-A”

1=0

mit der Vereinbarung A° := 1. Das Ergebnis einer solchen polynomiellen
Auswertung ist wieder eine n x n-Matrix. Handelt es sich hierbei um die
0-Matrix, so sagt man, die Matrix A wird von p annuliert. Die Menge aller
Polynome, welche eine gegebene Matrix A annulieren, hat besondere Eigen-
schaften und bekommt einen eigenen Namen:

Definition:
Sei A € M, ,(K) eine n x n-Matrix iiber K. Dann heifit

Ty :={peK[X]:p(A) =0}

das Ideal von A.

Die Elemente des Ideals von A kann man relativ leicht charakterisieren. Man
kann zeigen:

Satz:
Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom pu4 € Z4 mit den folgenden Ei-
genschaften

1. pg ist normiert, d.h. der Leitkoeffizient ist 1.
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2. pe hat unter allen p € 74 minimalen Grad.
3. Fiir jedes p € 7,4 gibt es ein ¢ € K[X] mit p=¢q- pa

Das Polynom p4 heiffit Minimalpolynom von A.

Mit anderen Worten: Jedes Polynom im Ideal von A kann geschrieben werden
als Vielfaches des Minimalpolynoms. Eine dquivalente Formulierung dieser
Aussage ist, dass jedes Polynom im Ideal von A vom Minimalpolynom ge-
teilt wird. Die Forderung des minimalen Grades und der Normiertheit sorgen
hierbei fiir die Eindeutigkeit.

Beispiel: Wie erkennt man das Minimalpolynom?
Betrachte die Matrix
A 0 1
L0 0

Behauptung: Das Minimalpolynom von A ist ps = X?2.

Zunéchst beobachten wir, dass

9 0 1 01 0 0
A _<0 0)'(0 0)‘(0 0)
d.h. A wird in der Tat von X? annuliert, also ist X? € Z,. Weiter ist X?
offensichtlich normiert. Es bleibt noch zu zeigen, dass X? minimalen Grad
hat. Die moglichen kleineren Grade sind n = 0 und n = 1. Der Fall n = 0
kann ausgeschlossen werden, da jedes Polynom 0-ten Grade konstant ist, d.h.
p = c. Die Forderung normiert zu sein impliziert dann ¢ = 1. Dann ist aber

p(A) =1 # 0, sodass p ¢ Z4. Ein normiertes Polynom vom Grad 1 hat die
Form p = X + c fiir ein ¢ € K. Dann folgt aber

- (30)-(5 )5 1)

sodass auch der Fall n = 1 ausgeschlossen werden kann. Folglich ist in der
Tat HaA = X 2.

Im Allgemeinen kann man das Minimalpolynom einer Matrix nicht einfach
erraten. Zwei theoretische Resultate erlauben jedoch eine systematische Her-
angehensweise an diese Problematik:

Satz von CAYLEY-HAMILTON:



Sei A € M, ,(K) eine n x n-Matrix iiber K und x4 deren charakteristisches
Polynom. Dann gilt

xa(A) =0

d.h. A wird von ihrem eigenen charakteristischen Polynom annuliert.

Insbesondere ist damit y4 € Z4 und folglich wird x4 von pa geteilt. Das
ist bereits eine sehr starke Einschriankung und wiirde es im Prinzip ermdogli-
chen, das Minimalpolynom zu bestimmen. Man miisste einfach alle Teiler
von Y 4 aufschreiben, sie nach Grad sortieren und normieren und danach mit
kleinstem Grad beginnend iiberpriifen, ob sie A annulieren. Dabei stellen sich
jedoch zwei Probleme:

1. Um die Teiler von x4 zu finden, muss man seine Nullstellen (also die
Eigenwerte von A) kennen (s.u.).

2. Im Allgemeinen hat ein Polynom sehr viele Teiler, sodass der Rechen-
aufwand schnell unverhéaltnisméafig hoch wird.

Gegen das erste Problem ist kein Kraut gewachsen. Wenn man die Nullstellen
von Y4 nicht kennt, kann man in der Regel nichts machen. Fiir das zweite
Problem gibt es aber ein niitzliches Werkzeug:

Satz:
Sei A € M, ,(K) eine n x n-Matrix iiber K. Dann ist jede Nullstelle von y 4
auch Nullstelle von g 4.

Jetzt konnen wir ein halbwegs brauchbares Verfahren angeben, mit dem man
das Minimalpolynom von A mit ertrédglichem Aufwand errechnen kann.

1. Bestimme x4 und finde seine Nullstellen A, ..., A,,. Mit anderen Worten,
finde seine Linearfaktorzerlegung

Xa(A)=c- (A = X)% (A, — A

2. Nach dem Satz von CAYLEY-HAMILTON wird x4 von pua geteilt.
Der obige Satz sagt jedoch zusétzlich aus, dass jede Linearfaktor von
x4 auch wenigstens einmal in p auftauchen muss. Die moglichen nor-
mierten Polynome, die diese Bedingungen erfiillen, sind daher von der
Form

pN) =M =N A=A mitl <b <ay,...,1<b, <ay,
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3. Sortiere die in Schritt 2 gefundenen Polynome nach ihrem Grad und
berechne p(A), beginnend mit dem kleinsten Grad. Gilt fiir ein solches
Polynom p(A) = 0, so ist es das Minimalpolynom.

Beispiel: Wie berechnet man das Minimalpolynom?
Wir mochten das Minimalpolynom von

S

I
coow
== R

— o o
s _ oo

bestimmen. Es gilt
xa(\) =det(A—X-1) = (2= A)>*3—))
Die moglichen Minimalpolynome sind daher

n) = 2-0)B-2A)
p(d) = 2=X)B-X)
(

ps(A) = (2-X132-))
Fiir das erste Polynom gilt
0 -1 0 O
p(A)=2-1-4)3-1-A) = 8 8 8 8
0O 0 00

Es kann also nicht das Minimalpolynom sein. Das zweite Polynom ergibt
dagegen

p2(A) = (21— A)P(3-1—A) =

o O O O
o O O O
o O O O
o O OO

Folglich gilt py = po

3 Jordannormalform

Wie wir gesehen haben, ist eine Matrix A genau dann diagonalisierbar, wenn
zum einen ihr charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfallt (was iiber
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C immer der Fall ist) und zum anderen die geometrische Vielfachheit eines
jeden Eigenwertes gleich seiner algebraischen ist, also

gV (\i) =aV(N\;) fir alle Eigenwert \; von A

Um die Diagonalisierung analytisch durchfiithren zu kénnen, miissen die Ei-
genwerte dariiber hinaus exakt bekannt sein. Wir gehen im Folgenden davon
aus, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt und wir
seine Eigenwerte kennen. Wie einfachste Beispiele zeigen, ist nicht jede Ma-
trix (nicht einmal iiber C!) diagonalisierbar:

Beispiel: Nicht alles ist diagonalisierbar

Sei
01
4= (5 0)

X A()\) = )\2
Wir haben also nur den zweifachen Eigenwert A = 0, d.h. aV'(0) = 2. Zur
Bestimmung des Eigenraumes zum Eigenwert 0 betrachten wir das LGS

(30)(5)-05)

Die Losung ist unmittelbar abzulesen. Wir finden y = 0 und x € K ist
beliebig. Also erhalten wir als Eigenraum

Eig(A’o):{(g)e[KQ:xe[K}:{x.((l))e[Kz:xe[K}:lin{((l)

Dieser Raum ist offensichtlich eindimensional, sodass gV (\) = 1 # 2 =
aV (XA). Daher ist A nicht diagonalisierbar.

Dann gilt

Im Falle von nicht diagonalisierbaren Matrizen gibt es aber eine recht gute
Alternative, welche (unter der Bedingung, dass das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren zerfillt) immer funktioniert. Dies ist die Aussage des
wohl bekanntesten (und schwersten) Theorems der elementaren linearen Al-
gebra, fiir das wir zunéchst noch eine Definition benotigen:

Definition:
Eine d x d-Matrix J; der Form

Ji =
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heifit Jordanmatrix der Ldinge d.
Nun koénnen wir das oben angesprochene Resultat angeben:

Theorem:

Sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung eines K-Vektorraums V' in sich selbst,
deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es ei-
ne Basis B von V| beziiglicher derer ¢ durch folgende blockdiagonale Matrix
dargestellt wird:

M1+ N

BB _

M= =
A1+ N,

Hierbei sind \; die Eigenwerte von ¢ und
Ja,
Ja,
Ni -
Ji

Ji

Die Basis B nennt man eine zu ¢ gehérige Jordanbasis und vaB heif3t
Jordannormalform von ¢.

Diese etwas komplizierte Notation illustrieren wir an einem
Beispiel:

Wir betrachten die Matrix

20000 0 O 0 0 O
0602000 0 O 0 0 O
0600310 0 O 0 0 O
6ooo0o30 0 0 0 0 O

A 6ooo0o03 0 0 0 0 O
) 0600000 -1 0 0 O
060oo0oo00 0 -5 1 0 O
6ooo0oo00 0 O -5 1 0
6oo0oo00 0 O 0 =5 0
6ooo0oo0o0 0 0 0 0 -5
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Diese ist in Jordannormalform, denn wir kénnen sie schreiben als

2-14+ N
A= 3-1+ N,
—5-1+ Ns
mit
(0
N1(0 Jl)
_ 2 0
N2_(0 Jl)
(0
v (4 a)
und
Jo= (0)
0 1
»= (o)
0100
0010
S = 0001
00 00O

Die Theorie der Jordannormalform ist sehr umfangreich und iibersteigt bei
weitem den Umfang dieser Wiederholung. Wir begniigen uns damit, ihre
wichtigsten Eigenschaften an der obigen Beispielmatrix zu illustrieren. Sie
besteht im Wesentlichen aus Jordanmatrizen verschiedener Linge, entlang
deren Hauptdiagonalen eine bestimmte Zahl A hinzugefiigt ist. Diese Zahlen
werden sich spéter als Eigenwerte herausstellen. Handelt es sich dabei um
eine d X d-Matrix, so nennt man dies einen Jordanblock zum FEigenwert

A der Ldnge d. Die oben auftretenden Jordanblocke sind

14



Jordanblock A | Lange
(2) 2 1
3
3

(03)

(3) 1
-5 1 0 0
0 -5 1 0
0 0 -5 1 .
0 0 0 =5

(-5) S5 1

Hierbei ist eine interessante Beobachtung zu machen. Es besteht nédmlich
eine Fins-zu-Eins Beziehung von Eigenvektoren und Jordanblocken. Das sieht
man am obigen Beispiel. Es gilt

A€1 = 261 A€2 = 262 A€3 = 363 A€5 = 365 A€6 = —566 Aew = —5610

Die Diagonalelemente a1, as2, as3, as5, ase und ajo 10 sind aber gerade die
linken oberen Ecken der auftretenden Jordanblécke. Diese Beobachtung ver-
allgmeinert sich im folgenden

Lemma:

Die Jordannormalform einer Matrix enthélt genauso viele Jordanblocke zu
einem gegebenen Eigenwert A\, wie es linear unabhéngige Eigenvektoren zu A
gibt. D.h. deren Anzahl ist gerade durch gV (\) gegeben.

Einen weiteren wichtigen Zusammenhang erkennen wir, wenn wir das cha-
rakteristische Polynom unserer Beispielmatrix ausrechnen. Es ergibt sich

Xa=(2=2)"B=N" (-

Vergleichen wir die hier auftretenden Vielfachheiten einer bestimmten Null-
stelle (also eines Eigenwertes) mit der Anzahl der Stellen in der Matrix A,
an der diese Nullstelle auftritt, so liegt folgende Vermutung nahe:

Lemma:

Die Summe der Lingen der Jordanblocke in der Jordannormalform einer
Matrix zu einem bestimmten Eigenwert A ist gleich der algebraischen Viel-
fachheit aV'(\) des entsprechenden Eigenwerts.

Mithilfe dieser beiden Resultate ist es moglich, die Jordannormalform in ein-
fachen Situationen zu berechnen.
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Beispiel: Bestimmung der Jordannormalform aus aV und gV

Angenommen, wir hétten eine bestimmte Matrix A gegeben. Wir haben
bereits das charakteristische Polynom und die Eigenrdume (und damit die
geometrischen Vielfachheiten) bestimmt und es ergab sich

A aV(A) | gV(N)
-2 1 1
-1 2 1
2 3 2

Wir mochten nun die Jordannormalform bestimmen. Die erste Zeile der Ta-
belle sagt uns, dass es einen Jordanblock zum Eigenwert —2 gibt. Dieser muss
Lange 1 haben, da die Summe der Léngen aller Jordanblocke zum Eigenwert
—2 gerade 1 ist. Zum Eigenwert —1 gibt es auch nur einen Jordanblock. Die-
ser hat wegen aV(—2) = 2 jetzt allerdings Lénge 2. Aus der dritten Zeile
folgt schliefSlich, dass zum Eigenwert 2 insgesamt 2 Jordanblocke existieren.
Die Summe der Léngen dieser beiden ist 3. Folglich muss es sich um einen
Block der Lénge 2 und einen Block der Lange 1 handeln. Es ergibt sich damit
die Jordannormalform zu

-2 0 0 00O
0 -1 1 00O
0 0 -1 00O
0 0 0 210
0o 0 0 020
0 0 0 00 2

Beispiel: Was passiert wenn ¢V (\) = aV () fiir jedes \ gilt?

Tritt fiir einen Eigenwert A die Situation gV’ (A) = aV/ () ein, so wissen wir,
dass die Anzahl der Jordanblocke zu A gleich der Summe der Lingen dieser
Jordanblocke ist. Dann miissen aber alle Jordanblocke die Lénge 1 haben,
was bedeutet, dass sie alle von der Form

()

sind. Gilt dies nun fiir alle Eigenwerte, so erhélt man eine Matrix, auf deren
Hauptdiagonale die Eigenwerte stehen und die ansonsten nur Nullen enthélt,
also eine Diagonalmatrix. Wir haben somit gezeigt, dass Diagonalisierung
lediglich ein Spezialfall der Jordannormalform ist!
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Zum Abschluss betrachten wir noch einen Satz, welcher die Jordannormal-
form und das Minimalpolynom auf bemerkenswerte Weise miteinander ver-
kniipft

Satz:
Seien Ay, ..., A, die Eigenwerte einer Matrix A. Dann gilt fiir deren Minimal-

polynom
pa(A) = A=) (A=)

wobei L; die Lénge des langsten Jordanblocks zum Eigenwert ); ist.

In der Tat gilt fiir unsere Beispielmatrix
pa=A=2)-(A=3)"- (A= (=5)"

wie man leicht nachrechnen kann.
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