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10. Ubungsblatt zur
,JHinfuhrung in die Stochastik*

Aufgabe 38 (3 Punkte)
Die Zufallsvariablen X1, ..., X,, seien unabhéingig identisch auf [0, 26] gleichverteilt, d.h. sie sind
unabhéngig und besitzen (jeweils) eine Dichte fy : R — R mit

{% fir 6<2<26,

folz) = i
0 fir =z ¢[6,20].

Hierbei ist 8 € R ein Parameter der Dichte fy.
(a) Zeigen Sie, dass der Schétzer

Tn(Xl,...,Xn)ziZXi

ein erwartungstreuer Schétzer fiir 6 ist.
(b) Ist der Schétzer in a) auch stark konsistent ? Begriinden Sie ihre Antwort.

Lésung: a)
EX; :/ x- f(z)dx
R
20
1
= x - —dz
I
—2.
2

Tn(X1,...,X,) ist erwartungstreuer Schétzer fir 6,da

Ey [T,(X1,...,X,)] =Fy

2 n
)
=1
2
=——Fy | X
3, o 1]
2
3

o] oS

0
=0

fiir alle 8 > 0.
b) Der Schétzer ist auch stark konsistent, da nach dem Gesetz der grofen Zahlen gilt:

To(X1,..., Xn) 1% % - Ep(X1) =6

fir alle 8 > 0.
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Aufgabe 39 (3 Punkte)
Die zufillige Lebensdauer einer Leuchtstoffrohre héngt nicht von der gesamten Brenndauer, son-
dern nur von der Anzahl der Ein— und Ausschaltvorginge ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Rohre beim k—ten Einschaltvorgang ausfallt, sei
pF=1. (1 —p) (k € N), wobei der Parameter p € (0,1) als Ma fiir die Giite der Réhre ange-
sehen werden kann.

In einer Glithlampenfabrik wird die Qualitéit der produzierten Réhren dadurch kontrolliert, dass n
Rohren unabhéngig voneinander durch Relais sténdig ein— und ausgeschaltet werden. Dabei wird
registriert, wann die einzelnen Rohren ausfallen. Das Frgebnis dieser Versuche sei k1, ..., k, € N
, d.h. die i—te Rohre ist beim k;—ten Einschaltvorgang ausgefallen.

Bestimmen Sie durch Anwendung des Maximum-—Likelihood—Prinzips eine Schitzung des Parame-
ters p ausgehend von ki, ..., ky.

Losung: Wahrscheinlichkeit, dass die Rohre beim k-ten Versuch ausfillt, betragt p*—! - (1-p)
Maximum-Likelihood Schétzer:

plki, ... k) = argmax,c o) P[X1 = ki,..., Xn = kn]
Es gilt

P[X1 =ki,..., X, = k] Unabhiingigkeit

Es gilt dann

(502
/ __ n_ i=1
—n~p+i ki—n—pi ki+np
— i=1 i=1
- p(1-p) ’
wobei dieser Ausdruck gerade Null ist, falls
n n |
Z k‘l —n—p k’z =0
i=1 . i=1
< (1=-p) > k=n
i=1
& l-p="
> ki
=1
~ p= - nn
5k

Wir erhalten somit als Maximum-Likelihood Schétzer von p

Blkt, k) =1 — "

Zk‘z“

i=1
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Aufgabe 40 (3 Punkte)
Ein Flugunternehmen mochte die zuféllige Anzahl X der Personen, die nach Erwerb eines Flug-
tickets nicht (rechtzeitig) zum Abflug erscheinen, stochastisch modellieren. Nimmt man an, dass
bei n = 240 verkauften Flugtickets jede einzelne Person, die ein Flugticket erworben hat, unbeein-
flusst von den anderen Kéaufern der Flugtickets mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] nicht zum Abflug
erscheint, so ist die zuféllige Zahl X der nicht zum Abflug erscheinenden Personen binomialverteilt
mit Parametern n = 240 und p, d.h.

PIX = k] = (") PFA—p)"F (ke {0,1,...,n}).

k
Bei den letzten zehn Abfliigen sind

Ir1 = 10,1’2 :6,333 = 15,1’4 = 1,335 :2,1'6 :5,1'7:6,338 = 16,1’9 = 11,1’10 =3

der jeweils n = 240 Personen, die ein Flugticket gekauft hatten, nicht zum Abflug erschienen.
Konstruieren Sie mit Hilfe des Maximum-Likelihood-Prinzips ausgehend von diesen Daten eine
Schétzung von p.

Losung: X sei b(240, p)-vrteilt.
Fiir den Maximum-Likelihood Schétzer p von p muss gelten

10
p = argmax, g 1 H P[X; = x4].
i=1
Es gilt
10 10 246 940
[1PIX; =] =TT (3,)p" (1 — p)*0—
i=1 i=1
10 > ) (2100 3°
x; 2400— T
g (2‘;120) . pi:l . (1 — p) =1
i=1

_ ﬁl (2;1;)) TS (1 — p) 232,

Die Maximierung dieses Ausdrucks ist aquivalent zur Maximierung der Funfktion
fp)=p"-(1—-p)**»

bzw. wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion der Maximierung von:

l(p) = 75log(p) + 23251og(1 — p).

Es gilt nun
/ __ 75 2325 (_ _ 75—T5p—2325p !
o) =5+ D =""n =0
& p =505 =0,03125

und

1"(3125) <0
und somit hat [ eine Maximalstelle in 0,03125. Als ML-Schétzer erhalten wir daher p = 0,03125.
Aufgabe 41 (3 Punkte)

Wirtschaftswissenschaftler W. mochte die Dauer von Arbeitslosigkeit stochastisch modellieren.
Dazu beschreibt er sie durch eine exp(\)—Verteilung, d.h. durch eine Verteilung, die eine Dichte
f R — Ry besitzt mit

A-e M fiir x> 0,
flz)=

0 fir z<0.
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Um den unbekannten Parameter A\ > 0 zu schétzen, ldsst er sich vom Arbeitsamt fiir vier zuféllig
herausgegriffene Arbeitslose ermittelten, dass diese genau x1 = 12 bzw. 9 = 2 bzw. z3 = 18
bzw. x4 = 8 Monate nach Verlust ihres bisherigen Arbeitsplatzes eine neue Arbeitsstelle gefunden
haben.

(a) Konstruieren Sie den Maximum-Likelihood—Schétzer fiir A und geben Sie an, was man im Falle
der obigen Stichprobe als Schétzung fiir A erhélt.

(b) Zeigen Sie, dass der Schétzer

1
To(X1,...,. Xn) = 5=
( ' ) Zi:lXi

S|=

ein stark konsistenter Schatzer fur \ ist.
Losung: Xji,..., X, exp(\)-verteilt, d. h. sie haben die Dichte

A-e™ >0
fA(l’):{

0 ,x <0

a) Fir den Maximum-Likelihood Schétzer von A muss gelten, dass er das Produckt der Dichten
bei gegebenen Schitzwerten maximiert. In unserem Fall heifst es, dass er definiert ist als

n
argmaxy~o [ fa(@:)

=1
n
_ —Az;
= argmax,~o [ A-e™" - 1o o) (24).
i=n
>
Az
= argmaxy5oA" e =1 1o oy (T, Tn).
Dieser Ausdruck wird genau dann maximal, wenn x1,...,z, > 0 und

—Ai T4
log <)\" e =1 ) = L(\)

maximal wird. Es gilt nun

i=1
und somit .
L'\ = ; -3 a
i=1
Weiterhin gilt
n
1
i=1 % >y
i=1
und da L”(\) < 0 gilt fiir alle A > 0 erhalten wir als ML-Schétzer
~ 1
A= —,
1
i=1
also in unserem Fall
s_ 1 1
=5 = __
140 10
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b) Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt:

P =1

1
Jim — > X = E(X))
i=1
In unserem Fall sind die X; unabhéngig identisch exp(\)-verteilt mit Erwartungswert % und

somit gilt
P | lim 1 i:X- _L 1

und daher auch

P

lim - = )\] =1.
i=1

Also ist T, (X7, ..., X, ) stark konsistenter Schitzer fiir .



