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6. Ubungsblatt zur
,Jinfuhrung in die Stochastik*
Aufgabe 22 (3 Punkte)

Sei P ein auf der Borelschen o-Algebra definiertes Wahrscheinlichkeitsmafs. Die zu P gehdrende
Verteilungsfunktion

F:R—R

wird definiert durch

F(z) = P((—o0,z]) (x € R).

Zeigen Sie, dass gilt:

a) F(z) € [0,1] fiir alle z € R.

b) F' ist monoton nichtfallend, d.h. aus z; < z9 folgt F(z1) < F(z2).
¢) lim F(z) =0und lim F(z)=1.

d) F ist rechtsseitig stetig, d.h. lim F(y) = F(x) fiir alle z € R.

y>x

Hinweis zu ¢) und d): Wenden Sie Aufgabe 21 an.

Losung: a) Da P[A] € [0,1] fiir A € A nach Definition gilt, so ist auch F(x) = P ((—o0,z]) €
[0,1] (z € R).

b) Wegen (—oo,x1] C (—o00,x9] fiir 1 < zg gilt auch F(z1) = P ((—o0,z1]) < P((—o00,x3]) =
F(ﬂj‘g)

c¢) Betrachte die monoton steigende reelle Folge (zy,), mit 2, — 0o (n — 00). Dann gilt

(=00, 1] C (=00, 2] € ... C | J(—00,2,] = (—00,00).

(@

n=1

Nach Aufgabe 21 a) (Stetigkeit von unten) gilt dann

lim P((—o0,xy]) = P((—00,00)) = 1.

n—oo
Dies impliziert die Behauptung, denn aus
lim F(x) #1
n—oo

wiirde die Existenz einer monoton steigenden Folge (x,,), resultieren, fiir die F'(z,) nicht gegen 1
strebt. Fiir den zweiten Fall gilt nun
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i P =l P
~ lim_1- P((z,0)
= 1—xli_)n;OP((—a:,oo))
= 0.

Denn fur

s

(—x1,00) C (—x2,00) C ... C | J(—2xp,0) = (—00,00)

3
Il
—

gilt dann wieder mit Aufgabe 21 a)

lim P((—z,00)) = P((—00,0)) =1

und damit lim F(z) =1— lim P((-z,00)) = 0.

d) Sei (z,),, nun eine beliebige monoton fallende reelle Folge mit x, — = (n — c0), dann gilt mit
Aufgabe 21 b) (Stetigkeit von oben) und 4,, = (—o0, x,] die Behauptung, da

lim F(z,) = lim P((—o00,x,])
P((—o0, )
= F(z).
Aufgabe 23 (3 Punkte)

Student S. vermutet, dass die zuféllige Zeit (in Minuten), die Dozent K. bei seiner Statistik Vorle-
sung immer zu frith kommt, durch ein Wahrscheinlichkeitsmaft beschrieben wird, dass eine Dichte
der Form

G-x fir 0<z<a,
fz) =
0 fir z<0oder x>«

besitzt. Hierbei sind «, 8 > 0 Parameter der Dichte.

a) Welche Beziehung muss zwischen o und 3 bestehen, damit f wirklich Dichte eines Wahrschein-
lichkeitsmafies ist?

b) Bestimmen Sie fiir « = 4 und § = 1/8 die zu f gehorende Verteilungsfunktion, d.h. die durch

F:R—R, F(x):/x ft) dt

definierte Funktion F'.

c) Skizzieren Sie die Graphen von f und F fir « =4 und g = 1/8.

d) Sei wieder &« =4 und g = 1/8. Wie grof ist — sofern f wirklich die zuféllige Zeit beschreibt, die
Dozent K. zu frith kommt — die Wahrscheinlichkeit, dass Dozent K.

e weniger als zwei Minuten zu friith kommt?

e mehr als zehn Minuten zu friith kommt?
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Losung:

fz) =

G-z fir 0<zx<a,
0 fir z<0oder x>«

a) f Dichte = es muss gelten [~ f(z)dx =1
Somit

| —
=0

/_Zf(:n)d:n = /—Ooo f(a:)dx+/0af(3;)dx +/:O F(x)de
=0

@ 1
= /ﬁxd$:—ﬁa2—0 21
0 2

Daraus folgt:

2
o=/
B
(a0 = —\/% ware zwar ebenfalls eine Losung der Gleichung, allerdings ist « als positiv vorausge-

setzt.) b) Fir ¢ < 0 ist f(¢) = 0 und somit gilt fiir < 0:

/ F(t)dt = / 0dt = 0.
Fir 0 < x <4 erhalten wir

T B 0 T B T B T q B 1 1 ) T B 1 )
/_Oof(t)dt_/_oof(t)dt—ir/o f(t)dt_/o ﬁtdt_/o St = [g'gt Lo_l_Gx'

Bleibt noch der Fall z > 4. Hier gilt

T 0 4 T
/_ f(t)dt :/_ f(t)dt+/0 f(zt)dwr[1 f(t)dt =0+ %42 +0=1.

Somit gilt:
0, flirz <0
F(x) = %6332, fir0<z <4
1, fiir x > 4

¢) Der Graph von f (blau) und F' (rot):
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d)
e Seia=4und g =1/8.
[ ]
2
P(X<2) = f(z)dx
2
1
= —xdx
| s
L]’ —p
I ST P e
[ ]
P(X >10) = 1-P(X < 10)
10
= 1- f(z)dz
4
1
= 1—/ —xdx
0o 8
4
L o
= 1—|=z°| =1-1=0.00
)
Aufgabe 24 (3 Punkte)

a) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine S-Bahn Verspidtung hat, betrage 0.30. Sofern die S-Bahn
Verspatung hat, kommt Student S. nur mit Wahrscheinlichkeit 0.2 piinktlich zur Vorlesung. So-
fern die S-Bahn aber keine Verspatung hat, kommt er mit Wahrscheinlichkeit 0.99 piinktlich zur
Vorlesung. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass Student S. piinktlich zur Vorlesung kommt?
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b) Eine Klausur wird von einem gut vorbereiteten Studenten mit Wahrscheinlichkeit 0.99, von ei-
nem nicht gut vorbereiteten Studenten aber nur mit Wahrscheinlichkeit 0.1 bestanden. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Student gut vorbereitet ist, sei 0.8. Wie grofs ist die (bedingte) Wahrschein-
lichkeit, dass ein Student, der die Klausur nicht bestanden hat, gut vorbereitet war?

Losung: a) Wir wissen laut Aufgabentext mit

A :="S. kommt piinktlich zur Vorlesung”,

B :="S-Bahn hat Verspétung”,

dass

P(B)=0.3, P(A|B) =0.2, P(A|B¢) =0.99

gilt und wir wollen P(A) berechnen.

Dann gilt mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(B)-P(A|B)+ P(B°)- P(A|B°)
= 0.3-0.240.7-0.99
= 0.753.

b) Definiere die Ereignisse

A :="Student vorbereitet.”,

B :="Student besteht Klausur.”,

und gegeben sind die Wahrscheinlichkeiten

P(B|A) =0.99, P(B|A°) =0.1, P(A) =0.8.

Gesucht ist P(A|B€). Mit der Formel von Bayes gilt dann

P(BlA) - P(A)
P(B|A) - P(A) + P(B¢|A°) - P(A°)
0.01-0.8

0.01-0.8+0.9-0.2
~ 0.043.

P(A|B®) =

Aufgabe 25 (3 Punkte)
a) Sei (2, A, P) ein W-—Raum und seien Aj,..., A, € A mit

P(Al M- ﬁAn_l) > 0.
Zeigen Sie:
P(AlﬂﬂAn) :P(Al) P(A2|A1) P(An|A1ﬂﬂAn_1)

Hinweis: Formen Sie die rechte Seite mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit um.
b) Student S. hat das Passwort fiir seinen Rechnerzugang vergessen. Er erinnert sich gerade noch,
dass es aus genau 8 Ziffern € {0,...,9} besteht. Er versucht nun, durch zufillige Eingabe 8-
stelliger Zahlen das Passwort zu erraten. Da er sich alle bereits eingegebenen Zahlen notiert, tippt
er keine Zahl doppelt ein. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er bei der n—ten Eingabe
einer 8-stelligen Zahl das Passwort findet (n € N fest).

Hinweis: Gefragt ist nach

P(B§ -0 BS_y N Ba),

wobei B; das Ereignis ist, dass der Student bei der i—ten Eingabe das richtige Passwort eintippt.
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Losung: a) (2,4, P) W-Raum, A,,..., A, € Amit P(A;N...NA,—1) > 0.
Zu zeigen:

P(AlﬂﬂAn):P(Al)P(A2|A1)P(An|(A1ﬂﬂAn_1))

Es gilt:
P(A1) - P(A2]Ar) - P(A3|(A2 N A)) - P(Ap| (A1 N N Apa)
P(An41)  P(Asn(AnA P(AnN(A1N..N Ay
= P(A1) - (P(2A1)1) : (PS(A(202Al)1)) (P(A(lnl...nAn,l)l))

:P(Alﬁ...ﬂAn).

b) B;= richtiges Passwort bei i-ter Eingabe.
Gesucht:

P(Bin...NnBS_1NBy)
Es gilt nach a)
P(Bin...NB;_,NB,)=P(BY) -P(B5|BY)-...- P(B,|(B;,N...NBy_;)
und es gilt wegen dem Aufschrieb aller schon bekannten Passworter
P(By) = 552

8_
P(B3|Bf) = 15—

c. c ¢ 108—(n—1
P(B; 4|(BfN...N B} 5)) = 108—7&—23'

somit folgt fiir n < 108:

_108-1 108-2 108 —(n—1 1
P(B{N...NBS_ NB,) = 1 .108_1-...-108_En_2§.108_(n_1)

_ 1

= 15



