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Partielle Differentialgleichungen

10. Ubung

Gruppeniibung

G1 Sei {u,} eine Folge harmonischer Funktionen, die in U definiert sind, und die gleichméBig
auf jeder kompakten Teilmenge von U gegen u konvergiert sind (kompakte Konvergenz).
Zeigen Sie, dass v harmonisch in U ist.

Hinweis: Nutzen Sie die (umgekehrte) Mittelwertformel.

G2 1. Es sei -
1) =3 e (1)
n=0

eine in {z € C: |z| < 1} konvergente Potenzreihe mit ¢, = a,, + ib, € C. Zeigen Sie,
dass fiir den Realteil Rf(z) gilt

Rf(z) = Zr"(an cos(ng) — by sin(ng)), 0<¢p<2m, 0<r<1
n=0

mit ¢ = argz, r = |z| (also z = re'?).
2. Losen Sie das folgende Randwertprobleme:
Au(z,y) =0, fiir 2*> +y* < 1
u(z,y) =22° + 2 —1, fir 2® +¢% = 1.
Hinweis: Machen Sie den Ansatz
o0
w(ey) = Rf(@+iy), FE) = cns"
n=0
und verwenden Sie cos® ¢ = £ (cos(2¢) + 1).
Hausiibung

H1 SeiU =R™\B(0,1) und u € C*(U)NC(U) eine harmonische Funktion, so dass lim| ;| u(z) =
0 erfiillen ist. Zeigen Sie, dass

ilelgluw)l = max lu(z)|,

d.h. die Maximumprinzip fiir des absolutes Betrages gilt.
Hinweis: Nutzen Sie die Maximum- und Minimumprinzipen fiir der Menge V' = U N B(0, R)
und betrachten Sie R — oo.

H2 Sei U C R" und sei u: U — R eine stetige Funktion, so dass fiir alle B(z,r) C U gelte

n

u(r) = ]{9 o u(y)dy = - /B " u(y)dy. (%)




. Zeigen Sie, dass Vu existiert und stetig in U ist.
Hinweis: Nutzen Sie den Differenzenquotienten.

2. Zeigen Sie, dass Vu die Gleichung () erfiillt und folgern Sie, dass Vu harmonisch ist.

. Zeigen Sie, dass u beliebig oft stetig differenzierbar ist.



