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Aufgabe 1

Geben Sie eine groffitmogliche offene Teilmenge von C an, auf der die folgenden Funktionen
holomorph sind. Hierbei ist immer z = Re(z) und y = Im(z).

(a) f(z) = 27,
(b) f(2) = f(z +yi) = x + isin(x) cos(y),
N x Yy .. x . Yy

(c) f(z) = flz+uyi) = cos(—x2 n y2> cosh(x2 n y2> + 1sm<—x2 n y2> s.mh(—x2 n y2)’
(d) f(2) = f(z+yi) = 5 log(z? + y?) + iarctan(y/x).
Aufgabe 2
Bestimmen Sie, falls es jeweils mdoglich ist, eine holomorphe Funktion mit

(a) Re(f(z)) = Re(f(z + yi)) = —2zy + e cos(y),

(b) Im(f(2)) = Im(f(x + yi)) = 2%y — 4sin(x).
Aufgabe 3

Es seien R > r > 0. Geben Sie einen Integrationsweg v an, dessen Spur der Rand des
Halbrings {z € C : r < |z| < R und Im(z) > 0} ist und berechnen Sie f7 2"Z™ dz fiir alle
n,m € 7.

f
f

Aufgabe 4

Beweisen oder widerlegen Sie folgenden Hebbarkeitssatz:

Es sei g C C eine Gerade, D C C offen mit DNg # @ und f : D\ g — C holomorph. Ist
dann f auf D\ g beschriankt, so kann f holomorph auf D fortgesetzt werden.

Aufgabe 5

Charakterisieren Sie diejenigen offenen Teilmengen D C (|, fiir die es eine holomorphe
Abschneidefunktion gibt, d.h. eine holomorphe Funktion f : C — C mit f(z) = 1 fiir alle
z € Dund f(z) =0 fiir alle z € C mit dist(z, D) > 1.

Aufgabe 6

1, 72 und 73 seien die folgenden Integrationswege:

e 7, lauft auf einem Kreis von i iiber —1 und —2 + i nach i zuriick.

e 7, lauft von 2 4 2i auf einem Kreisbogen iiber —1 nach 2 — 2i und von dort gerade
nach 2 + 2i zuriick.



e 73 beschreibt den einmal positiv durchlaufenen Rand des Quadrates mit den Ecken
1+i, —1+i, —1—iund 1 —1i.

Skizzieren Sie den Zyklus v = 21 + 72 + 73 und bestimmen Sie fiir alle z € C\ spur(~) die
Umlaufzahl Ind(7, z). In welchen offenen Teilmengen von C ist v nullhomolog?

Aufgabe 7

Berechnen Sie die Integrale

23 -1
/Qe— dz und /[sinh(;,ﬂ dz,
2tz 1 . 22+ 1—1

wobei v der Zyklus aus der vorhergehenden Aufgabe ist.

Aufgabe 8

Wie viele Fixpunkte hat die Polynomfunktion z — 2% — 27i2% + 42 + 1 im Kreisring {z €
C:1< |z <2}7?

Aufgabe 9
Erkldaren Sie, warum auf der Menge U := C \ {0} kein Logarithmus existiert.
Aufgabe 10

Bestimmen Sie die folgenden Kurvenintegrale:

(a) /(1 +Zz) dz, mit y(t) =i+ 2e", t € [0,27].

(b) /(smi dz, mit y(t) = 7 + et € [0, 27].

z—m)?

z ,
(c) / dz, mit y(t) = e + 72", t € [0, 27].
4 1422

(d) /(e— dz, mit y(t) = 2009 - e, t € [0, 27].
gl

22+ 72)?
(e) /7 e 1();(2«2__ 81))7 ) 4 it () = 4+ 267, ¢ € (0,87,

(Hierbei sei log : C\ (—o0,0] — C der Hauptzweig des Logarithmus.)

Aufgabe 11

Bestimmen Sie die folgenden Integrale

27 o
(a) / e di
0

(b) /‘X’ 22+ 10z +7
oo (22 =224 10)(22 4+ 1)

Aufgabe 12

Es sei
224+ 32+2

(z+2)(z+1)3z

f(z) = sin(1/z).



Bestimmen Sie alle isolierten Singularitéten dieser Funktion, geben Sie jeweils die zugehori-
ge Nullstellenordnung an und bestimmen Sie in allen Stellen, in denen keine wesentliche
Singularitét vorliegt, das Residuum.

Berechnen Sie schliefilich f7 f(#) dz, wobei v den einfach positiv durchlaufenen Rand des
Dreiecks mit dem Ecken —1/2 41, —1/2 — i und —5 beschreibt.

Aufgabe 13

Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir Residuen (vgl. Beispiel 1V.4.3 d) - f) der
Vorlesung). Es sei U C C offen und f eine meromorphe Funktion auf U.

(a) Ist zg € U ein einfacher Pol von f und ist g eine in zy holomorphe Funktion, so gilt
Resy,(20) = g(z0)Res(20).

(b) Ist f holomorph in U und hat eine einfache Nullstelle in zy € U und ist g in zg
holomorph mit g(zg) # 0, so gilt

9(2’0)
f'(20)

Resg/f(zo) =

(c) Besitzt f in zy € U einen Pol der Ordnung m € N und ist g(z) := (2 — z0)™ f(2) fiir
z € U\ {2}, so gilt

1

_ (m—1)
Resy(z9) = 1)l 1)!g (20).
Aufgabe 14

Es sei a,, := (n*m+1)/n, n € N. Bestimmen Sie alle Funktionen f, die auf einer Umgebung
des Einheitskreises holomorph sind und die

f(e®™) =0 fiirallen € N

erfiillen. Zeigen Sie weiter, dass diese Funktionen einen Vektorraum bilden und bestimmen
Sie dessen Dimension.

Aufgabe 15

Es sei

2241
f(z)zm-

Welche Werte kann das Integral f7 f(z) dz fiir geschlossene einfach positiv durchlaufene
Wege ~ annehmen?



