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Gruppeniibungen

(G 1) (Minimumprinzip)
Es sei G C C ein Gebiet und f eine holomorphe Funktion auf GG, die nicht konstant ist.
(a) In 2y € G habe |f| ein lokales Minimum. Zeigen Sie, dass dann f(z) = 0 gilt.

(b) Das Gebiet G sei beschrénkt, und f habe eine stetige Fortsetzung f:G—-C. InG
habe f keine Nullstellen. Zeigen Sie, dass dann |f| sein Minimum auf dem Rand 0G
annimmt.

(¢) Zusatzaufgabe: Gewinnen Sie daraus einen neuen Beweis fiir die Tatsache, dass jedes
Polynom vom Grad n > 1 mindestens eine komplexe Nullstelle besitzt (vgl. Funda-
mentalsatz der Algebra, Kapitel 11, Satz 2.8).

(G 2) (Komplexer Logarithmus)
Sei G C C* ein Gebiet. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist f ein Zweig des Logarithmus auf GG, dann ist f holomorph und es gilt f'(z) = %

(b) Auf G existiert ein Zweig des Logarithmus genau dann, wenn % eine Stammfunktion
auf G besitzt.

(G 3) (Lemma von Schwarz)

Beweisen Sie das Lemma von Schwarz (Kapitel 11, Satz 3.12):
Essei D:={z€ C: |z] <1}, f: D — C eine holomorphe Funktion mit f(0) = 0 und
|f(2)] <1 fiir alle z € D. Dann gilt

L. |f(2)] < |z| fiir alle z € D und
2. [f(0)] < 1.

Ferner gilt |f(z0)| = |20 fiir ein 2o € D\ {0} genau dann, wenn |f/(0)| = 1 und genau dann,
wenn f(z) = Az fir ein A € C mit |\ =1 gilt.



Hausiibungen

(H 1) (Holomorphe Fortsetzung / Reell-analytische Funktionen)

(a) Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — C. Geben Sie eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir an, dass f holomorph fortsetzbar ist, d.h. dass es ein
Gebiet G C C mit I C G und ein holomorphes F' : G — C mit F|; = f gibt.

(b) Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen f : (0,1) — R mit f(0) = 0, so dass die

Funktion X
g:(0,1) = R, x> sin (—) f(z)
x

eine holomorphe Fortsetzung auf D := {z € C : |z| < 1} hat?
(H 2)
(a) Es sei G C C ein Gebiet, und es seien f,g: G — C holomorph mit f - g = 0 (das

Produkt f - g sei also konstant 0). Zeigen Sie, dass dann f = 0 oder g = 0 gelten muss.

(b) Geben Sie zwei verschiedene holomorphe Funktionen f,g : C\ {0} — C und ei-
ne konvergente Folge (z,)nen paarweise verschiedener komplexer Zahlen so an, dass
f(zn) = g(z,) fiir alle n € N gilt. Widerspricht dies dem Idenditétssatz (Kapitel II,
Satz 3.7)7

(H 3) (Komplexer Logarithmus / Wurzel)
Geben Sie ein moglichst grofles Gebiet an, auf dem man z — +/log z definieren kann.



