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Analysis III – Funktionentheorie

3. Übung

Gruppenübungen

(G 1)

(a) Bestimmen Sie∫
γ

sin(z) dz, mit γ(t) = i(t3 − t7) cos(t) − eitπ − (t − 1)5 + (π − 1)t, t ∈ [0, 1].

(b) Es sei f : C \ {1 − i,−1 + i} → C eine holomorphe Funktion mit∫
γ1

f(z) dz = 1,

∫
γ2

f(z) dz = i,

∫
γ3

f(z) dz = π,

wobei die Wege γ1, γ2 und γ3 durch
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gegeben sind. Bestimmen Sie die Kurvenintegrale von f entlang der folgenden Wege:
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(G 2)

Es sei a ∈ C \ {0} mit |a| 6= 1. Zeigen Sie, dass das Integral

∫ 2π

0

1

1 − 2a cos(x) + a2
dx

existiert und berechnen Sie es.

Hinweis: Integrieren Sie (z − a)−1(z − a−1)−1 über die Einheitskreislinie.

(G 3)

Es sei G ⊆ C ein konvexes Gebiet und f ∈ H(G) habe keine Nullstelle in G. Zeigen Sie,
dass dann f einen holomorphen Logarithmus hat, d.h. es gibt ein g ∈ H(G) mit eg = f .

Hausübungen

(H 1) (Ein Nullstellenkriterium)

Es sei D ⊆ C offen und z0 ∈ D und r > 0 seien so, dass Br(z0) ⊆ D gilt. Weiter sei
f ∈ H(D).

(a) Zeigen Sie in dieser Situation folgende Verschärfung von Korollar 2.6 der Vorlesung:
Für jedes n ∈ N0 gilt

|f (n)(z0)| ≤
n!

rn
max{|f(z)| : |z − z0| = r}.

(b) Zeigen Sie: Gilt
|f(z0)| < min{|f(w)| : w ∈ ∂Br(z0)},

so besitzt f eine Nullstelle in Br(z0).

(H 2)

Es sei (aν)ν∈N eine komplexe Folge, so dass die Potenzreihe f(z) :=
∑

∞

ν=0 aνz
ν den Konver-

genzradius 1 hat und eine im Inneren des Konvergenzkreises holomorphe Funktion darstellt.
Weiter sei 0 < r < 1 und γ : [0, 2π] → C gegeben durch γ(t) = reit. Zeigen Sie, dass für
alle n ∈ N0 gilt:

1

2πi

∫
γ

f(z)

(1 − z)zn+1
dz =

n∑
ν=0

aν .

Bemerkung: Wir werden noch sehen, dass die Voraussetzung an f , holomorph zu sein,
unnötig ist, da jede Potenzreihe im Inneren ihres Konvergenzkreises holomorph ist.

(H 3)

(a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f : C → D, wobei D die offene Einheits-
kreisscheibe in C ist.

(b) Zeigen Sie: Ist f : C → C holomorph mit |f(z)| ≤ |z|n, so ist f (k)(0) = 0 für alle
k > n.


