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Vorbemerkung

Das Dirichletsche Prinzip erlaubt die Losung von Randwertproblemen zu vielen linea-
ren und nichtlinearen elliptischen partiellen Differentialgleichungen auf die Lésung von
Variationsproblemen zuriickzufiihren. Ein wichtiges Verfahren zur Losung dieser Rand-
wertprobleme besteht daher in der Anwendung der “Direkten Methoden der Variations-
rechnung”, und es ist ein wesentliches Ziel der vorliegenden Einfiihrung in die Theorie
der Sobolevraume und in die Variationsrechnung, die Grundlagen fiir das Studium ellip-
tischer Differentialgleichungen zu legen. Wegen dieser Zielsetzung werden die klassischen
Methoden der Variationsrechnung nur kurz gestreift.

Einen groflen Anteil an der Entstehung dieses Skriptums haben Frau M. Tabbert und
Frau E. Schlaf, die den Text in gewohnt vorziiglicher Arbeit mit TEX hergestellt haben.
Ich bedanke mich dafiir.

H.D. Alber



Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung, Beispiele fiir Variationsprobleme, Inhalt der Vorlesung
1.1 Das allgemeine Problem der Variationsrechnung . . . . . .. .. ... ..
1.2 Beispiele fiir Variationsprobleme . . . . . . . .. ... o000

1.2.1
1.2.2
1.2.3
1.24
1.2.5
1.2.6
1.2.7
1.2.8

Das Fermatsche Prinzip . . . . . . .. .. ... ... ... ...
Das Brachistochronenproblem . . . . . . .. ... ... ......
Systeme von Massenpunkten . . . . . .. ... 000
Dirichletsches Integral . . . . . . . . ... ... .. ... .....
Hindernisprobleme . . . . . . .. .. .. ... ... ...
Nichtparametrische Minimalflachen . . . . . . . ... .. ... ..
Parametrisierte Minimalflachen . . . . . . . . ... ... ... ..
[soperimetrische Ungleichung . . . . . . ... .. ... ... ...

1.3 Klassische und direkte Methoden der Variationsrechnung . . . . . . . ..
1.4 Inhalt der Vorlesung . . . . . . . . . .. ...

2 Lebesgue- und Sobolevraume
2.1 Der Banachraum LP, Vollstandigkeit . . . . . .. .. ... ... ... ..

2.1.1
2.1.2
2.1.3
214

Skalarprodukt . . . . . .. ..o
Prahilbertraum . . . . . . . ... L
Konvergenz, Cauchyfolgen, Vollstandigkeit, . . . .. .. ... ..
Lebesgue-Raume . . . . . . . . ... oL

2.2 Der Sobolevraum HE, . . . .. . ... oo

2.2.1
2.2.2

Schwache Ableitung . . . . . . . . ... ...
Sobolevraume HP (2) . . . . ...

2.3 Approximation von Sobolevfunktionen durch glatte Funktionen . . . . .

2.3.1
2.3.2
2.3.3
2.3.4

Dirac-Familie . . . . . .. ... ... oo
Approximation von Funktionen in Sobolevrdumen . . . . . . . . .
Uberdeckungen . . . . . . . ...
Zerlegung der Eins . . . . . . ..o oo

Klassische Methoden. Eulergleichung und Beispiele.

3.1 Die Eulergleichung zum Variationsproblem . . . . . .. .. .. ... ...
3.2 Spezielle Variationsfunktionale, Beispiele . . . . . . . . .. ... ... ..

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4

Der Fall f(z,u,&) = f(&§) . ... .
Der Fall f(z,u,&) = f(x,&) . .. . ...
Der Fall f(z,u,&) = f(u,&) . . . . ..

Brachistochronenproblem . . . . . . . .. .. ... .. ... ....

3.2.5 Wirtingersche Ungleichung . . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.3 Der allgemeine Fall. Das Fermatsche Prinzip . . . . .. .. ... .. ...

Klassische Methoden. Hamilton-Jacobi Theorie

4.1 Legendretransformation, Subdifferential . . . . . . . ... ... ... ...
4.2 Hamiltonfunktion . . . . . . . . ... .

= © 00 00 ~J O O UL W N N — ==

—_

== s
B~ w w W

QW W RN NN NDDNDDND -~ =
— = O g O N O

36
36
41
41
44
48
49
ol
25



4.3 Hamiltonsche Differentialgleichungen, kanonische Form der Eulergleichung 64

4.4 Beispiele . . . . . 66
4.4.1 Das Hamiltonsche Prinzip . . . . . ... ... ... ... ..... 66
4.4.2 Das Fermatsche Prinzip . . . . . ... ... ... ... ...... 67
443 Der Fall f(z,u,&)=f(&) . . ... .. 70
444 Der Fall f(z,u,&) = f(x,&) ... ... 70
4.4.5 Der Fall f(z,u,&) = f(u,&) . . . ... .. 71

4.5 Die Hamilton-Jacobi Gleichung . . . . . . ... .. ... ... ... ... 71

4.6 Geometrische Optik und Eikonalgleichung . . . . . . ... ... ... .. 75

Schwache Topologie von Banachraumen 78

5.1 Konvexe Mengen in Banachrdumen, Trennungssatz . . . . . ... .. .. 78

5.2 Schwache Topologie, schwache Konvergenz, schwache Folgenkompaktheit — 82

Konvexe Funktionale 89
6.1 Unterhalbstetige Funktionen . . . . . . . . . . ... ... ... ...... 89
6.2 Existenz eines Minimums . . . . . . . . . . .. ... 90
6.3 Subdifferentiale . . . . . ... 94
6.3.1 Beispiele fiir Subdifferentiale. . . . . . ... ... .. ... ... 94
Direkte Methoden der Variationsrechnung 99
7.1 Konvexe Variationsfunktionale, Existenz eines Minimums . . . . . . . . . 99
7.2 Variationsungleichung zum Variationsfunktional . . . . . . . ... .. .. 106
7.3 Aquivalenz zwischen Randwertproblemen, Variationsgleichung und Varia-
tionsproblem . . . . ... 108
7.3.1 Das Subdifferential . . . . . .. .. ... .. 0oL 108

Existenztheorie fiir das Hindernisproblem bei nichtlinearer Randbedingung.113
8.1 Das Potential beim Hindernisproblem . . . . . . . ... ... ... .... 113

i



1 Einfiihrung, Beispiele fiir Variationsprobleme, Inhalt der Vor-
lesung

1.1 Das allgemeine Problem der Variationsrechnung Die Variationsrechnung
ist die mathematische Theorie, die sich mit der Losung des folgenden Grundproblems
befafit:

Seien n und N natiirliche Zahlen, sei {2 C R" eine offene Menge und sei
f:OxRY xR"™Y - R
eine stetige Funktion. Einer Funktion
uw=(ug,...,uy): Q—RY

werde die reelle Zahl
I(u) = / f(z,u(z), Vu(z)) dz
Q

zugeordnet. Hierbei sei

g%(a?) %(x)
Vu(z) = :
Fa(@) o G ()

die N x n—Matrix der ersten Ableitungen von u, die ich auch als Gradient bezeichnen
werde. I ist also eine Funktion vom Raum der Funktionen u :  — R¥ in die reellen
Zahlen. Man bezeichnet I auch oft als Funktional. Gesucht ist nun eine Funktion u , fiir
die das Funktional I seinen minimalen Wert annimmt, wobei man oft noch verlangt, dafl
u gewisse Nebenbedingungen erfiillt. Beispiele fiir solche Nebenbedingungen sind zum
Beispiel, dal v zum Raum C4(2) gehoren soll, oder daBl v am Rand 92 von {2 mit einer
vorgegebenen Funktion ug iibereinstimmen soll.

Man kann das Grundproblem der Variationsrechnung daher auch folgendermaflen for-
mulieren: Sei D eine Menge von ”zuldssigen” Funktionen v :  — RY . Gesucht ist eine
Funktion v € D mit

I(u) =minI(v).

veD

u heilt Losung des Variationsproblems.
Ich mo6chte hier gleich auf die entscheidende Schwierigkeit aufmerksam machen. Die
Menge
{I(v) :v € D}

ist eine Teilmenge der reellen Zahlen. Das Variationsproblem ist 16sbar, wenn diese Men-
ge ein Minimum besitzt. Dazu muf§ sie nach unten beschriankt sein, also miissen das
Funktional I und damit insbesondere die Funktion f und auch die Menge D so vorgege-

ben sein, dafl das Infinuum inlg I(v) existiert. Natiirlich folgt hieraus noch nicht, da§ die
vE

Bildmenge {I(v) : v € D} auch ein Minimum besitzt, und die gesamte Variationsrech-
nung dreht sich im wesentlichen darum, zu zeigen, dal das Minimum existiert, und eine



oder mehrere Funktionen u :  — R zu finden, fiir die dieses Minimum angenommen
wird.

Zahlreiche Probleme der reinen und angewandten Mathematik und ihren Anwendun-
gen in Physik, Technik, Biologie, Chemie lassen sich auf diese Weise formulieren, und
natiirlich ist die Variationsrechnung aus diesen Anwendungen heraus entstanden. Sie ist
ein klassisches Teilgebiet der Mathematik.

Ihre Urspriinge kann man bis zu Zenodor zuriickverfolgen, der 200 Jahre vor Chr.
lebte, und der das Problem der Isoperimetrischen Ungleichungen studierte. Fermat stu-
dierte das Problem der Brechung von Lichtstrahlen und entdeckte 1662, dafl der Weg des
Lichtes zwischen zwei Punkten derjenige Weg ist, den es in der kiirzesten Zeit zuriicklegt.
Seither haben viele der besten Mathematiker sich mit Problemen der Variationsrechnung
beschéftigt. Der Name ” Variationsrechnung” fiir dieses Gebiet stammt von Euler (1707—
1783). Seit dieser Zeit ist die Variationsrechnung ein sehr lebendiges und sich schnell ent-
wickelndes Teilgebiet der Mathematik geblieben. Der Ursprung der Funktionalanalysis
ist mit der Variationsrechnung verkniipft, und heutzutage steht die Variationsrechnung
im engsten Zusammenhang mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen und
der Kontrolltheorie.

1.2 Beispiele fiir Variationsprobleme Ich will nun eine Reihe von Beispielen fiir
Variationsprobleme angeben.

1.2.1 Das Fermatsche Prinzip Ein Lichtstrahl verlaufe in der Ebene vom Punkt
(a, @) zum Punkt (b, 3) , wobei ich a < b voraussetze. Der vom Ort abhéngige Brechungs-
index des Mediums, das der Lichtstrahl durchquert, sei n(x,y) . Der Lichtweg kann dann
durch den Graphen einer Funktion u : [a,b] — R mit u(a) = a, u(b) = 3 beschrieben
werden. Da @ die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im Punkt (z,y) ist, ist

)

die Zeit, die das Licht von (a, «) nach (b, 3) braucht, gegeben durch

t:/ n(z,u(z)) 1+ u(z)?de.

Unter allen moglichen Wegen von (a, «) nach (b, 3) wihlt das Licht nun einen solchen,
fiir den diese Zeit minimal ist. Also gilt fiir den Lichtweg mit

f@,u, §) = n(r,u) 1+ €,
I(u) = fff(x,u(m),u’(m)) dx

und

D = {u € Cy([a,b],R) : v(a) = a, v(b) = B},

daB v € D und
I(u) = min I(v).

veD
Falls die Losung dieses Variationsproblems eindeutig ist, also falls es nur ein u € D gibt,
fiir das das Funktional I das Minimum annimmt, kann man durch Losung des Variations-
problems auch den Lichtweg bestimmen. Andererseits ist durchaus nicht sicher, ob das



so formulierte Variationsproblem iiberhaupt eine Losung hat. Denn wenn der Lichtstrahl
auf dem Weg von (a,«) nach (b, 3) von Luft in Wasser iibergeht, dann hat der Licht-
weg an der Wasseroberfliche einen Knick und kann also nicht durch den Graphen einer
Funktion in C([a,b]) dargestellt werden. Man wird also in diesem Fall nicht erwarten,
daBl das oben formulierte Variationsproblem losbar ist. Der Grund ist natiirlich, dal der
Brechungsindex sich in diesem Fall nicht stetig d&ndert, sondern an der Wasseroberflache
vom kleineren Wert fiir Luft auf den gréferen Wert fiir Wasser springt. Damit dieses
Variationsproblem lésbar ist, wird man also mindestens voraussetzen miissen, daf§ der
Brechungsindex n(x,y) eine stetige Funktion ist.

Andererseits gilt das Fermatsche Prinzip auch fiir den Ubergang eines Lichtstrahles
von Luft nach Wasser, und es stellt sich die Frage, ob man das Variationsproblem nicht
auch in diesem Fall l16sbar machen kann, indem man einen grofleren Raum D zuléfit, der
auch stiickweise stetig differenzierbare Funktionen enthélt. Dies ist tatsédchlich der Fall,
wenn man fiir D den Sobolevraum H ([a, b]) von ”schwach differenzierbaren” Funktionen
zuléBlt, und wie sich zeigen wird, ist es vom mathematischen Problem her viel natiirlicher,
Losungen in Hi([a, b]) zu suchen als in C([a, b]) .

1.2.2 Das Brachistochronenproblem Gesucht ist die Bahn, die ein sich in einer
Ebene bewegender Massenpunkt unter dem Einflu der Gravitation nehmen nuf}, um in
der kiirzesten Zeit von einem gegebenen Punkt (a,«) zu einem gegebenen Punkt (b, 5)
zu gelangen.

Um das Variationsfunktional zu

(a,a) diesem Problem aufzustellen, sei
die gesuchte Bahn durch den Gra-

phen der Funktion u : [a,b] — R

(b, 8) gegeben. Auf den Massenpunkt

g wirkt die Erdbeschleunigung ¢ in
% % . vertikaler Richtung.
a b
a Die Bahnbeschleunigung des
B Massenpunktes ist gleich der
g 5(0) u Tangentialkomponente gcosf3

von g an die Bahn. Wenn s die
Bogenlidnge der Bahn zwischen
(a,) und dem Ort des Massen-
punktes ist, folgt also fiir den
Massenpunkt zur Zeit ¢ an der
Stelle s(t):




d?s

() = @(t)29008629008(§—a) = gsina
tan o B u'(x)

g\/1+tan2a - 1+ /()2

wobei z = z(t) die x-Komponente des Ortes des Massenpunktes zur Zeit ¢ ist. Man
beachte nun, daf

also
[dis 5(5)]5(3) = dis(i 5(5)2) = 3(s),

und somit ergibt sich fiir die Bahngeschwindigkeit

5(s)? = 2/085‘(0)da—|— 5(0)* = 2/08§(U)ds

_ oo (@) gy [ @) ds
/0< 1+u’($(a))2> 0o VI+w()?de

z(s)
= 29/0 (= (z))dz = —2g[u(z(s)) — a] = —2gu(z(s)).

Hierbei sei z(s) die x—Komponente des Massenpunktes. Ich habe beniitzt, dal die Ge-
schwindigkeit $(0) am Punkt (a,a) verschwindet. Die Vereinfachung im letzten Schritt
ergibt sich, wenn man das Koordinatensystem so wihlt, dal a = 0 gilt.

Wenn ¢ die Bogenlénge zwischen (a, ) und (b, ) ist, ergibt sich also fiir die Laufzeit
T zwischen diesen Punkten

T - t(f)—t(O):/j%(s)ds:/;%ds:/j?;ds

B ¢ 1 o 1 ds . [ [1+u(z)?
= /0 \/mds—/a —\/m%dx—/a ——29u(:v) dz .

Zur Losung des Brachistochronenproblems setze also m = N =1,

1+4&2

fla ) =y 5

und
D = {v e Cy([a,b],R) : v(a) =0, v(b) = B} .



Gesucht ist v € D mit

I(u) = / f(z,u(z),u'(z)) de = min I (v).

veD

1.2.3 Systeme von Massenpunkten Gegeben seien ¢ Massenpunkte mit den Mas-
sen myq, ..., my. Zur Zeit t sei

wi(t) = (2;(t), wi(t), z:(t)) € R?

der Ort des i—ten Massenpunktes. In der gegebenen Zeit 7 bewege sich dieser Punkt
vom gegebenen Ort uz(»o) zum gegebenen Ort ugl) . In der Zeit zwischen t =0 und t = 7
bewegen sich dann die Massenpunkte so, dal das Integral

/ T (1)) — U(t, ult)) / Zmz|u U(t,u(t)) dt
0
einen Minimalwert annimmt, wobei ich

u(t) = (ui(t), ... u(t)) € R*

gesetzt habe, U (t, u(t)) die potentielle Energie des Systems von Massenpunkten zur Zeit

t sei und
1 ¢
i=1

die kinetische Energie bezeichne. In diesem Fall erhélt man also ein Variationsproblem
mitn=1, N =3(,

tu 5 Zm’L’n’L’2 ) (/’717"'777€)GRN7
und
D = {ue Cy([0,7],RY) : u(0) = ', u(r) = uV}.
Gesucht ist v € D mit

I(u) = /0 £t ut),d (1)) dt = min I(v).

veD

Die Aussage, dafl sich die Massenpunkte so bewegen, daf3 fOT T — U dt einen Minimalwert
annimmt, heifft Hamiltonsches Prinzip.



1.2.4 Dirichletsches Integral Sein > 1, sei 2 C R" ein Gebiet mit Rand 9¢2 und
sei ug : OS2 — R eine gegebene Funktion. Gesucht ist eine Funktion u : 2 — R, die am
Rand mit wug iibereinstimmt, und fiir die das ”Dirichletsche Integral”

1
I(u) = / = |Vu(x)|? dz
Q2
einen Minimalwert annimmt. Mit N =1,
D= {veCi(QR): Vg = up

und ]
f(a:,u, 5) = 5 ’5‘2

ist also u € D gesucht, so dafl

I(u) = / f(Vu(z)) dz = min I (v)
Q veD
gilt.

Dieses Problem hat in der Entwicklung der Variationsrechnung und der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen eine entscheidende Rolle gespielt. Es ist ein Modellpro-
blem der Variationsrechnung, weil viele Eigenschaften komplizierterer Variationsproble-
me sich an diesem Problem in einfacher Form studieren lassen. Wie jedem Variations-
problem kann man diesem Problem ein Randwertproblem zu einer gewohnlichen oder
partiellen Differentialgleichung zuordnen, so dafl unter gewissen Zusatzbedingungen die
Losung des Variationsproblems eine Losung des Randwertproblems ist. In diesem Fall
ist das Randwertproblem

Au(z) =0 in
u|0Q = g,

wobei A =37 % der Laplaceoperator ist. Die Gleichung Au(z) = 0 heiit Potential-
gleichung, weil zum Beispiel das Newtonsche Gravitationspotential und das elektrosta-
tische Potential diese Gleichung erfiillen.

Der erwéhnte Zusammenhang zwischen der Variationsrechnung und der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen beruht auf dieser Zuordnung von Randwertproblemen
zu Variationsproblemen, weil man durch Losung des Variationsproblems das Randwert-
problem losen kann.

1.2.5 Hindernisprobleme In den letzten Jahrzehnten haben Hindernisprobleme in
der Variationsrechnung eine grofie Rolle gespielt. Ich will an folgendem physikalischen
Beispiel erlautern, worum es sich dabei handelt:

Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet, und sei ug : 992 — R eine gegebene Funktion. Der
Graph dieser Funktion beschreibe einen geschlossenen Drahtbiigel. Also sei

z— (z,up(z)) : 00 — R



ein " Parametrisierung des Drahtbiigels”. An diesem Drahtbiigel sei eine elastische Mem-
bran befestigt. Aulerdem sei eine Funktion ¢ : 2 — R gegeben mit

Y(z) <wup(x), x€dN.

Der Graph dieser Funktion beschreibe die Oberfliche eines Hindernisses, das unter
Umsténden in den Bereich der Membran hineinragt und die Membran nach oben driickt.
In gewissen Bereichen liegt die Membran auf dem Hindernis auf. Gesucht ist die Form,
die die Membran annimmt.

Membran Das Problem la8t sich in einfacher

Weise als Variationsproblem for-

mulieren. An der Stelle 2 € Q sei

u(z) die Hohe der Membran {iber

der Ebene. Es gilt dann u(x) =

¥ up(z) fur x € 052. Die potenti-
elle Energie V(u) der elastischen

1 1 Membran ist

I(u) = /Q %yvu(;@)m;@.

Die Membran nimmt diejenige Form an, bei der diese potentielle Energie minimal ist.
Natiirlich ist die Menge der méglichen Formen, die die Membran annehmen kann, von
der Hindernisoberfliche mitbestimmt, und man erhélt folgendes Variationsproblem: Sei

D:{veCi(QR): V], = o und v(x) > (x) fir alle x € Q}.

Gesucht ist v € D mit
I(u) = min I(v).

veD

Vom vorangehenden Beispiel 1.2.4 unterscheidet sich dieses Problem nur durch die andere
Wahl der Menge D von zulédssigen Vergleichsfunktionen. Die jetzige Menge D ist kleiner
als die Menge vom Beispiel 1.2.4.

1.2.6 Nichtparametrische Minimalflichen Das Minimalflachenproblem ist
berithmt, und die Theorie zu diesem Problem hat sich in den letzten Jahren schnell
entwickelt und eine grole Anziehungskraft ausgeiibt. In seiner einfachsten Form geht es
darum, zu einer gegebenen geschlossenen Kurve im R? eine Fliche mit der gegebenen
Kurve als Rand zu finden, die den kleinsten Flacheninhalt hat. Die genaue Formulierung
des Problems héangt davon ab, was fiir Flachen man zulafit. Ich will das Problem erst
fiir Flichen formulieren, die als Graph einer Funktion dargestellt werden kénnen.

Wie im vorangehenden Beispiel sei Q C R? ein Gebiet, ug : 02 — R eine Funktion,
und

z— (u,up(z)) : 00 — R



die Parametrisierung einer geschlossenen Kurve. Man stelle sich unter dieser Kurve einen
Drahtbiigel vor. Taucht man diesen Drahtbiigel in Seifenwasser, dann spannt sich eine
Seifenhaut zwischen diesem Drahtbiigel aus, die unter allen méglichen Fliachen mit dem-
selben Rand den kleinsten Flacheninhalt hat. Ich nehme an, dafl diese Flache als Graph
einer Funktion v : Q — R beschrieben werden kann. Es gilt dann Uy, = Uo- Der

Flacheninhalt dieser Fléche ist
I(u) = / V14 |Vu(x)|?de.
0
Sei D = {v € C1(Q,R) : V0 = up} . In diesem Variationsproblem ist also u € D gesucht

mit
I(u) = /Q V1+|Vu(x)]?de = Ivréi]g[(v).

1.2.7 Parametrisierte Minimalflichen Nicht jede Flidche kann als Graph einer
Funktion dargestellt werden, und deswegen mufl man im allgemeinen Fall mit Mini-
malflachen, die Mannigfaltigkeiten sind, arbeiten. Ich nehme der Einfachheit halber an,
daB ¥ eine Minimalfsiche sei, die durch eine einzige Karte u : Q — 3 C R3 parametrisiert
werden kann, wobei 2 C R? eine offene Menge sei. Sei also

Y ={u(z,y) € R®: (z,y) € Q}.

Hierbei habe ich ¥ mit der Bildmenge von w identifiziert. Der Fldcheninhalt von ¥ ist
10) = [ fuelony) % wyo.9)| do. ),
Q

wobei u, X u, das Vektorprodukt der Tangentialvektoren u, = %u und u, = a%u sei.

Sei ug : 9Q — R? eine Parametrisierung der Randkurve von ¥, und sei

D={veC(QR?: Vg = Uo} -

In diesem Variationsproblem ist u € D gesucht, so dafl

I(u) = /Q |uy X uy| d(z,y) = min I(v)

veD

1.2.8 Isoperimetrische Ungleichung In der isoperimetrischen Ungleichung fiir ebe-
ne Gebiete wird die Lange der Randkurve des Gebietes mit dem Fliacheninhalt des Ge-
bietes verglichen. Genau lautet das Problem folgendermafien: Sei Q C R? eine offene
beschrankte Menge, deren Rand 0f) eine einfach geschlossene, ”hinreichend regulére”
Kurve ist. Wenn L(092) die Lénge der Randkurve und meas (€2) das Lebesguemafl von
Q) ist, dann gilt nach der Isoperimetrischen Ungleichung

(L(99))* > 47 meas () ,



und Gleichheit tritt in dieser Ungleichung genau dann ein, wenn €2 ein Kreis ist. Mit
den Methoden der Variationsrechnung kann diese Ungleichung bewiesen werden. Dazu
muf die Aussage im Rahmen, der in Abschnitt 1.1 angegeben wurde, formuliert werden.
Hierzu sei u : [a, b] — R? eine Parametrisierung von ). Nach dem GauBischen Satz gilt

1 0 0
Q = d = — _— + _— d ,
Heas /Q Y73 /Q ((9311 h 0y yQ) (1, 2)

1 . 1
= —/(dlvy)dy:—/ n(y) - yds,
2 Jg 2 Joq

7 T i) () VAT T
1 b

- ; / (ur (@) () — ua(@) () dt

Auflerdem gilt

b
L(09) = / VO @R+ (@) dx

Fiir A > 0 sei also
b
D(A) = {v € C1([a,b],R?) : v(a) = v(b) und / (v10h — vov)dx = 2A}

und sei

b
I0) = [ VAllP+ uhfaP da.

Gesucht ist u € D(A) mit
I(u) = min I(v).
(u) nin, (v)
Weiterhin mufl gezeigt werden, dafl I(u) = V4w A, dafi das Minimum wu eindeutig ist,
und dafl v die Parametrisierung eines Kreises ist.

1.3 Klassische und direkte Methoden der Variationsrechnung Das Problem
der Variationsrechnung besteht darin, das Minimum eines Funktionals auf einer Teil-
menge eines Funktionenraumes zu finden, der normalerweise unendlichdimensional ist.
Aus der Infinitesimalrechung ist das Problem wohlbekannt, das Minimum einer reell-
wertigen Funktion auf einer Teilmenge des R™ zu finden. Gegeniiber diesem Problem
ergeben sich in den Minimumproblemen der Variationsrechnung neue Schwierigkeiten,
die hauptséchlich in der Unendlichdimensionalitdt des Definitionsbereiches des Funktio-
nals begriindet sind.

Grundsiétzlich jedoch kann man zur Lésung von Variationsproblemen genauso vorge-
hen wie im Problem, das Minimum einer Funktion auf einer Teilmenge des R™ zu finden.
Deswegen will ich die Losungswege zu diesem Problem kurz besprechen:



Eine Moglichkeit, das Minimum einer Funktion f : U C R™ — R zu finden, besteht
darin, die stationdren Punkte von f zu bestimmen, das heifit die Punkte x € U mit

Vf(x)=0.

Durch Studium der héheren Ableitungen von f in den stationdren Punkten kénnen dann
Kriterien gefunden werden, mit denen man entscheiden kann, ob ein stationdrer Punkt
von f auch ein Minimum von f ist oder nicht. Die zweite Methode ist, f direkt zu
minimieren: Man wéhlt eine Minimalfolge aus, das heifit eine Folge {z,}°°, mit z, € U
und

Jim f(z,) = f f(z).

Dann muf gezeigt werden, dafl {z,,}°°; eine in U konvergente Teilfolge besitzt. Hierzu
benétigt man Kompaktheitskriterien. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl geniigt es
zum Beispiel, da8 {x,,}22, eine beschriankte Folge ist und U abgeschlossen ist, um eine
konvergente Teilfolge {x,,}7°, auswihlen zu konnen. Wenn f stetig ist, gilt dann fiir
den Grenzwert x( dieser Folge

Flwo) = f(lim z,,) = lim f(z,,) = inf f(z),

also ist xy eine Minimalstelle von f .

Auch in der Variationsrechnung werden beide Methoden angewandt. Die erste Metho-
de wurde in der Entstehung der Variationsrechnung zuerst entwickelt und heifit daher
auch klassische Methode der Variationsrechnung. Die Gleichung V f(z) = 0 wird dabei
ersetzt durch die gewohnliche oder partielle Differentialgleichung

Z 8?5- [fgi (a:,u(x),Vu(x))] = fu(:v,u(x),Vu(x)), x €,
i=1 "

die als notwendige Bedingung von jeder Lésung u des Variationsproblems erfiillt werden
muB, die zu C5(2) gehort, und die Eulersche Differentialgleichung genannt wird. Zu die-
ser Differentialgleichung kommen in der Regel noch weitere Bedingungen hinzu, die die
Losung des Variationsproblems erfiillen mufl und die durch die Wahl des Raumes D der
zuldssigen Vergleichsfunktionen bestimmt ist. Haufig tritt als Bedingung zum Beispiel
auf, daf§ die Losung v am Rande 02 mit einer vorgegebenen Funktion iibereinstimmen
mufl:

Ulgg = Yo

Diese beiden Bedingungen zusammen bilden ein Randwertproblem fiir die Eulersche
Differentialgleichung, und jede Losung u € Cy(Q2) des Variationsproblems, also jedes
zweimal stetig differenzierbare Minimum des Variationsfunktionales mufl dieses Rand-
wertproblem erfiillen. Genau wie im Fall einer Funktion auf dem R”™ ist es aber nicht
sicher, ob eine Losung dieses Randwertproblems auch ein Minimum des Variationsfunk-
tionales ist. Analog zu den Kriterien fiir Funktionen im R”™, die garantieren, daf} ein
stationdrer Punkt auch ein Minimum der Funktion ist, und die man durch Untersu-
chung der hoheren Ableitungen von f erhilt, sind in der Variationsrechnung eine ganze
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Reihe verschiedener Kriterien entwickelt worden, die garantieren, dafl eine Losung des
Randwertproblems zur Eulerschen Differentialgleichung auch ein Minimum des Variati-
onsfunktionales ist. Solche Kriterien sind hauptséchlich fiir den Fall n = 1 aufgestellt
worden. Dazu gehoren die Theorie der Felder und die Kriterien von Jacobi, Weierstraf,
Zermelo, Legendre und andere.

Abgesehen davon, dafl diese Kriterien haufig schwer nachzupriifen sind, bestehen die
Probleme der klassischen Methode der Variationsrechnung darin, dafl man von einem
Minimum des Funktionals verlangt, dafl es zweimal stetig differenzierbar sein soll, und
dal man das Minimum dann als Losung eines Randwertproblems fiir eine Differenti-
algleichung zweiter Ordnung bestimmt. Minima von Variationsfunktionalen sind aber
haufig gar nicht zweimal stetig differenzierbar, und iiberdies ist die Losung eines Rand-
wertproblems fiir eine Differentialgleichung zweiter Ordnung oft eine schwierige Aufgabe.
Wie man heute weif}, fithrt man auf diese Weise in vielen Féllen ein leichter zu l6sendes
Problem auf ein schwieriger zu losendes ”zuriick”.

Beginnend mit Hilbert sind daher seit der Jahrhundertwende die direkten Methoden
der Variationsrechnung entwickelt worden, die dem oben besprochenen zweiten Zugang
zur Auffindung von Minima von Funktionen auf dem R"™ entsprechen. Man versucht, ein
Minimum des Variationsfunktionales dadurch zu bestimmen, dafl man aus einer Mini-
malfolge zum Variationsfunktional eine konvergente Teilfolge aussucht. Die Schwierigkeit
ist nun, dal man fiir den Fall von unendlichdimensionalen Funktionenrdumen kein so
einfaches Kompaktheitskriterium zur Verfiigung hat wie das von Bolzano-Weierstrafl
im endlichdimensionalen Fall. Aus diesem Grund arbeitet man mit Hilbert- und Ba-
nachrdumen, und daher speziell mit Sobolevraumen. Allgemein wendet man Methoden
der Funktionalanalysis an und ersetzt das Bolzano-Weierstraische Kompaktheitskrite-
rium durch verschiedene Kompaktheitskriterien aus dieser Theorie. Dazu gehort der
Kompaktheitssatz von Rellich fiir Sobolevraume oder die schwache Kompaktheit der
Einheitskugel des Dualraumes eines Banachraumes. Wie erwéhnt, hat die Funktional-
analysis ihren Ursprung in der Theorie der Hilbertrdume, die Hilbert gerade fiir den
Zweck entwickelt hat, spezielle Variationsfunktionale, und insbesondere das Dirichlet-
sche Integral, zu minimieren.

1.4 Inhalt der Vorlesung Mein Interesse in dieser Vorlesung gilt mehr den modernen
direkten Methoden als den klassischen. Die direkten Methoden spielen heute eine grofie
Rolle in der Mathematik. Ich habe schon angedeutet, dafl man heute zur Lésung von
Randwertproblemen zu elliptischen partiellen Differentialgleichungen den umgekehrten
Weg geht wie in der klassischen Methode der Variationsrechnung: Zu einer gegebenen
elliptischen partiellen Differentialgleichung sucht man ein Variationsfunktional, dessen
Eulergleichung gerade die gegebene elliptische Differentialgleichung ist. Dann 16st man
das Variationsproblem mit direkten Methoden. Das Minimum des Variationsfunktionals
16st dann gleichzeitig auch die gegebene elliptische Differentialgleichung. Mein Ziel mit
dieser Vorlesung ist daher auch auf die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen
vorzubereiten, die ich im néchsten Semester in einer Vorlesung behandeln méchte.

Ich habe schon erwihnt, dafl die Theorie der Sobolevrdume fiir die direkten Methoden
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der Variationsrechnung und fiir die moderne Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen eine zentrale Rolle spielt. Wie im Titel meiner Vorlesung angekiindigt, mochte ich
daher in den beiden anschliefenden Kapiteln eine recht ausfiihrliche Einfiihrung in die
Theorie der L,~ und Sobolevrdume geben. Daraufhin will ich die klassischen Metho-
den der Variationsrechnung behandeln, mich dabei aber kurz fassen. Behandeln méchte
ich dabei aber den Formalismus von Hamilton-Jacobi. Fiir die direkten Methoden der
Variationsrechnung braucht man Kompaktheitskriterien. Eine grofie Rolle spielt dabei
die Kompaktheit der Einheitskugel des Dualraumes eines Banachraumes beziiglich der
schwachen Topologie. Zur Vorbereitung auf die direkten Methoden werde ich daher im
sechsten Kapitel die schwache Topologie und im siebten konvexe Funktionale auf Hilber-
traumen behandeln. Die Ergebnisse dieser beiden Kapitel werde ich im achten Kapitel
bei der Behandlung der direkten Methoden der Variationsrechnung anwenden.
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2 Lebesgue- und Sobolevriaume

2.1 Der Banachraum L?, Vollstandigkeit

2.1.1 Skalarprodukt Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Abbildung
+) : V x V — K heifit Skalarprodukt, falls gilt:

(

(i) Firallez,y eV :(z,y) = (y,2)

(i) Firalle A e K, z,y € V: (Az,y) = A(z,y)
(iii) Fiir alle 21,29,y € V : (21 + 22,y) = (21,y) + (22, 9) .
(iv) (x,2) >0, (z,2) =0<=2=0.

Aus (i) und (ii) zusammen folgt

(,2y) = My, 2) = Ay, 2) = X (y,2) = Az, y)

und aus (i) und (iii) folgt

(.1 +y2) = (n+y22) = (y1,2) + (2, 2) = (y1,2) + (92, 2)
= (%yl)‘i‘(%yz),
also ist das Skalarprodukt linear im ersten und antilinear im zweiten Argument.

Lemma 2.1 Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V . Dann gilt fir alle
r,yeV

(i) |(z,y)| < (z,2)Y2(y,y)"? (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
(i) (x+y,z+y)Y? < (z,2)Y2+ (y,y)'/? (Dreiecksungleichung)
(iii) (x+y,c+y)+@—y,z—y) =2((=2)+ (y,9)
(Parallelogrammgleichung)

Beweis: (i) Sei (z,2) + (y,y) > 0. O.b.d.A. nehmen wir an, daf8 (y,y) > 0 ist. Setze

2z = —%— . Dann folgt

(y,y)1/2
0 < (z—(2,2)z, 2 — (2,2)2) = (x,7) — ((x,2)2,2)
— (2, (2,2)2) + ((z,2)z, (z,2)2)
= (1,2) — (2, 2)(@,2) — (@ 2) (@, 2) + (2, 2) (@, 2) (2, 2)

= (z,7) = 2|(x, 2)|* + | (=, Z)|2<(y7§)1/2 ’ (y’z)1/2>
= (:Cax) - ](x,z)|2,
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also
(2, 2)” < (2,2),

oder ]
m (ZL’,Z)| < (CC,:E),

somit |(z,y)|* < (z,x)(y,y) . Dies ist (i).

(ii) Aus (i) folgt

(z+y,z+y) = (v.2)+ (2,9 + (¥ 2) + (¥, y)
< (x,x) +2(z,2) 2 (5, 9)' 2 + (y,y)
_ [xx1/2 yy)l/ﬂ '
(iii) (+y,z+y)+@—y, z—-y)
= (v,7) + 2Re(z,y) + (y,9) + (z,2) — 2Re (z,y) + (v, )

=2((z,2) + (y.9)) -

2.1.2 Prihilbertraum Auf dem Vektorraum V sei ein Skalarprodukt (-, -):
V xV — K erklart. Dann wird durch

lz]| = (w,x)"/?
eine Norm auf V erklédrt. Denn aus 2.1 (ii), (iv) und 2.2 (ii) folgt
0) Azl =20, |zl =0+ 2=0
(i) Azl = [A[fl=]
(iil) [lz+yl=(@+y, 2+ < (@.2)2 + (,9)"? =zl + Iyl -

Mit dieser Norm wird V zum normierten Raum. Dieser normierte Raum zusammen mit
dem Skalarprodukt heifit Prahilbertraum.

2.1.3 Konvergenz, Cauchyfolgen, Vollstindigkeit, Sei V' ein normierter Raum,
{xn} C V eine Folge, g € V. Dann heifit die Folge {xn} konvergent gegen g,
wenn

lim |zn — 20l = 0.
n—

{xn} heifit Cauchyfolge, wenn zu jedem £ > 0 ein ny € N existiert mit
|xn — x| < e

fiir alle n,m > ng.

Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Ein Raum, in dem jede Cauchyfolge
konvergiert, heifit vollstidndig. Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banachraum.
Ein vollstandiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.
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2.1.4 Lebesgue-Riume Sei M C R” eine mefibare Menge, und sei p das Lebesgue-
Mafl auf R” Sei 1 < p < oo und sei £P(M, u,K) (kiirzer: £P(M)) die Menge aller
p—mefBibaren Funktionen f : M — K mit

[ vtpin= [ \@pdute) <.

LP(M, p, K) ist ein Vektorraum tiber K. Setze

11 = ([ 1)

Fiir p = oo sei L2(M, u, K) die Menge aller y—meBbaren Funktionen
f: M — K mit

[flloc =esssup|f[:= inf sup |f(z)| <oo.
M W(N)=0 zeM\N

Auch L>(M, u, K) ist ein Vektorraum iiber K. Da abzihlbare Vereinigungen von Null-
mengen wieder Nullmengen sind, gibt es dann eine p—Nullmenge N, so daf3

[fllec = sup |f(z)].

xeM\N

Beachte, da8 || - ||, keine Norm ist auf £P(M, u, K), weil ||f||, = 0 ist fiir alle f, die nur
auf einer y—~Nullmenge von Null verschieden sind. Aus || f||, = 0 folgt also nicht f = 0.
Andererseits gilt fiir 1 < p < oo und fiir alle n € N

1/p

171> [ e M |17 = )]
Aus || f|l, = 0 folgt also
p({r e M| 1f@)> ) =0

fiir alle n € N, somit

o0

p({re M| 1@ >0}) = w(U{reM|lf@] = 1})
= (U e w15l = 1)

= Tiilrlmu<{x€M | 1f(x)] > %}) = lim 0=
Also folgt fiir 1 < p < o0

I fllp,=0<=f=0 1 — fast iiberall.
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Diese Relation gilt auch fiir p = co. Dann wenn || f||oc = 0 ist, gibt es eine Nullmenge
N mit
0=flle= sup |f(z)|.

zeEM\N

Mit dieser Relation kénnen wir nun einen normierten Raum folgendermafen definieren:
Fiir 1 < p < oo sei LP(M, 1, K) (kiirzer: LP(M) ) die Menge aller Aquivalenzklassen in
LP(M, pu, K) zur Aquivalenzrelation

g f=g 1 — fast tiberall.

Auf LP(M) werden die Vektorraumoperationen folgendermafien erklért: Seien [f], [g] €
LP(M) Aquivalenzklassen zu den Reprasentanten f und g. Setze

fl+1gl = [f+4]
Alf] = [Mf], AeK.

Hiermit wird LP(M, p, K) zum Vektorraum iiber K. Auflerdem setze

1= 150 = ([ 1)

| -1l : LP(M) — [0, 00] ist eine sinnvoll definierte Funktion, weil || f|, = ||lg|l, gilt fiir
alle 1, € £2(M) mit [f] = [g].
Auflerdem gilt nun

I[flll, =0 < |fll,=0 <= f=0  pu— fast iiberall.
— [~0 <+ [f]=]0].
Da8 || - ||, : LP(M) — [0,00] auch die anderen Eigenschaften einer Norm hat, werden
wir unten zeigen. Fiir L>°(M, u, K) ist dies jedoch offensichtlich. Also ist L (M, u, K)
ein normierter Raum.

Zur Vereinfachung der Schreibweise 1t man iiberlicherweise die Klammern in [f] weg
und benutzt fiir die Aquivalenzklasse und ihren Repréasentanten dasselbe Zeichen.

Lemma 2.2 (Vollstindigkeit von L>) L>(M,u,K) ist wvollstindig, also ist
L>*(M, p, K) ein Banachraum.

Beweis: Sei {fk}zozl eine Cauchy-Folge in L*°(M, u, K). Dann gibt es zu jedem n € N
ein ko(n) mit

1
fe — filln < o | frlloo < C < 00
fir alle k,1 > ko, also gibt es fiir alle k,[ > kg eine Nullmenge N (I, k) mit

prﬁ@—ﬁwhwn—m@_l, sup ()| < C

zeM\N(I,k n zeM\N(l,k)
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also

(%) sup |[fi(z) — fi(z)] <

zeM\N

sup |fp(z)| < C

xeM\N

S|=

fur alle n € N und alle k,1 > ko(n), mit

N(n) = (J{NWE) |1,k > ko(n)}
N = [JN®).

N ist eine Nullmenge als abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen. Also ist insbesondere
{ fk(x)}zc;l eine Cauchyfolge in K fiir alle x € M\N . Da K vollsténdig ist, hat diese
Folge einen Grenzwert f(z), und es gilt fiir alle z € M\N

@) = 1£@) = felw) + file)]
=l () — fil@) + filo)

< lim ]f(x)—fk(:v)|+klim |fi(z)] < klim C =0C,

T k—oo
N

v~

=0
wegen (x). Definiert man F' auf N durch
flz)=0, zeN,

dann ist also f beschrankt und mefbar, also f € L>(m, u, K). Weiter folgt aus (x) fur
alle z € M\N

F@) = fu@] = Jim [f@) = file) + ) - filw)
< Jim |f(@) = filo)|+ fim |fi(e) — filo)

< Jim @)~ i)l < Jim & = 1,

fiir alle k& > kg, also

If = fillo < sup 1£(@) ~ fule)l <

zeM\N
k > ko . Hieraus folgt limy .o, fr = f in L>®(M, u,K) , also ist dieser Raum vollsténdig.

Lemma 2.3 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € [1,00] mit . + . = 1. Ist dann
felP(M) undge LY(M), dann ist fg € L*(M) und

1 Fglle < W f1lp llgllq -
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Beweis: fg ist mefibar als Produkt meflbarer Funktionen. Fiir p = 1 ist ¢ = 00, also

(f9)(@)] = |f(@)g(x)| < [lglloc] f ()]

fir fast alle € M, also ist |fg| fast iiberall durch eine integrierbare Funktion be-
schriinkt, also ist fg € L*(M) . Weiter folgt

| 1f@a@ldnte) < [ Lol |F@lduta) = Lol 1711,

und dies ist die Holdersche Ungleichung.
Die Behauptung ist auch klar fiir || f||, = 0 oder ||g||, = 0, weil dann f(z) g(z) = 0
fast iiberall. Sei also 1 < p < oo und ||f||, > 0 und ||g|[; > 0. Fiir a,b > 0 gilt

1 1
ab < —a? + =b?  (Youngsche Ungleichung).
p q

Fiir ab = 0 ist diese Ungleichung trivial. Zum Beweis fiir ¢ > 0 und b > 0 bilde man den
Logarithmus

logab = loga+logh = Z—jloch—glogb
p
1 1 1
= —loga®? + logbq < log( a? + — bq>
p

Die letzte Ungleichung gilt wegen der Konkavitét des Logarithmus. Denn wegen %—i—% =1
ist % log a? + % log b? der in der Skizze eingezeichnete Wert auf der Sehne

log( aP + b“)

1% log aP + % log b4

log

gg I Es folgt

[f(@)g(x)] _ |flx )|”+ g ()|
I lolls = #1712 allglly

Die rechte Seite ist integrierbar, also auch die linke, und es folgt

Jlfgldu —_ 1 J1flPdp 1 [ lgl"dp
Ifllpllglle = 2 [IfIE g lgllg

1 P 1 1
B 1 I S S

pllflle  allglle » q

Nun setze man a =
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Lemma 2.4 (Minkowski-Ungleichung) Sei 1 < p < oo. Sind f,g € LP(M), dann
auch f+g € LP(M) und
1f +glly < 1fllp + llgll,-

Beweis: Fiir p =1 und p = oo ist diese Ungleichung trivial. Sei nun 1 < p < co. Dann
folgt

@)+ 9@l = 1f@)+ 9@l |f(z) + glx)l!
< V@IS + 9@l + gl (@) + 9@l

fast iiberall. Nach Voraussetzung sind f,g € LP(M), und |f + g[P~' € L9(M) mit
% + % =1, wegen

(*)

(If+ gl ) = |f +gl"P™D = |f + gP <227 f|P + 27 g|?,

also sind nach der Holderschen Ungleichung

UL+ gl dgl 1f + g7~ € LI (M),
und damit wegen (%) auch |f + g|P. Dies bedeutet, daf

|f + gl € LP(M).

Weiter folgt aus (%) und aus der Holderschen Ungleichung

Jursaban < 1S 115 + oo+ ol 117 + o7l
q 1/q
= (Ul ) ([ (17 + 917" d)

= (sl + holl) ([ 15+ ol )"

Wenn [ |f + gP du = 0 ist, ist die Behauptung klar. Im anderen Fall ergibt sie sich aus
der letzten Ungleichung durch Kiirzen.

Aus der Minkowskischen Ungleichung folgt nun, da8 || - ||, : L*(M, p, K) — [0, 00) eine
Norm ist fiir 1 < p < oo, und dafl also LP(M, u, K) und auch [? normierte Rdume sind.
Aus der Holderschen Ungleichung und aus f, g € L*(M, u, K) folgt (fg) € LY(M, u, K) .
Fiir f,g € L*(M, u,K) existiert also das Integral

(f.9) = | #(a) 5] duta).
M
und stellt, wie man sofort nachpriift, ein Skalarprodukt dar mit

I fll2 = (f, f)'*.

Also ist L?(M, i, K) ein Préhilbertraum. Im néichsten Satz wird gezeigt, dafi LP(M, u, K)
vollsténdig ist fiir alle p mit 1 < p < oo . Der Raum LP(M) ist also sogar ein Banachraum
und L?(M) ist ein Hilbertraum.
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Satz 2.5 (von ) LP(M, u, K) ist vollstandig fir 1 < p < oo.

Beweis: Sei { fk}zozl eine Cauchy-Folge in LP(M). Es geniigt zu zeigen, dafl die Folge
eine konvergente Teilfolge hat, weil der Grenzwert dann Haufungspunkt der Folge ist,
und eine Cauchy-Folge gegen ihren Haufungspunkt konvergiert. Wéahle eine Teilfolge

{ fk}zl aus mit
Z ||sz‘+1 - sz
i=1
Um diese Teilfolge zu konstruieren, wéhle k; , so daf

I fe = fill, <27

gilt fir k,0 > k;, und setze k; = max(k:i_l—l—l,l;;i). Im folgenden bezeichnen wir die
Teilfolge {sz}j; wieder mit {fk}:; . Setze

p < O0.

l

g = Z |fk+1 - fk"

k=1

Wir zeigen nun, dafl diese Folge punktweise p—fast iiberall konvergiert. Fiir diejenigen
x, fir die g;(x) konvergiert, ist dann { fk(a:)}:;l eine Cauchy-Folge und besitzt also
einen Grenzwert f(z). Wir werden dann zeigen, daf§ f € LP(M) ist, und dafl { fk};ozl
auch in der Norm || - ||, gegen f konvergiert. Nach dem Lemma von Fatou und der
Minkowskischen Ungleichung gilt wegen ¢ (z) > 0

/liminfgf(x)du(x) < liminf/ g7 (z) du(z)
M oo M

l—o0

. . . . p
= timin |l = (timinf o))

IN

l
. . p
(timint > s = filly)

(= Al < .
k=1

Aus dem Lemma von Fatou folgt dann, daf3
llim g7 (z) = lilm inf ¢ ()
u — fast iiberall. Also existiert auch

lim fi(z) = f(z)

k—o00
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w — fast iiberall. Da | f(x)— fi(x)|P > 0 ist, kann das Lemma von Fatou erneut angewendet
werden, und es folgt

/ @) — )P du(z) = /M Tim [fy() — fie) P dpu(a)
= / 11m1nf|fk( ) — filz)[P dp(x)
< hmlnf/ | fr(x x)|P dp(x)

= (tminf || £ = £ill,)"

k—1
<li}£r_1)g)1fz | fiv1 — fin)p
i=l

IN

= (X lfir = £lly)" =0 fir i — oo,
1=l

Hieraus folgt f — f; € LP(M), und damit nach der Minkowskischen Ungleichung auch
f € LP(M) . AuBerdem folgt hieraus, daB { fk}iozl in LP(M) gegen f konvergiert. Damit
ist der Satz bewiesen.

2.2 Der Sobolevraum P,
2.2.1 Schwache Ableitung Sei 2 C R" eine offene Menge; sei 1 < p < oo, und sei

Coel(Q) = {p € CX(R™) | suppp C 2, supp  kompakt} .

Seien u,v € LP(§2). v heifit schwache Ableitung von u nach z; , wenn

/Qv(a:) o(x)dx = —/Qu(x) aii o(x) dx

gilt fiir alle ¢ € 500(9) :

Lemma 2.6 Seien vy, vy schwache Ableitungen nach x; von w. Dann gilt vi = vy .

Beweis: Fiir alle ¢ € (%’OO(Q) gilt

[ o et de == [ @) 5 olwde = [ o) pta) de.

also

/(v1 — vg)pdx = 0.
Q
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Die Behauptung folgt aus dieser Formel und aus dem spéter folgenden Lemma 2.15, falls
vy — vy € LY°(Q) gilt. Also bleibt dies zu beweisen.

Hierzu sei £2; C ) eine kompakte Menge. Dann folgt aus der Holderschen Ungleichung
fir v; —vy € LP(Q2), 1 <p < o0,

/|vl—vg|dx§[/ 1qu]5[ |vl—v2|pdx];<oo,
Q 971 Q1

und somit ist v; — vy € LM°¢(Q) . Dies beweist das Lemma.

Nach Definition ist fir u € C1(£2) die gewohnliche Ableitung auch schwache Ableitung,
also stimmen starke und schwache Ableitungen iiberein. Schwache Ableitungen sind also
Verallgemeinerungen von gewohnlichen (starken) Ableitungen und werden daher auch
mit 8%1- u , Qju oder mit u’ bezeichnet. Entsprechend werden hohere schwache Ableitungen
definiert. Hierzu sei @ = (a, ..., a,,) € N ein Multiindex. Man setzt |o| = > | o; und

olal
0Ygy...0%x,

D% p(z) p(z).

Seien u,v € LP(2). v heiBe a—te schwache Ableitung von u, wenn fiir alle ¢ € 8’00(9)
gilt
/v(m)gp(a:)dx = (—1)l / u(z)D%p(x)dzx .
Q

Q

2.2.2 Sobolevraume H? (2) Fiir 1 <p < oo und m € Ny sei

H? (Q) ={f € LP(2) | f hat schwache Ableitungen D*f € L?(Q) }

bis zur Ordnung |a| < m

HP (Q) ist ein Vektorraum. Eine Norm auf H? () ist

1 lpme =Y 1D fllpe-
la|<m
Fiir p = 2 ist ein Skalarprodukt auf H,,(Q) = HZ(Q) definiert durch
(f7 g)m,ﬂ = Z (Dafa Dag)ﬂ 5

laj<m

Die zugehérige Norm ist

fleme= | D IDfl3q.

la<m

die dquivalent ist zur oben definierten Norm || f||2,m o, und die wir deshalb der Einfach-
heit halber mit demselben Symbol bezeichnen.
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Satz 2.7 (Vollstindigkeit der Sobolevridume) Die Riume HP (S2) sind vollstindig,
also ist jeder der Riume HP () ein Banachraum, und H2 () ist ein Hilbertraum.

Beweis: Sei {f,}lo; C HP (Q) eine Cauchy-Folge. Zu jedem £ > 0 gibt es dann ein [y
mit
1 = fellpma <€

fir alle I, k > Iy . Hieraus folgt fiir jeden Multiindex o mit || < m

| D% fi — D fillpo < Ifi = frllpma < €,

also ist {Dafl}il eine Cauchy-Folge in LP(2). LP(1) ist vollstindig. Sei f(®) € LP(Q)
der Grenzwert von {Do‘fl}la:l . Dann folgt fiir jedes ¢ € Coo( )

|r@ewda = [ [ —gggLWﬁ<>} plo)da
= i [ DG
= Jim(- '/f D7

= (=1 / (17— Jim fi(o >} “p(z) da

_ a|/f \Dop

Also ist f die a—te Ableitung von f, f* = D®f | somit ist f € HP (). Schlielich gilt

f S = filbma = D fm 107 = D*fillma =0

laj<m
d.h. {fl}il konvergiert in HP () gegen f. Also ist HE () vollstéandig.
Wir setzen fiir alle 1 < p < oo und m € Ny U {oco}
CP(Q)={f:Q—K| fist mfach stetig differenzierbar
mit D*f € LP(Q) fiir alle

Multiindizes o mit || < m.

Satz 2.8 (Dichtheit von C% (2) im Sobolevraum) Seil < p < oo. Dann gilt
CE@"" = HA(Q).

Das heift, daf jedes f € HE,(Q) durch eine Folge { fi},", C C%.(Q) beziglich der Norm
| - llpm.a approximiert werden kann.
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Ich werde diesen Satz spéter beweisen. Dieser Satz gilt nicht fiir p = oo. Denn
Cr@' " = (),

also

oz@ " =@

Fir Q = (—1,1) ist
f(@) = |z
in H° () enthalten mit
-1,z <0
fw) = { +1,2>0
aber natiirlich ist
fEerQ),

also o

Die Elemente von HP () sind als Elemente von L?(Q) Aquivalenzklassen von mefba-
ren Funktionen. Etwas unprézise sagt man, f € HP () sei stetig oder differenzierbar,
falls die Aquivalenzklasse von f eine stetige oder differenzierbare Funktion enthilt. Die
Aquivalenzklasse von f enthilt hochstens eine stetige oder differenzierbare Funktion.
Alle anderen Funktionen aus dieser Aquivalenzklasse unterscheiden sich dann von der
stetigen Funktion nur auf einer Menge vom Mafl Null. Zwar ist H? (2) eine Teilmenge
von LP(€2), aber natiirlich braucht nicht jedes Element f von H? (Q) stetig oder gar
differenzierbar zu sein. Man kann aber beweisen, dafl f stetig oder differenzierbar ist,
falls m geniigend grof} ist (Sobolevscher Einbettungssatz).

Bei der Losung von Randwertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen méochte
man haben, daf} die Losung, die man haufig in Sobolevraumen sucht, gewisse Werte auf
dem Rand annimmt. Wenn der Rand einer offenen Menge (2 glatt ist, ist er eine Null-
menge, und somit ist nicht klar, was die Randwerte einer “Funktion” (Aquivalenzklasse)
u € HP () sein sollen. Man kann aber unter gewissen Voraussetzungen an 0f) solche
Randwerte definieren. Das folgende ist eine besonders elegante Definition von Funktionen
in Sobolevraumen, die “im verallgemeinerten Sinn” auf dem Rand 0f) verschwinden.

Definition 2.9 (Sobolevriume béi P (Q)) Fiir 1 <p < oo und m € Ny sei

Hip ()

HL(Q) = Cal)

= {f e H(Q)| Es gibt eine Folge {¢/}2, C Co'oo(Q) }

mit || f — S01||p,m,Q — 0 firl — o0o.

IO{ P () ist ein abgeschlossener Unterraum des Banachraumes H? () , also selbst ein Ba-

nachraum. Fiir p = 2 insbesondere ist ]fI?n(Q) —H m(§2) ein abgeschlossener Unterraum
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des Hilbertraumes H,,(2), also selbst ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(t,V)mo = Y (D%, D*0)q.

|laj<m

2.3 Approximation von Sobolevfunktionen durch glatte Funktionen

Satz 2.10 (Faltung) Sei 1 < p < oo, € L'R"), f : R*" x R" — K mit x —
fly,x) € LP(R™) fiir alle y € R™ und supyequpp, | (- = h)|lp, < 00. Dann existiert fiir
fast alle x € R™ das Integral

Fla) = [ ola =) fady = [ o) floo - )y,

und es gilt
IEl, < llelln sup [1f(,- =Ry
hesupp ¢
Beweis: Sei p = oo . Dann folgt
ess sup [F(z)| = esssup| | o(y) f(z,z —y)dy|
reR™ reR™ Rn

< ess sup / o] |f (2, — )|dy
supp

r€R™

< / o) sup esssup |f(x,x — h)ldy
supp he€suppy xz€ER™

= el sup [IFCy- =)o -

hesupp ¢
Hieraus folgt die Behauptung.

Sei p < oo, und sei 1 < ¢ < oo mit % + % = 1. Dann folgt aus der Holderschen
Ungleichung

. |F(z)Pdz = /n

< [

p

dz

| ele =) sy

p

(p(x = )7 p(e —y)|7 | f(z,9)|dy| dz

R

— % _ p
< [ L et =via]" | [ 1o - wlls@npa] a
= el —y)Pdzd
el [ [ el 1= P dy
< el [ 1ol | swp [ 15Ges = givas] ay
R™ yEsupp ¢ JR~

241 y
= llellf  sup [IfC-=w)lb-
YyEsupp ¢
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Also, wegen - +

=
Q=

[Ep < llells sup [If(;-=»)lp-

yESupp ¢

Wenn f(y, z) nicht von y abhéngt, schreibt man auch

Fa)= [ oo =9) Sy = (0% 1)(a).

Der Operator * heifit Faltung von ¢ und f. In diesem Fall nimmt die bewiesene Unglei-
chung die Form an

e+ Fllp < lolla (171 -
Die Faltung ist also eine lineare und stetige Abbildung auf LP(R™) mit Norm < ||¢]|; .

Lemma 2.11 Sei f € LP(R™) und ¢ € CO’OO(R"). Dann ist F = ¢ x f € C2(R™), und
die partiellen Ableitungen erhdlt man durch Ableiten unter dem Integral.

Beweis: Ubung.

Im folgenden sei 2 C R™ eine offene Menge und

CO’(Q) ={feC@R" ‘ supp f C Q, supp f kompakt} .
Lemma 2.12 Seil <p < oo und f € LP(R"). Dann gilt

lim || (- B) ~ fll, =0

Beweis. Aus der Lebesgueschen Integrationstheorie folgt, dafl (OJ(JR”) dicht ist in LP(R")

fir 1 <p < oco. Also existiert zu f € LP(R") eine Folge { fx}72; C CO'(R”) mit || f— fill, —
0 fiir k — oco. Dann gilt

LFC= 1) = Flly < IFC = ) = Ful = W)l + 1 = ) = Selly + e — 7l
1/p
<20f = fill, + [ / fele = h) - fk<:c>|pdx]
supp frUsupp fr(-—h)

1/p
da:] )

Da f; stetig ist auf R™ und auflerhalb einer kompakten Menge verschwindet, ist f
gleichméfig stetig auf R™. Also gilt sup,cgn |fu(x —h) — fr(z)] = 0ftir h - 0. Zue >0
wihle man k grof genug, so daf ||f — fill, < £/2. Fiir dieses k wihle man hg so klein,
daB

<20f = fullo + sup Lfil — 1) — fu(a) [/
TER™ supp frUsupp fr(-—h)

sup [ Ao — )~ o) < =/@[2 [ aa)
TeR™ supp fx
gilt fiir alle A mit |h| < hg. Es folgt
[f(-=h) = fll, <€

fir alle |h| < hg.
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2.3.1 Dirac-Familie Eine Familie {¢.},.., € L'(R") mit

0 >0, / Ye(x)dr =1, / e(x)dx — 0 fiir alle § > 0
" R™\B;(0)

heif3t Dirac-Familie.

Als Beispiel fiir eine solche Familie nehme man ¢ € LY(R") mit ¢ > 0 und mit
Jgn ©(@)dz =1 und setze

pe(x) = "p <§> :

3

Satz 2.13 Sei 1 < p < oo, und sei {p.}.., eine Dirac-Familie. Dann gilt fir alle
f e LP(R)
ln i+ f = fll, = 0.

Beweis: Wegen [, ¢.(z)dz = 1 folgt

(. )~ 10) = [ oo =) [0) — S@) dy.

Fiir § > 0 sei

x) , |r] <o . x| <6
%6(33):{90() |z < 7%5(@:{0 |z| <

0 ) () fx| =0

Dann folgt

oo s s =l =1l [ et =) )~ 1)y

L Ves(x —y) [f(y) — f(@)] dyll,

< leeslls sup || f(- —h) — f”p + [eslly sup ||f(- —h) — f”p .
|h| <8 heR™
\,—/ N /

Y (.

<1 _ 0, nacthemma 4.3 i — 0 <2[Ifllp
fiir § — 0 ir £ — 0

Satz 2.14 (Dichtheit von C'.o(Q) in LP(Q)) Sei @ C R" offen. Dann ist Coo()
dicht in LP(R™) fir 1 <p < oo.

Beweis: Sei ¢ € CO*OO(]R") mit ¢ >0, ¥ #0, ¢¥(z) =0 fur || > 1.

(Beispiel:

b(a) = exP(‘l—lwxP) -l <
0 , Jzl>1. )
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Setze

p(z) =

).

1 T
€

o V@) el = =

Sei f € LP(R") und 8 > 0. Finde f. € C'oo(Q) mit ||f — f-|l, < 6. Setzt man f. = . f,
dann ist f. € Cx(Q) mit ||f — fo||, — 0 fiir ¢ — 0, hat aber im allgemeinen keinen
kompakten Trager in €. Daher setze fiir 6 > 0

Qs = {x € Q| dist(z,00) > 9, |z| < %}

und

o f(‘r) , T € Q&
fs(z) = { 0 reRrMQ;.
Es folgt
If = filt = [ 17@) = fia)de — 0

fir 9 — 0, wegen |f(x) — fs(z)[? — 0 fir § — 0 und alle z € Q, und wegen |f(z) —
fs(x)|P < |f(z)[P (Satz von Lebesgue). Fiir hinreichend kleines ¢ ist also || f — f5]|, < 6/2.
Nun setze

Je=wx fs.
Es existiert g > 0 mit

| fs — fellp < 6/2
fiir alle e < e¢. AuBerdem gilt fiir € < §/2 und = € Q\Qy/2

|fe(z)] = | s v (y) f5(x — y)dyl|

< /| el 1fe )y =0

wegen

)
dist(z —y, 0Q) < e + dist(x, 0N2) <etg < J,
fur |y| <e, also fs(z —y) =0. Also ist f. € (i‘oo(Q) mit

If = fellp < 0.

Lemma 2.15 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei Q@ C R" offen
und g € L1M¢(Q) mit

/Q 9(x) p(x)dz = 0

fiir alle p € CO’OO(Q) . Dann folgt g(x) = 0 fast tberall in 2.
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Beweis: Sei £ C Q meBbar und beschriinkt, und sei £ C €, also dist(E, R"\Q) > 0.
Sei {@: }eso wie im vorangehenden Beweis und setze

o.2) = [ oo =)y = v
Dann folgt ¢. — xg in LP(R™) nach Satz 4.5. Aulerdem gilt
(%) |6 (2)] S/E%(:E—y)dyS/n pe(z—y)dy =1.
Weil [, [¢(2) — xg(x)|de — 0 gilt fiir e — 0, also |p-(z) —xg(z)| in der L'-Norm gegen
Null konvergiert, gibt es nach einem Resultat aus der Lebesgueschen Integrationstheorie

eine Folge ¢., mit ¢, (x) — xp(x) — 0 fast tiberall in R™. Zusammen mit (x) folgt aus
dem Satz von Lebesgue somit

/(9% —gxg)dz — 0,
Q

also, wegen ¢., € CO*OO(Q) fiir k geniigend gro8B,

Nun sei €25 wie im vorangehenden Beweis und setze

E.={x€Qs| +g(x) >0}
(bei reellwertigem ¢ ; sonst betrachte Re g und Im g getrennt). Es folgt

/ ]g]d:v:/ gdx—/ gdr =0.
QgﬂB% By

(0) -
Da Q = | _J Qs folgt g =0 £ii. auf Q.

6>0

2.3.2 Approximation von Funktionen in Sobolevriaumen Sei 1 < p < oo, sei

2 C R offen und zu ¢ € CO’OO(BI(O)) sei

eine Dirac-Familie. Fiir u € H? () setze

U () = ek u = /Qsoa(x —y)u(y)dy .
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Dann gilt u. € C(R™) und [ju — uc||p0 — 0 fir ¢ — 0. AuBerdem gilt fiir o € N} mit
lal <m

/ D2 u(a — ) uly)dy = (—1)" / (D% — y)] uly)dy -

Da supp ¢. C B.(0) gilt, ist

Y (= y) € Cou()

fur alle z € Qs = {z € Q | dist(z,00Q) > §} mit 6 > €. Also gilt nach Definition der
schwachen Ableitungen von u

Du.(x) = (=1) /Q [Dy - (x = y)] uly)dy

= /Qgpg(x —y) D%u(y) dy = (D%u)(x),

also

(D]}, = [(D*u)]]|, -

Nach Satz 4.5 gilt | D%u — (D“u)||p.0 — 0 fiir € — 0, also resultiert fiir 0 <e <4

lu = vellpmos = D 1D = D%ul|p0,
|| <m
= > ID*u— (D*u)c]lpa, — 0
la|<m

fir ¢ — 0. Also kann v € HP (Q) in jeder offenen Menge D C  mit dist(D,09) > 0
durch C—Funktionen in der H? -Norm approximiert werden. Als Folgerung erhalten
wir hieraus:

Folgerung 2.16 Sei 2 C R" eine offene und beschrinkte Menge, 1 < p < 0o, u €
HP (Q) . Falls u(x) = 0 ist fir alle x € Q mit dist(x,02) < &, dann existiert eine Folge

{ue}izs © Coo(§2) mit
|l — ukllpma — 0, k—o00.

Beweis: f kann durch Null zu einer Funktion in H? (R") fortgesetzt werden, also gilt

Do‘ug|Q = [(Do‘u)g]‘Q ,

und ||u — ue||pmao — 0 fire — 0.
Es gilt dist(suppu, R"\Q) =6 > 0, also verschwindet

wiw) = [ oo =)y
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fir alle  mit dist(z, suppu) > g falls € < g ist, also ist supp u. beschrankt, und damit
kompakt, und in 2 enthalten. Hieraus folgt die Behauptung.

Die Approximation von beliebigem u € HE (2) auf €2 ist schwieriger und erfordert einige
Vorbereitungen, denen wir uns jetzt zuwenden.

2.3.3 ”Uberdeckungen Sei © C R™. Eine Familie {U;}$°, von Teilmengen U; von R™
heifit Uberdeckung von €2, wenn
QgUm.

Wenn jedes U; offen ist heiit {U;}22, offene Uberdeckung von Q. Gibt es zu jedem 2 € Q
eine Umgebung V von z in R™ mit U; N’V # ( fiir héchstens endlich viele i € N, dann
heift {U;}2°, lokalendliche Uberdeckung von Q.

Sei @ C R” offen. Wir bendtigen im folgenden eine offene, lokalendliche Uberdeckung
{U;}22, von Q mit U; beschrinkt und mit U; C € fiir jedes i € N

Eine solche Uberdeckung kann man folgendermaBen konstruieren:

Sei Oy =0 und fiir: € N

1
O ={xeQ||z| <i, dist(z,00Q) > ;}

Dann ist €2; offen und beschrankt,

0 C Qi €SOy €O, UQz’ZQ.

i=1
Setze U; = Q;11\Q;_1 . Dann ist U; offen und beschrinkt,
U; CQi1 CQ,

Q2 Ju =U 241\ Q1) 2 U Qi1 \ Q) U Qp = UQ =9.
i=1 i=
SchlieBlich ist {U;}2, lokalendhch, weil fur m > i+ 2 gilt

UnNU;i = Qg1 \Q—1) N (i1 \2i—1)
- (Qerl\mel) N1 = 0.

2.3.4 Zerlegung der Eins Sei  C R” offen und {U;}$°; eine lokalendliche, offene

Uberdeckung von Q. Eine Folge {n;}%°, C COO(R") heift eine der Uberdeckung {U;}22,
untergeordnete Zerlegung der Eins, wenn gilt

mECOO , mi >0, Zm =1 firallex e Q.

Beachte, dafl zu jedem z € R™ in dieser Summe hochstens endlich viele Summanden von
Null verschieden sind.
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Lemma 2.17 Sei © C R" offen und {U;}32, eine offene, lokalendliche Qberdeckung
von ). Ist jedes der U; beschrdinkt mit U; C ), dann existiert eine dieser Uberdeckung
untergeordnete Zerlequng der Eins {n;}2, .

Beweis: Durch Induktion kénnen wir eine Folge offener Mengen {V;}°, mit V; C Uj;

und mit U V; = Q finden. (Also ist auch {V;}°, eine offene, lokalendliche Uberdeckung
i=1
von  aus beschrinkten Mengen.)
Dann seien Vi, ..., V,, so gewahlt, dafl

Q=(JvwuclJ w
i=1 i=m+1
gilt. Fiir die abgeschlossene und beschriankte, also kompakte Menge 0U,,, .1 gilt dann

aUm+1 N Um+1 = @ und

m o0

OUpy1 CUp1 CQ= (U‘/Z)U( U Ui)
i=1 i=m+1
also sogar
Wn C (WU U)=M
=1 =m-+2
d.h.

dist(Q\M , OU, 1) > dist(R"\M , OU,p41) =9 > 0.
Setze Vipy1 = {& € Uppyy | dist(z, 0Upnp1) > £} . Dann folgt

m+1

a=(JwulU .

i=m+2

Fiir die so konstruierte Folge {V;}32, gilt nun

o v
=1

Denn fiir z € Q2 gibt es hochstens endlich viele ¢y,...,9 mit x € U;,, l =1,..., k. Also
folgt
00 i 00
T ¢ U U;, somit :z:EUVjQUV},
j=ip+1 j=1 j=1

d.h.

oy
j=1



Wegen V; C U ist dist(V;, OU;) = §; > 0. Deswegen kann man eine offene Zwischen-
menge F; wihlen (etwa F; = U Bs, /o() ) mit

z€eV;

<

i CECECU,

also
dist(@Ei, VU (Rn\Uz)) =g >0.

Fiir eine Dirac-Folge {¢:}eso 2u ¢ € 500(31(0) ) setze dann

(@) = (e, % x8) (&) = / ool — y)dy

E;

Wegen ¢, € Coc (B, (0)), / ©e,(2)dz =1 ist dann 7; € (CSOO(U,-) mit
|z|<e;

also . .
Yom=) x> xa,
i=1 i=1

wobei jeweils hochstens endlich viele Summanden von Null verschieden sind. Setze nun
fiir x € Q = (0)
ni\x °
m(:c) = = ¢cC (UZ) .
Zj:l nj(x)
Damit ist Lemma 2.17 bewiesen.
Lemma 2.18 () Sei f € H? (), 1 <p<oo undn € 5’00(9) Dann ist nf € HP (),
und die schwachen Ableitungen erhdlt man aus der Leibnizschen Regel:

D(nf) =) (g) Dy D Pf

B<a

wobel B < a < G; < a; und (g) = (2) ((;:) .

Beweis: (Durch Induktion) Fiir ¢ € (OJ'OO(Q) gilt

0 0 0
[t gede = [ fo-mae— [ fGneds

5, 9
= —/Q[(a%f)n+fa—mn]<pd$-
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Also hat nf die schwache partielle Ableitung

0 0

Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich die Aussage durch Anwendung dieser Schliisse
auf (% f)n und f 8%2_ 1, und entsprechend geht man bei den héheren Ableitungen vor.

%

ne LP().

Beweis von Satz 2.8: Sei 1 < p < 0o, 2 C R"” sei eine offene Menge, f € HP () und
sei ¢ > 0. Zum Beweis des Satzes muf} eine Funktion g € C?_ (Q) konstruiert werden mit

||f - g”p7m7Q <e.

Sei {U;}72; eine offene, lokalendliche Uberdeckung von €, und sei {n;}>°, eine dieser
Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins auf 2. Nach 2.3.3 und Lemma 2.17
gibt es solche Uberdeckungen und eine Zerlegung der Eins.

Da n; € Coo(U;) ist, ist nach Lemma 2.18 n; f € HP (U;) mit supp (n;f) € suppn; CC
U; . Nach Folgerung 2.16 gibt es eine Funktion f; € 8‘00([]@-) mit

5
nif = fillpma < 9

Setze g(x) = Y .2, fi(x), wobei fiir jedes x € Q nur eine endliche Anzahl der Summanden
von Null verschieden ist. Also gilt g € C.o(R2), und

oo o
1f = 9llpma = 1D S =D fillpmo
i=1 i=1

= 1D nf = f)lpmo
i=1

00
< D Amif = fillpme
i=1
00
8 N
< E =£.

i=1
Als zunéchst letztes Ergebnis aus der Sobolevraumtheorie zeige ich:

Satz 2.19 (Poincarésche Ungleichung) Seil < p < oo und sei Q@ C R™ eine offene,
beschrinkte Menge. Sei

d=dimQ = sup |z —y|.
z,yef)

Dann gilt fir alle Funktionen u € ﬁ]{'(ﬂ)
lullp.o < p~"Pdful10
mit

lulpe =D D%l

lal=1
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Beweis: Sei ¢ € CO’OO(Q), sei v = (21,...,2,) € Q, sei
y = (y1,%2,...,x,) € 0. Dann folgt

T
gO(LU) = / 8_1:190(57 L2, - ,.I’n)d£ )

also, wegen der Holderschen Ungleichung

T1 a
@)l < </ o pl€ 2, )| dE)”
Y1

IA

e [0
_ q pd
21—y / | o [P d

Y1

IA

|$1—y1|5/ Z|Da¢(§7x27"'7xn)|pd€'

"% lal=1

Integration beziiglich z; ergibt

y1+d 1 " 0o
/ (@) P dey < ——d / S D (€ o a)|P e

142
Y1 q T al=1

Nach Integration beziiglich der anderen Variablen ergibt sich

/Q|90(fv)|pd:r < ]%d”/Q > |Dp(x) [P da

jal=1

und somit
ellpe <p P d @10 -

Also ist die behauptete Ungleichung richtig fiir ¢ € (O}'OO(Q) . Nun sei u € ;[71) (©). Wéhle
eine Folge {py}p2, C ]f_lll’(Q) mit

Jim flu = @pllpro=0.
Dann folgt
lullpo < lim (Jlu—willpo + [#ellp0)
< T [lgullpe <7 d Jim [l
< p d lim (J¢ — ulpaq + [ulp.0)

p_l/pd|u|p,17g )
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3 Klassische Methoden. Eulergleichung und Beispiele.

3.1 Die Eulergleichung zum Variationsproblem In diesem Abschnitt soll eine
Einfiihrung in die klassischen Methoden der Variationsrechnung gegeben werden. Zur
Vorbereitung benotige ich ein Resultat fiir konvexe Funktionen.

Definition 3.1 (Konvexe Mengen und konvexe Funktionen) Sei X ein Vektor-
raum iiber K.

(i) Eine Menge M C X heifit konvex, wenn fiir alle z,y € M und alle ¢ € [0, 1] gilt
tr+(1—tyye M.

(ii) Sei M C X eine konvexe Menge und f : M — (—o0,00]. Die Funktion f heifit
konvex, wenn fiir alle z,y, € M und alle ¢ € [0, 1] gilt

fltz+ 1 —t)y) <tf(zx)+ (1 —1t)f(y).

(iii) f heiBt strikt konvex, wenn fiir alle z,y € M mit = # y und alle ¢ € (0,1) gilt

flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 -8)f(y).
Lemma 3.2 (Eigenschaften konvexer Abbildungen) Sei f : R" — R.
(i) Falls f € C1(R™ R) ist, gilt: [ ist konvex genau dann wenn die Ungleichung

fl@) = fy) + Vi) - (z—y)
giiltig ist fiir alle x,y € R™.
(i1) Falls f € Co(R™,R) ist, gilt: f ist konvex genau dann wenn die Hessesche Matrix
Vif(z) = (Daf(:p))la|:2
positiv semidefinit ist fir alle v € R™.

Beweis: (i) Sei f konvex. Aus der Differenzierbarkeit von f folgt fiir alle x,y € R™
fly+tlz—y) =fy) +VIy) tz—y)+ot)

fiir t — 0, also

Vi) (r—y) = glgvf(y) (v —y)

— %Eré%[f(y—l-t(ﬂc —y)) — f(y)]

_ ]}E%l[f(er (1—-1t)y) —f(y)}

o1
< gog);[tf(x)—tf(y)}

= f(z)— fy),
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also
f@) =2 fly) + Vi) (z—y).
Umgekehrt sei diese Ungleichung fir alle z,y € R™ giiltig. Fiir z,y € R™ und ¢ € [0, 1]
setze
z=tr+(1-1t)y.
Dann folgt

f()

also

tfle) + (1 =0)fy) = tV[f(2)(x - 2) +1f(2)

+ (1 =OVf(2)y—2)+ (L =t)f(2)
= [(2)+Vf(z)- (txz—2)+0-t)(y—2))
= f(2)+Vf(z) (tz+(1—t)y—2)

[ J/
g

=0

= f(?)
= f(tx +(1- t)y)
Also ist f konvex.

(ii)) Wenn f € Co(R™ R) ist, gilt fir z,y € R” und t € R
fltr+y) = f(y) + Vfy) - te +ta[V?f(y)]te + o(t?)

falls ¢ — 0. Falls f konvex ist, folgt hieraus und aus der eben bewiesenen Aussage (i),
daB
e[Vf(y)z = limz[V?f(y)]x

t—0

lim — [ftr +y) = fly) = Vf(y) -tz — o(t?)]

t—0 t2

— liml[f(t:x +y) = f(y) = Vf(y) - ta]

t—0 t2
> 0.

Also ist V2 f(y) positiv semidefinit. Wenn umgekehrt V2 f(y) positiv semidefinit ist, folgt
fiir alle x,y € R™ aus der Taylorformel

fl@) = fy) + Vi) (@ —y) + (@ -y [V )]z —y)
fiir ein geeignetes y* aus der Verbindungsstrecke von z und y. Da (z —y) [V2f(y*)] (z —
y) > 0 ist, folgt
@)= fy)+ Vi) (@ —y)
fir alle z,y € R™. Aus der Aussage (i) ergibt sich also, da8 f konvex ist.

Ich komme nun zur Ableitung der Eulergleichung fiir eindimensionale Variationsproble-
me. Mit der Bezeichnung des Abschnitts 1.1 gilt alson =N = 1.
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Satz 3.3 (Eulergleichung) Seien a < b, f € Cy([a,b] x R x R), o, € R,
D = {v € C1[[a,b],R) : v(a) = a,v(b) = B} :

und I : D — R mit

(i) Es existiere ein Minimum u von I in D, und fir dieses Minimum gelte zusdtzlich
u € Cy([a,b],R). Dann gilt fir dieses Minimum

el ul@), w@)] = fule,ue),w(@), w € lab
u(a) =a, ulb)=p

wobei fe(x,u,§) = %f(:c,u,f),fu = a% (x,u,§) bedeute.
(i1) Sei umgekehrt u € Cy([a,b]) eine Lisung des Randwertproblems (E) und sei

(E)

(0, ) = flz,u,€) : R? = R
eine konvexe Funktion fiir jedes x € [a,b]. Dann gilt

I(u) = min I (v).

veD

(7i) Sei (u, &) — f(x,u,&) strikt konvez fir jedes x € [a,b]. Dann besitzt I hichstens ein
lokales Minimum. Wenn ein lokales Minimum existiert, ist dies gleichzeitig ein globales
Minimum (das dann natirlich auch eindeutiq ist).

Die Differentialgleichung im Randwertproblem heifit Eulergleichung zum Variations-
funktional I(v). Die Eulergleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Beweis: (i) Es sei u € D N Cy([a, b],R) ein Minimum des Variationsfunktionals (v) .

Dann ist fiir jedes ¢ € 8*00((a, b),R) und ¢ € R die Funktion u + tp € D wegen
(u+ty)(a) =ula) +0=a, (u+te)(b) =u(b) +0 =7, sowie

I(u) < I(u+tp).

Also hat die reelle Funktion ¢ +— I(u 4+ t¢) : R — R ein Minimum an der Stelle t = 0,
und somit folgt
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d
0 = El(u—i_tgp)\to

b
= O F( () + (), (@) + 16! ) da

a

= [ o) + o) @) + 1 @), da

[t=0

:(/&@mmmm»w@+n@w@mmmw@w.

Diese Gleichung, die fiir alle p € CO’OO((a, b)) gilt, heift schwache Form der Eu-
lerschen Differentialgleichung. Zur Herleitung dieser Gleichung benétigt man nur
f€Ci([a,b] x R x R) und u € Cy([a,b]).

Zur Ableitung der Eulergleichung benutzt man nun, dal wegen der Voraussetzungen
f € Cy([a,b] x R x R) und u € Cy([a, b]) partiell integriert werden darf. Es folgt

b
0 =[] = f [l @)t + i uto) @) plo) |
+ (b u(b), o/ (4)) 6) = fe(a,u(a), () ()
b
= [ [ el @) @) + fuoula) ol @)l
weil p(a) = p(b) = 0. Wegen

el )l (@) + fu u(a) () € Colfa,b]) € 2 ((0,1)

folgt aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 2.15), da8

%fé(x,U(w)’u’(x)) — fu(x,u(l'),u/(x)) —0

gilt fiir alle = € [a, b] . Also ist das Minimum u eine Losung des Randwertproblems (E).

(ii) Sei u € Cy([a, b]) eine Losung von (E). Wenn (u, &) — f(x, 1, §) konvex ist, gilt nach
Lemma 3.2 (i) fir alle u, & € R

fla, &) > fla,u(@),d(x
+ fu(z, u(ac),u
+ fe (@, u(z), @/

~—
~ ~—

39



Also folgt fiir alle v € D

I(v) = /f(m,v(z:)v’(x))dx

vV
Q\v
—
—
8
=
2
:\
=
N
ISH
S

= 1(u),
wegen v(b) = u(b) = 3, v(a) = u(a) = . Also ist u ein Minimum des Variationsfunk-
tionals.

(iii) Seien u € D eine lokale Minimalstelle von I, wobei ich als Topologie auf C(|a, b])
die Norm

[wloon = sup |w(x)|+ sup |w'(z)]
z€[a,b] z€la,b]

benutze. Dann existiert eine Umgebung U von u in C4([a,b]) mit I(w) > I(u) fiir alle
we DNU. Ich zeige, daB fiir alle v € D mit v # u gilt

I(v) > I(u).
Hieraus folgt, dafl u ein globales Minimum ist, und dafl es nur ein einziges Minimum
gibt.
Zum Beweis setze ich fiir v € D mit v # v und fur t € (0,1)
wy=tv+ (1 —t)u.
Aus der strikten Konvexitiat von (i, &) — f(x, p, &) folgt dann

f(m,wt, (m),wé(w)) = f(x, to(z) + (1 — t)u(z), tv'(z) + (1 — t)u’(m))
< tf(x,v(:z:),v’(x)) +(1— t)f(x,u(m), u'(m)) ,

wobei das echte Ungleichheitszeichen steht falls
(u(z),u/(x)) # (v(x),v'(z)) ist. Da nach Voraussetzung u # v gilt, gibt es eine offene
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Teilmenge von [a, b] , auf der sich u(z) und v(x) unterscheiden. Also folgt durch Integra-
tion

Iw,) = / [z, wi(2), wi(z))d
< t/ f(z,v(@), v (2))ds + (1 — t)/ [z (), (z))da
= tI(v)+ (1 —t)I(u).
Wiére nun I(v) < I(u), dann folgte fiir alle ¢ € (0, 1)

Wegen w; — u fiir t — 0 gibt es aber ein ¢y > 0 mit w; € U fiir alle 0 < t < ty. Fiir diese
t muf somit I(w;) > I(u) gelten, im Widerspruch zur eben hergeleiteten Ungleichung.
Also muf I(v) > I(u) gelten.

3.2 Spezielle Variationsfunktionale, Beispiele

3.2.1 Der Fall f(z,u,&) = f(§) In diesem Fall lautet die Eulergleichung

d 1(o0

also f'(v/(x)) = const. Eine Lésung des Randwertproblems (E) ist also

0 —«

- b—a

u(z) (x —a)+a,
und wenn f konvex ist, folgt aus Satz 3.3 (ii), daf dieses u auch eine Losung des Varia-

tionsproblems
I(u) = min I(v)

veD
ist mit

Wenn f nicht konvex ist, braucht dieses u aber keine Losung des Variationsproblems zu
sein. Dies zeigen die folgenden beiden Beispiele.
a) Es sei

fe=e*

und
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Ich zeige zunéchst, dafl
inf I(v) =0

veD

gilt fiir I(v) = f_ll f'(z))dx = f_ll e~ @)’ dx . Hierzu sei m € N und
U (2) = m(2z® — 1),

Dann gilt v/, (z) = 2mx und

1
[(Um) _ /e(me)2dx
-1
1 2m

= — e_dey

2m —2m

< L/ e_dey—>()
2m J_

fir m — oo. Da I(v) > 0 ist fir alle v € D, folgt also inf,ep I(v) = 0. I hat aber
kein Minimum u auf D, denn sonst miiBte I(u) = 0 und folglich e~*©)* = ( sein fiir
fast alle z € [—1, 1], was unmdglich ist. Die Losung u von (E) ist also nicht Losung des
Variationsproblems.

b) Sei f(£) = (€ — 1)° und
D= {v € Oy ([=1,1]) tv(=1) = v(1) = 0} .

Die Eulergleichung zum Variationsfunktional

I(v) = /_1 [V (2))dz = /_l (v (2)* - 1)2dx

1

ist dann J p
! /
- — 4
d:z:f (v () dz
und v = 0 ist eine Losung des Randwertproblems (E) . Ich zeige aber, dafl auch in diesem
Fall I kein Minimum auf D besitzt. Hierzu beweise ich, daf3

[W/(u” —1)] =0,

ey =0

ist. Fiir das Minimum miifite dann gelten
1
I(u) = / (u'(z)* — 1)*dz =0,
-1

also
u'(z) = £1
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fir alle z € [—1, 1] . Wenn u stetig differenzierbar wére, wiirde hieraus «'(z) = const mit
|const| = 1 folgen, was der Bedingung u(—1) = u(1) = 0 widerspréche.
Um zu zeigen, daf inf,cp I(v) = 0 gilt, sei

e =2 | |zl <1
Y(x) =
0 , x> 1
und 11
X
Pe(x) = 7= —(2)-
@) = ol 2

{@e}e=0 ist also die Dirac-Familie aus Satz 2.14. Sei

1, >0
H(x)_{—l rz<0 "’

(e xh)(x) = [7° @.(x —y)H(y)dy . Fiir diese Funktion gilt H. € C(R),
2

und H.(z) -
) = @:(z) und H(—2) = —H(z) folgt

und aus ¢.(—

Hox) = /w oo — o) H(y)dy

_ /ZO;E(_x ) H(—2)dz
_ /Z (= — 2)H(2)d>
= — H.(-x)

Auflerdem folgt

sowie
-1, < —¢
1, z>¢.

o) = {

Ich setze nun N
ue () —/ H.(y)dy, 1<z <1.
—1

Dann gilt u.(—1) = 0 und
1
u.(1) =/ H.(y)dy =0,
-1

43



also u. € D, und

M) = [ (P -1
- [ rer -1 e
_ /i(Ha(x)Q—l)zdx
< /idx:25—>0

fir e — 0, also inf,ep I(v) = 0, wie behauptet, und I hat kein Minimum auf D .
Jedoch nimmt I auf einem groferen Raum D das Minimum an. Zur Konstruktion von
D beachte man, daB die Familie {u.}.~0 fiir ¢ — 0 im Raum H?((—1,1)) mit 1 < p < oo
gegen die Funktion

(z) = —(z+1), — 1<2<0
wr) = x—1, 0<z<1

konvergiert. Wegen v € H{((—1,1)) mit u'(z) = H(z) gilt I(u) = 0. Also ist u ein
Minimum von [ auf dem Raum

A _ HHT(=11)

D=D C HY((=1,1)).

Dieses Minimum ist aber nicht eindeutig, vielmehr gibt es unendlich viele Minima in D .
Ein weiteres Minimum ist zum Beispiel —u .

3.2.2 Der Fall f(z,u,&) = f(z,&) In diesem Fall lautet die Eulergleichung

4 aaty] =0,

also
fe(z,u') = const.

Das folgende Beispiel fiir diesen Fall stammt von Weierstrafl: Seien f(z,&) = z£? und
D= {'U e C1([0,1)) s v(0) = 1, v(1) = o} .
Ich werde zeigen, dafi das Funktional
1 1 )
I(v) = / f(z,v'(z))dzx = / z(v'(z)) dx
0 0

kein Minimum auf D besitzt. Die Eulergleichung zu diesem Funktional ist

zu'(x) = ¢ = const,
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also c
/ —_ -
u'(x) = =

Die allgemeine Losung lautet
u(z) =clogz +d

mit beliebigen Konstanten ¢ und d. Das Randwertproblem (E) ist also nicht 16sbar, weil
es nicht moglich ist, ¢ und d so zu bestimmen, dafl

gilt. Dies bedeutet, dafi I auf D kein Minimum u € D N Cy([0, 1]) besitzt. Ich zeige, daB
I iiberhaupt kein Minimum u € D besitzt. Hierzu beweise ich wieder, dafl

inf I(v) =0 (*)

veD

ist. Fiir ein Minimum wiirde hieraus folgen x(u'(z))? = 0 fiir fast alle z € [0,1], also
' = 0. Natiirlich gibt es keine Funktion u € C4([0,1]) mit «(0) = 1,u(1) = 0 und
u =0.

Zum Beweis, dafl inf,ecp I(v) = 0 ist, sei m € N und

also

1 z(logm)?
1 1 1 1
" Ty T oy
1
B logm

Hieraus folgt lim,, oo I(v,,) = 0. Dies geniigt nicht zum Beweis von (x) wegen v, ¢ D .
Deswegen konstruiere ich zu jedem m € N eine Folge {@4} e, mit ¢, € D und

im ||vy, — @mkll2,1,01) = 0.
k—oo
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Es folgt dann

lim [ = lim / —
Jum om) = Jim I(ome = v+ vm)
1
_ 1. . / / 2
Jim i 2 ((Pmk — vm) +vr,) dx
1
= Jim [ [ alpl - v
k—o0 0

1
+ / 2z() . — vl vl dr + I(vm)]
0
= I(vy),

wegen

1 1
lim [ z(¢,, —2,)%dz < lim / |l — v [Pda
0

k—o00 0 k—o00

= lim [|g,,, — v}, ll2 < 1im [l@nme — vmll21 =0
k—o0 k—oo

und

1
lim 22() . — vl vl de < hm/ (¢l — vl ), |dx

k—oo 0 k—o0

<l gl = v [l2llonlle < B flome = vmllal[vf,]l2 = 0.
00 k—o00

Aus limy_oo I(Omr) = (o) = @ folgt (x). Also bleibt zu zeigen, dafi die Folge
{@mr 172, existiert. Dies ergibt sich aus folgendem

Lemma 3.4 Seiu € H((a,b)) .

(i) Dann ist u hélderstetig auf [a,b] mit |u(zx) —u(y)| < |z — y|*?[|ull21,0p) -

(ii) Sei {}72, eine Folge mit ¢, € Coo((a,b)) N HE((a,b)) und mit limy_ ||u —
Yrll21,00) = 0.
Dann gilt

lim 4 (y) = u(y)

fir alle y € [a,b] .
(iii) Es gibt eine Folge {pr}52, mit
o1 € Coo((a,0)) N C([a, b]) N Hi((a,)), gr(a) = u(a), or(b) = u(b)

und mit
Jim [|u = @i fla,00) = 0.
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Beweis: Sei a <y < b. Sei

(z) = aq sinh(x) + By cosh(z), a<z <y
X = 0 a sinh(z) 4+ By cosh(x), y <z <b,

wobei die Koeffizienten aq, 31, as, 2 so bestimmt werden, dafl

Xy(a) =0, x,(0) =0, xy(u=) =xy(w+), xy(v—=) —x,(y+) =1.
Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir a; , ... , (2, das immer l6sbar ist. Fiir
r # y gilt dann auch x;(z) = x,(z) .
Fiir y = a setze
Xa(2) = asinh(z) +  cosh(x)
mit
—Xa(a) =1, x,(b) =0
und entsprechend fiir y = b.
Fiir v € H2((0,1)) N C([0,1]) ergibt sich nun

(0, Xy)1@b) = (0 Xy) @b + (V' X5) (@b)
(v, Xy ) (ay) + (V' X) (a)

)
+ (0, Xy) @) + (V' Xy)( b) (%)
= (v Xo)aw) — (0 X ) + (0 X)) — (0, X)) )
+oy)x, (y) — ( )X ( ) +v(b)x,(0) — v(y)x, (y+)
= oY) [x,y—) — (y+)] v(y),

und somit

[Uk(y) — i)l = [(Wr, Xy)1a) — (W1, Xy) 1) ]
= Wk—wl,Xy) (@)
< e — illo,@p Xy ll2.1,0)
— 0 fiir k,] — o0

Also ist {t(y)} e, eine Cauchyfolge und somit konvergent in K. Da es eine Nullmenge
N und eine Teilfolge {1y, },=, gibt mit

Jim v, (y) = uly)
fir alle y € [a,b]\ N, gilt fiir diese y sogar
Jim ¢y (y) = u(y)-

Aus der Holderschen Ungleichung folgt fiir alle z,y € [a, 0]
y
inte) = wnl)l = | [ vl
v 1/2
o=y 2( [ it)Pdz)

<z =y nll2 o) ;

IN
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fir z,y € [a,b]\N ergibt sich also
ule) — ()] = Jim [osla) — e (v)
< lim o =y llyellaa
= [z —yl"*lulla,10p)

Folglich ist u gleichméBig holderstetig auf [a, b]\ IV, und kann damit in eindeutiger Weise
zu einer holderstetigen Funktion auf [a,b] fortgesetzt werden. Dies beweist (i). Wegen
u e H((a,b)) N C([a,b]) folgt aus (x) fiir alle y € [a,b] :

Jim 4y (y) = Tm (8, xp)1,00) = (X1, a0)
Hiermit ist (ii) gezeigt.

Zum Beweis von (iii) setze

;M@:@@—W@Q_G+MM—WMﬁ:Z

Dann gilt hy € Co([a,b]), hi(b) = u(b) — Yr(D), hi(a) = u(a) — Yr(a), sowie

HthZl(a,b) < H[ () w’f( )} ”21
+[|[u(e) - ¥ala >}b

Il

<

< O] ==l + @ |||

0 —
fir k — oo, nach Aussage (i) des Lemmas. Fiir ¢, = 1y, + hy ergibt sich folglich

i € Co((a,0)) N C([a, b)), or(b) = u(b), r(a) = u(a)

und

lu—erllot@ny = lluw—vr— hill2n
Hu - 1/%”2,1 + ||hk||2,1 — 0 fir k — .

N

3.2.3 Der Fall f(z,u,&) = f(u,§) In diesem Fall lautet die Eulergleichung

= e u)] = ),

also

4 [f(u(as), u(z)) — () fe (u(x),u’(g:))} = futl + feu" — " fe — U,%fg

dz
= —u’(% [fe(u,u)] — fu(u,u’)> =0.
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Also ist u € Cy([a, b]) eine Losung der Eulergleichung genau dann wenn

fu(z), ' (z)) — u’(:v)fg(u(x),u’(a:)) = const (%)

gilt. Wie in den anderen bisher betrachteten Féllen konnte die Eulergleichung auf eine
Differentialgleichung erster Ordnung zuriickgefiihrt werden. (Man sagt, es existiere ein
erstes Integral der Differentialgleichung.)

In den folgenden beiden Beispielen 3.2.4 und 3.2.5 ist f von dieser Form:

3.2.4 Brachistochronenproblem Ich betrachte das Brachistochronenproblem aus
Abschnitt 1.2.2. Sei § < 0,

D = {v € C’l([a, b],]R) cv(a) =0,v(b) = —ﬁ} ;

1+ v'(x —1/2 12\1/2
(1 d
/\/ 2g0(x \/—/ (1 +0=)"4dz.

Gesucht ist u € D mit I(u) = min,epl(v). Dann ist w = —u Losung des Brachistochro-
nenproblems, und u stellt die Fallhtohe dar. Die Eulergleichung zu diesem Funktional
lautet

und seil

d u 1
a _ 1 -3 12\1/2
dr [ul/g(l—i—u’?)l/?] o (1+u™)"",
und die Gleichung (x) ist
B , u/ (1 + u/2) _ u/2
w1 )= 1/2 12 12 2\1/2
ul/2(1 + u?) ul/2(1 + u'?)

= V(1) =,
wobei ¢ eine Konstante sei. Um diese Gleichung zu 16sen, sei
o(r) = argtanu'(z),

also
v (r) = tan () .
Die Eulergleichung ergibt dann

U_1/2(1 + u/2)—1/2 _ u—1/2<1 + tan2 (P)_l/Q =c,

also
u(@) V2 cos plx) = c.
folglich
1
u(x) = g(cos o( ))
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Dies hilft zunéchst nicht weiter, da weder u(x) noch ¢(x) bekannt sind, aber man kennt
nun v als Funktion von ¢. Mit x(h) = Z(cosh)? und ¢ = ¢! folgt somit wegen

pt=uloy, daB

d d 1
— = —(utoy)(h) = "(h
0 = G0 =

= %(Coshsin h)
tan [gp(gp‘l(h))} ¢
2 coshsinh 2

- T2 tanh _ECOSQ}Z’
folglich
W) = = 5 5 (cos(2h) +1),

oder

2(h) = o (h) = (k) = ——= sin(2h) — ~h+ k

2c? c?

u(h) = x(h) = 0—12cos2 h = % cos(2h) + 52

und somit mit &' = —%

1
x(h) = 5]@’ sin(2h) + K'h + k
1 1
w(h) = —u(h)= §k' cos(2h) + 51{’

Dies ist die Parameterdarstellung einer Zykloide. Die beiden Konstanten k, k" miissen
aus

z(ho) = a, why) = a=0

[E(hl) == b, w(hl) == 6 <0
bestimmt werden.

wy

1
B

Es folgt: Falls das Brachistochronenproblem eine zweimalig stetig differenzierbare Losung
hat, muf} es eine Zykloide sein.
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3.2.5 Wirtingersche Ungleichung Sei A > 0 und seien

1

Bw€) = S(€-x3);

D = {vei([0,1]): v(0)=v(1) =0}
und

1 1

I(v) = /0 H(u(z), o (z))de = 5/0 (Ju' (2)]* = N|u(z)]?)dz

(|U‘g,1,(0,1) - )‘QHUH;(OJ)) .

DN | —

Die Eulergleichung lautet in diesem Fall wegen %f,\(u, ¢) = ¢ und %f,\(u, &) =—Nu :

u' + XNu=0, u0)

u(l) =0.
Das erste Integral dieser Gleichung ist —u'(z)? + 3 [u/(z)? — Nu(z)?] = ¢, also

1 22
—u'(z)? + Eu(x)Q =c.

Fiir jedes A ist u = 0 eine Losung des Eulergleichung. Dies ist jedoch nicht in jedem Fall
ein Minimum des Funktionals I, wie ich gleich zeigen werde.

Falls eine Funktion w € D existiert mit I(u) < 0, dann besitzt I kein Minimum, wegen
au € D fir a € R und

I(au) — %/O (o (@)]? - NJau(z)P)dz

= o*I(u) — —o0
fir |a| — oo.

Wenn also I ein Minimum auf D besitzt, folgt I(u) > 0 fiir alle u € D, also

1 1
/0 ' (z)|Pdx > )\2/0 lu(z)[Pdx

fur alle u € C1([0,1]) mit u(0) = u(1l) = 0. Natiirlich ist in diesem Fall die Funktion
u = 0 ein Minimum von I auf D, wegen

0=1(u)<I(v),veD.

Aus der Poincaréschen Ungleichung (Satz 2.19) folgt, dafl die obenstehende Ungleichung
gilt fiir A2 < 2, wegen

1
/0 (@) = ul2y o

1
> 2l = ¥ [ futa)de.
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Es gilt aber sogar
1 1
/ |u' (z)|*dz > 7r2/ lu(z)Pde .
0 0

Diese Ungleichung heifit Wirtingersche Ungleichung. Bevor ich diese Ungleichung bewei-
se, zeige ich noch, daf diese Ungleichung fiir A> > 7% nicht gilt: Denn fiir

u(xr) =sinmx € D

st
1

u'(7)? — Nu(z)*de

u(x)u" () + Nu(z)*de

~
Y
N
S~—
I
N | —
o\

(W (z) + Nu(z)|u(z)dx

DO | —

N —
o— o—

1 1
= E(WQ — /\2)/ (sinmx)’dr < 0.
0

Beweis der Wirtingerschen Ungleichung. Ich zeige zuerst, dal {u,}5°_; mit

um () = msin(mwaz) ein vollstdndiges Orthonormalsystem ist im Hilbertraum

[Ofl((O, 1) = ]f]%(((), 1)) . Hierzu muf} zuerst gezeigt werden, daf} u,, € }011((0, 1)) ist fur
m e N. Seifire >0und x € R

1 1 2
e () = un((1+e)(w —3)+3), S ST < 2(1155)
’ 0, sonst
Wegen vy, (x) = 0 fir x = ﬁ und r = 2(21155) ist vy, € Hi(R) mit der schwachen
Ableitung
1 1 € 2+¢
= { (F D ) i <25

0, sonst,

und verschwindet in einer Umgebung der Randpunkte z = 0 und « = 1. Nach Folgerung
2.16 gibt es eine Folge {¢y }72; mit ¢i, € Coo((0, 1)) und ||vsm, - —@ill2,1,0 — 0 fiir k£ — oo,
also ist v, . € ]?[1((0, 1)) . AuBerdem gilt ||t — Umel21,0,1) — 0 fiir € — 0, also folgt

U € H1((0,1)) = H1((0,1)).
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Weiter muf} gezeigt werden, dafl {u,,}>°_; ein Orthonormalsystem ist. Es gilt

(Uk, Um)l,(o,l) = (UZ, Ulm)(o,l) + (uk> Um)(o,1)
_(u/k/7 um) + (uk7 um) = [(k7)2 + 1} (uk7 um)(O,l)
_(uk7 ug@) + (uk7 um) - [(mﬂ-)Q + 1] (Uk, um)[O,l) )
und somit

[(lmr)Q — (mﬂ)ﬂ (Uk U ) 0,1y = 0,

was fiir £ # m nur sein kann wenn (uy, um)(O,l) = 0 und somit auch

(Uk, Um)l,(o,1) =0.

Fir £k = m erhalt man

(U, Um)l,(o,l) = [(mﬂ)2 + 1} (U, Um )01
2
(mm)? 41

1
/ sin(mmz)*dx
0

= [(mﬁ)2 + 1}
= 1.

Also ist {u,,}5°_; ein Orthonormalsystem. Es bleibt zu zeigen, daff dieses Orthonormal-
system vollstandig ist.

Es sei X der von {uy,}p_; aufgespannte Teilraum von H 1((0,1)), d.h. die Menge aller
endlichen Linearkombinationen der u/ s. Es sei X der Abschlufl von X . Bekanntlich gilt

X = {Z oy U, Z QU konvergiert beziiglich der H f—Norm } )

m=1 m=1

Wenn fiir diesen abgeschlossenen Unterraum X = H 1((0,1)) gilt, dann ist {um,}oo_,
vollstéandig. Ich zeige, daf3 Co’oo((O,l)) C X ist. Wegen Co’oo((O,l)) = Co’l(((), 1)), folgt
dann

H1((0,1)) = Cao((0,1)) € X C H,((0,1))

und somit muB {u,,}>°_; vollstindig sein. Sei ¢ € 8’00(0, 1) und o, = (@, Um)1,00,1) - Es
folgt mit partieller Integration

W = (0, Um)1,0,1) = (@5 Um)(0,1) + (¢, ) 0,1)
= (¢, um)0,1) — (@, ul)0,1) = (¥, tm)(0,1) + (TM)* (0, Um) (0,1)
2

= (14 (mm)?) m(

¢, sin(mnz)) ©0.1)

= /2(1+ (mm)?) (¢, sin(mmv))(o’l) .
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Die Reihe ) *°_| ay,u,, konvergiert in H 1((0,1)). Die Grenzfunktion bezeichne ich mit
1. Insbesondere konvergiert dann > °_, ay,uy, beziiglich der L*-Norm gegen . Ande-
rerseits gilt

%
E AUy =
m=1

2
1+ (mm)? (

]2

2(1+ (mm)?) ¢, sin(mmx)) ., ,, sin(mmz)

(0,1)

3
Il

K

(¢, \/ﬁsin(mm:))(o,l) [\/5 sin(mmx)]

3
I

und diese Reihe konvergiert beziiglich der L?>-Norm gegen ¢ , weil {v/2sin(mmz)}2_, ein
vollstindiges Orthonormalsystem ist in L*((0,1)), also gilt ¢ = 9 fast {iberall. Folglich

ist o = > apu, € X.Dayp € 5’00((0, 1)) beliebig war, folgt 5’00((0, 1)) € X, also
ist {wn, oo, vollstandig.

Nun kann die Wirtingersche Ungleichung bewiesen werden. Fiir u €
H1((0,1)) sei

Ay = (U, Um)l,(o,l) .

Dann gilt
w= Ol
m=1
und

1 o0
2
/ (@) P = 13y = (| S ][y -
0 m=1

Die Reihe Y~ | aqul, konvergiert beziiglich der L*-Norm. Wegen der Stetigkeit der
Norm folgt somit

1 k
[ @k = |t S am,
0 m=1

k k k
= lim |7t f) = lim (D ey, D ang)
m=1 m=1 =1

ko k k
= kh_)rgo Z(Ozmulm, alug)(ovl) = kh_)rgo Z amal(u’m, U;)(ovl)
m=1 [=1 m,l=1
k k
= kh_)m Z @y (U, U ) 0,1) = klim Z W0 (M) (U, W) 0,1)
OOm:1 e m=1
k )
= lm Y o (7m) (tm, ) 0,1) = 7 Hm > [ |* (s, ) 0,1
k—oo f— k—o0 ]
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= 72 lim E QU O (U, Uy (01)—7r hm E amum,g alul 0.1)
—)OO

k—o0
m,l=1 m=1

k

= 7 lim || ZamumH o = llullfoy

= /|u )Pdz,

weil Y| aptyy, beziiglich der L*~Norm gegen w konvergiert, und (wp,, )1y = 0 ist
fiir m # 1.
Dies beweist die Wirtingersche Ungleichung.

3.3 Der allgemeine Fall. Das Fermatsche Prinzip Bei der Bestimmung des
kiirzesten Lichtweges (Beispiel 1.2.1) ist das Funktional

7zUu minimieren mit
F,u,€) = n(z,u)y/T+ €.

In diesem Fall lautet die Eulersche Differentialgleichung

d w(z) —gnmux ' (x)2
p (n(mu(z))H—uW>—au (, ()) 1+ (z)2.

Diese Gleichung ist sehr uniibersichtlich. Eine iibersichtlichere Form erh&lt man spater
mit der Hamilton—Jacobi—Theorie.

Lemma 3.5 (Zweite Form der Eulergleichung) Sei f € Cy([a,b] x R x R). Wenn
u € Cy([a,b]) eine Lisung der Eulergleichung ist, dann gilt

d

| F @ u@), (@) = ol (@) fe ( u@) ' (2)) | = fo (. u(@), ol (2))

Beweis: Es gilt

a [f (2, u, ') = fe(z,u,u)] — folz, u,u’)

dx
d d
= f:r + fuu/ + ffu” - f{u// - u/%ff - fx = u/(fu - %fé) =0

weil f, — % fe = 0 ist. Damit ist das Lemma bewiesen.
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4 Klassische Methoden. Hamilton-Jacobi Theorie

4.1 Legendretransformation, Subdifferential In diesem Abschnitt werde ich die
Hamilton-Jacobi Theorie darstellen, die auch zu den klassischen Methoden der Varia-
tionsrechnung gehort. Ich diskutiere die kanonische Form der Eulergleichung und die
Hamilton-Jacobi Gleichung. Neben anderen Beispielen fiir die Anwendung der Theo-
rie betrachte ich das Fermatsche Prinzip des kiirzesten Lichtweges, leite die kanonische
Form der Eulergleichung zu diesem Variationsproblem her und zeige, daf in diesem Bei-
spiel die Hamilton-Jacobi Gleichung mit der Eikonalgleichung der geometrischen Optik
iibereinstimmt.
Als Hilfsmittel benétige ich die Legendretransformation, die ich zunéchst studiere.

Nach Lemma 3.2 (i) gilt fiir jede konvexe Funktion f € C;(R",R), dafl

f(@) > fly) + Vi) (x—y)

fiir alle x,y € R™. Im folgenden Satz wird dieses Ergebnis auf beliebige konvexe Funk-
tionen verallgemeinert:

Satz 4.1 Sei f: R"™ — R konvexr. Dann gibt es zu jedem y € R™ ein z € R™ mit
f@) = fly)+2-(z—y)

fiir alle x € R™.

Beweis: Im Beweis brauche ich die beiden folgenden Resultate:

(i) Jede konvexe Funktion f : R™ — R ist stetig. (Diese Aussage gilt nicht fiir konvexe
Funktionen f : X — R mit beliebigem Vektorraum X als Definitionsbereich .)

(ii) (Trennungssatz.) Sei C' eine nichtleere, konvexe und offene Teilmenge des R™ und
sei & ein Punkt des R™ , der nicht zu C' gehért. Dann gibt es eine Hyperebene im R™ |
die C' von ¢ trennt.

Ich will beide Aussagen nicht beweisen. Die erste ist ein Ergebnis aus der Infinitesimal-
rechnung fiir Funktionen mehrerer Variablen, und die zweite ist ein einfacher Spezialfall
eines funktionalanalytischen Resultates, das fiir allgemeine topologische Vektorrdume
gilt (siehe H.H. Schéfer: Topological Vector Spaces, Springer 1966, S. 64).

Es sei nun f : R — R eine konvexe Funktion und
epi(f) ={(z,\) e R" xR: X > f(x)}
der Epigraph von f. Weil f nach (i) stetig ist, ist das Innere der Menge epi (f) nicht

leer, also

epi (f) #0.
Aus der Konvexitit von f folgt sofort, dafl epi f eine konvexe Teilmenge von R"*!
ist. Sei nun y € R™. Dann gehort der Punkt (y, f(y)) zum Rand von epi(f), also

ist (y, f(y)) ¢ epi (f), und somit gibt es nach (ii) eine Hyperebene in R"™ | die die
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nichtleere, konvexe und offene Menge e/l;i (f) von der einpunktigen, also konvexen und
nichtleeren Menge {(y, f(y))} trennt.

Diese Hyperebene mufl den Punkt (y, f(y)) enthalten. Also kann man diese Hyperebene
als Graph einer Funktion

=z (z—y)+ f(y)

darstellen mit geeignetem z € R™. Da die Hyperebene keinen Punkt von e/;)i (f) enthélt,
gilt fiir alle z € R”

z-(x—y)+ fly) < flz).

Damit ist der Satz bewiesen.

Beispiel. Die Funktion z — f(z) := |z| : R — R ist konvex. Fir y # 0 ist f

differenzierbar mit y
Vi) ==
W =1y

und es gilt in diesem Fall
f@ﬁzﬂ@+Vﬂm«x—m=f@w~%@—w.

Fiir y = 0 gilt fiir alle z € R” mit |2| < 1
z-x < 2| |z] <z
also
fl)>z-2=f0)+ 2z (x—-0),

Falls f(z) > f(y) + z - (x — y) fiir alle x € R™ gilt, dann ist der Graph der Funktion
x+— z-(x—y)+ f(y) eine Hyperebene durch den Punkt (y, f(y)), die ganz unter dem
Graphen der Funktion f liegt, und z ist der Gradient der Funktion x +— z-(x—y)+ f(y) .

Der Satz 4.1 motiviert die folgende
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Definition 4.2 (Subdifferentiale fiir Funktionen von n Variablen) Sei
f: R — (=00, 00]. Das Subdifferential df von f ist eine Funktion df : R® — P(R\)
(= Potenzmenge von R") ;| die folgendermaflen definiert ist:

z€0f(y) == Ve eR": f(z) > f(y) + 2z (x —y).

Satz 4.1 sagt also, dafl bei einer konvexen Funktion f das Subdifferential an keiner Stelle
leer ist:  Of(y) # 0 fiir alle y € R™.

Ich werde das Subdifferential spéter genauer untersuchen.

Definition 4.3 (Legendretransformation) Sei f : R” — [—o00, 00| und sei f*: R" —
[—00, 00| definiert durch

f*(y) = sup{z -y — f(x)}.

r€R™

f* heifit Legendretransformierte von f .

Lemma 4.4 (Eigenschaften der Legendretransformation) Sei f : R*" —
[—00, 00] . Dann gilt:

(i) f* ist konvex.
(i1) Es gilt (f*)* < f. Ist f:R" — R konvex, dann gilt (f*)* = f.
(iii) Sei f € C1(R",R) konvezx. Dann gilt

(V@) =Vf@) - f(2)

fiir alle x € R™.

(iv) Sei f strikt konvex und
ROf) = | of(x).

r€ER?
Dann ist f* stetig differenzierbar auf R(Of) .

(v) Sei f € C1(R™,R) strikt konvex. Dann ist die Abbildung x — Vf(z) : R* — R"
mgektiv. Gilt aufSerdem
flx) _

|z|—o00 |I| ’

dann ist diese Abbildung sogar bijektiv, und es gilt fiir thre Inverse g

W =y-9) - fle)

9(y) =V f(y).

Die Aussage (iv) will ich hier nicht beweisen.
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Beweis: (i) Seien y,z € R" und ¢ € [0, 1]. Dann gilt

f*(ty+ (1-— t)z) = sup [(ty+ (1- t)z) ST — f(a:)]

= ms;gl [t(y-x—f(x)) + (1 —t)(z-x—f(x))}
< tsup (y-z—flx)+(1 —1) sup (z-2— f(x))

= tf*(y)+ A =1)f(2)

(i) B ist f*(y) = supyeqo (24 — £(2)) , also f*(y) > -y — f(x), und somit f(z) >
x -y — f*(y) fir alle z,y € R™. Wegen

(f)(z) = sup (z -y — f*(v))

yeR™

folgt
(f)"(x) < f(x) .
Sei f:R™ — R konvex. Es gilt nach Definition fiir z € R"
(f)(2) = sup (z-y— f(y))

yeRn

= sup (z-y— sup (yx—f(x))) =sup inf [z-y—y-x—l—f(z)}
yeR” z€R? yeR"™ zecR"”

= sup inf |y-(z—2x)+ f(z)].

yER" zERn

Da f konvex ist, ist nach Satz 4.1 die Menge 0f(z) # 0. Sei yo € 0f(z). Dann folgt

f@) = f(z) + 4 - (2= 2),

also
Yo (z—x)+ flz) = f(z)
und somit
inf [y (2~ o) + f(2)] 2 1),
also

(f)(z2) = sup inf [y (z—2x)+ f(x }
yeR" zeRn

> inf [yo-(z—2)+ f(2)] > f(z).

reR™

Wegen (f*)*(2) < f(z) folgt

fur alle z € R™, also (f*)* = f.

29



(iii) Sei x € R™. Das Funktional
h(z) = f(z) =Vf(z) 2
ist konvex wegen

f(ty—l—(l—t)z) - Vf(x)- (ty+(l t)z
<tfly) + (A=) f(2) =tV f(z)y — (1 -
=t[f(y) = V() y] + (1= )[f(2) -

Auflerdem gilt
Vh(z) =V f(z) = V[(z),
also Vh(z) = 0. Aus Lemma 3.2 folgt somit
h(z) > h(z) + Vh(z) - (z — x) = h(z),

also hat h ein Minimum im Punkt x . Somit hat —h ein Maximum im Punkt x, also gilt

f (V@) = sup [Vf(x) 2z~ f(2)]

z€R™

= —h(z)=Vf(x) z— flz).

(v) Zum Beweis, dafl z — V f(x) : R® — R" injektiv ist, seien y,z € R® mit V f(y) =
Vf(z). Nach Lemma 3.2 (i) gilt fiir alle z € R™

f(@) > fly) +Viy)(z—y).

Gébe es ein z € R™ mit « # y und mit

f@)=fly) +Viy(z—y),

dann folgte wegen der strikten Konvexitdat von f fir 0 <t <1

fltz+ (1 —t)y) < tf(x)+ (1 —1)f(y)
= t[fly) + Vi@ —y]+ 01 -1)f(y)
= fy)+Viwtz—y) < fy+tx—y))
= f(te+ (1 —1t)y).

Folglich muf} fiir alle x € R™ mit = # y gelten, dafl
f@) > f(y) + Vy)z—y)

ist, und ebenso fiir alle x # z

f(@) > f(z) + VI(2)(x—2).
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Wiére nun y # z, dann folgte

f(z ) fy) +Vfy)(z—y)
f(2)+ V() y—2)+ VY (z—y)
= [ +VIW[y—2)+ -y =f(2).

Also muBl y = z sein, also ist x — V f(z) injektiv.

Nun zeige ich, da§ diese Abbildung surjektiv ist falls lim ;.o % = oo gilt. Seiy € R™.
Nach Voraussetzung gibt es dann ein C' > 0 mit

fz) > |yl +1
]
ly- | +1
]
fiir alle |z| > C', wegen limj;| o0 %ﬁ) = 00. Also gilt
. : AC)
lim cx— f(z)] = lim ( ———) T
g o= f@) = dm e = ) lel
< \1|1m (—|z]) = —0.

Wegen der Stetigkeit von « — y -z — f(x) gibt es also ein z € R™ mit
y-2—f(z) =max(y-z - f(z)).
Da f € C1(R", R) ist, folgt
0 = Vily o f@)],_ =y Vi),

also Vf(z) = y. Somit ist z — V f(z) surjektiv, und folglich bijektiv. Sei g die Inverse
dieser Abbildung. Dann gilt mit (iii)

rw = (9 w))
= VI9®) 9v) - fl9())
= y-9(y) — fl9v).
Es bleibt zu zeigen, dafl g(y) = Vf*(y) ist. Nach (i) und (iv) ist f* € C1(R™) und
konvex, und nach (i) und (iii) gilt fiir alle y € R”
VW) = () (VFm)
= VW) -y -1
= VW -y—9W)-y+ flay)

Da g die Inverse von x — V f(z) ist, gilt y = Vf (g ) , und somit folgt aus dieser

Gleichung
F(VFW) = flaw) +VIilgWw) - [V ) — 9]

Oben wurde gezeigt, dafl wegen der strikten Konvexitéat von f diese Gleichung nur gelten
kann wenn V f*(y) = g(y) gilt. Damit ist Lemma 4.4 bewiesen.
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4.2 Hamiltonfunktion

Definition 4.5 Sei a < b, f : [a,b] x R x R — R. Dann heiit die Funktion H :
[a,b] x R x R — [—00, 0]

H(x,u,v) = sup (vf — f(:v,u,f))

¢ERn

die Hamiltonfunktion von f. H ist die Legendretransformierte von f(x,u,&) beziiglich
der Variablen & .

Satz 4.6 (Eigenschaften der Hamiltonfunktion) Sei f € Cy([a,b] x R x R) so daff
die Funktion £ — f(x,u,§) strikt konvex ist fir alle (x,u) € [a,b] x R. Fir (z,u) €
la,b] x R sei

W(x,u) = {fg(:v,u,f) €€ R},
W= {(z,u,v): (z,u) € [a,b] x R,v € W(z,u)},

und sei H die Hamiltonfunktion von f. Dann ist H € C1(W,R), und die Funkti-
on v — H(x,u,v) : W(z,u) — R ist konvex. Sei (u,v) € Cy([a,b]) x Cy([a,b]) mit
(x,u(x),v(x)) € W fir alle x € [a,b] eine Lisung von

u(z) = Hy(z,u(z),v(z)

V'(z) = —Hu(x,u(x),v(:c)) (1)

in [a,b]. Dann ist u eine Losung der Eulergleichung

7= [ ut). w@)] = Al uto). @) @)

in [a,b] . Wenn umgekehrt u € Cy([a, b], R) eine Lisung von (2) ist, dann ist die Funktion
(u,v) mit

v(z) = fe (x, u(x), u'(x))

eine Losung von (1). Gilt auflerdem

f<x7 u’ f)

lim ————= =

fl=ce [€]
fir alle (z,u) € [a,b] x R, dann ist W (z,u) = R fir alle (x,u) € [a,b] x R und somit
W =la,b] x R xR.

Beweis: Ich beweise den Satz nur unter der Voraussetzung, daB fee(z,u,&) > 0 sei
fur alle (z,u,§) € [a,b] x R x R. Diese Voraussetzung ist etwas stérker als die strikte
Konvexitét von & — f(z,u, ). Aus Lemma 4.4 (i) folgt, dal v — H(x,u,v) konvex ist.
Nach Lemma 4.4 (v) ist & — fe(z,u,§) : R — W(z,u) injektiv. Sei v — g(x,u,v) :
W(z,u) — R die Inverse. Dann gilt

v = fe(z,u, g(z,u,v)).
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Wegen fee(z, u, g(z,u,v)) > 0 folgt hieraus und aus dem Satz iiber inplizite Funktionen,
dal g : W — R stetig differenzierbar ist. Nach Lemma 4.4 (iv) ist v — H(z,u,v) :
W (x,u) — R stetig differenzierbar, und nach Lemma 4.4 (iii) gilt

H(I,U, fﬁ('rauvé-)) = fg(I,U,g) . 5 - f('ruuv 5) .
Durch Ableiten dieser Gleichung nach ¢ folgt

Hy (2, u, fe(x,u,8)) fee(x,u,§) = fee(z,u, &) - €+ fe(w,u,€) — fe(w, u,§),

also

|:HU(ZL‘, u, fﬁ(xv u, g)) - §i| ’ ffE(x’ u, f) =0,
und folglich
HU<ZL',U, ff(x7u7£)) = g
fur alle £ € R™, weil fee(z,u, &) # 0 ist. Fir £ = g(x, u,v) folgt
H,(z,u,v) = g(z,u,v) € C1(W).

Durch Integration folgt hieraus H € C(WW). Falls

o fw )

gl=oo [€]

gilt, folgt aus Lemma 4.4 (v), daBl § — fe(x,u,€) : R — R bijektiv ist, also W (z,u) =R
gilt. Um die verbleibenden Behauptungen zu beweisen beniitze ich, dafl nach Lemma 4.4
(v) gilt

= o0

H(z,u,v) =v-g(x,u,v) — f(yc,u,g(a:,u, v)) )
Wegen g € C (W) resultiert also fiir alle (z,u,v) € W
H,(z,u,v) = v-gu(r,u,v)— fu(x,u,g(:zf,u, v))
— fg(:v,u,g(x,u,v))gu(a:,u, v)
= [v — fg(:c,u,g(x,u,v))} Gu(T,u,v)
— fu (x, u, g(x, u, v)) )

Wegen f¢ (x,u,g(x,u,v)) = v folgt also

Hy(z,u,v) = —f, (x, u, g(x, u, v))

sowle
Hy(z,u,v) = g(x,u,v).

Sei nun u € Cy([a, b]) eine Losung von (2). Man definiert

v(x) = fg(a:,u, (:v),u'(:v)) )
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Dann ist v(z) € W(x,u(z)), also (z,u(z),v(r)) € W fir alle x € [a,b], und es folgt
durch Anwendung der Inversen auf diese Gleichung

u'(z) = g(x,u(x),v(x))
= Hv(x,u,(m),v(x))

Also ist (u,v) eine Losung von (1). Sei umgekehrt (u,v) € Cs([a,b]) x C1([a,b]) eine
Losung von (1). Dann folgt

u'(r) = H, (x, u(m),v(x)) = g(m,u(z),v(w)) ,

also durch Anwendung der Inversen

el u(w), o (@) = fe (0, u(2), g(w, u(z), v(@)) ) = v(w),
und
V(@) = — Hy(x,u(x), o)
= fu(w @), g, u(x), o)) )
= fu(z,u(z),v'(z)).
Durch Kombination der beiden letzten Gleichungen ergibt sich

% [fg(x,u(ac),u'(x))] = %U(I) = fu(x,u(:z;),u'(x)) )

Also ist u eine Losung von (2). Damit ist der Satz bewiesen.

4.3 Hamiltonsche Differentialgleichungen, kanonische Form der Eulerglei-
chung Fiir (u,v) € Ci([a,b]) x C([a,b]) sei

J(u,v) = /ab [u'(m)v(m) - H(x,u(x),v(m))}d:z:.

Um die Eulergleichung zu diesem Variationsfunktional auszurechnen, sei w = (u,v) €
Cy([a, b)) x C1([a,b]) ein stationdrer Punkt von J, d.h. fiir alle ¢ €

Cso((a,b), R?) sei

d
—J(w + tp)

0
dt ’

=0 =
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also

d

b9
— / o [(u’(z) + o (z)) [v(z) + tpa(x))

— H(z,u(z) + te1(z),v(z) + thQ(x))] | dx

=0

= [ [pwa@ @

— Hy (2, u(x), v(@))er(w) = Hy (2, u(z), o(2)) pa() | do
_ /ab (= v/@) (e, u(x), o)) ) or(2)

+ <u'(x) — H, (2, u(x), v(x)))gog(x)dx

Insbesondere gilt, dies fiir alle ¢ € &OO((C% b)7R2) der Form ¢ = (¢1,0) und der Form
v = (0, ¢2), also folgt

u'(x) = Hy(z,u(x),v())

V'(z) = — Hy(z,u(z),v(z)).
Die Eulergleichungen zum Funktional J stimmen als mit dem Gleichungssystem (1) aus
Satz 4.6 iiberein. Unter gewissen Bedingungen an f ist die Bestimmung der stationéren
Punkte von I dquivalent zur Bestimmung der stationdren Punkte von J. Dabei ver-
steht man unter einem stationdren Punkt von I beziehungsweise J eine Losung der
entsprechenden Eulergleichung. Man sagt, das Gleichungssystem (1) von Satz 4.6 sei die
kanonische Form der Eulergleichungen. Man nennt es auch das Hamiltonsche
Differentialgleichungssystem.
Wegen H € Cy(W) gilt nach Lemma 4.4

f(a:,u,HU(a:,u,v)) = H*(x,u, Hv(x,u,v))
= Hy(x,u,v) -v— H(z,u,v).

Falls u/(z) = H,(z,u(x)v(x)) erfiillt ist, gilt also
f(ac, u(x), u’(a:)) = (z)v(z) — H(:L‘, u(x), v(x)) ,

und somit

J(u,v) =
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Da u/(z) = H,(z,u(z),v(x)) genau dann gilt, wenn v(z) = fe(z, u(x),u'(z)) ist, gilt

{(u,v) € Cy([a,b]) x Ci([a,b]) : v/ (z) = H, (m,u(m),v(a:))}
= {(u,v) € Cy([a, b)) x Ci([a,b]) : v(z) = fg(ar,u(:v),u'(:v))} :

Dies ist eine Untermannigfaltigkeit von Cy([a, b]] x Ci([a, b]) . Die obenstehende Gleichung
zeigt, dafl auf dieser Untermannigfaltigkeit J(u,v) mit I(u) iibereinstimmt. Dies zeigt,
daB das Minimieren von J(u,v) unter der Nebenbedingung v(z) = fe(z,u(x), v'(z))
dquivalent ist zum Minimieren von I (u) .

4.4 Beispiele

4.4.1 Das Hamiltonsche Prinzip Nach 1.2.3 bewegt sich ein Massenpunkt vom Ort
a € R zur Zeit a nach dem Ort 3 € R zur Zeit b, so daf

/ab T(u'(t)) — Ut u(t))dt = /ab [%mu'(t)2 B k(t)u(t)] gt

stationdr ist, wobei —k(t) die zur Zeit ¢ auf den Massenpunkt wirkende Kraft ist. Also
ist

Fltu,€) = gme? — Kt

Die Eulergleichung ist

%ff (t7 u(t), Ul(t)) = fu (ta u(t)7 U,(t)) )

also
mu(t) = —k(t).

Dies ist das Newtonsche Bewegungsgesetz. Die Hamiltonfunktion H ist
H(t,u,v) =v-g(t,u,v) — f(t,u,g(t, u, U)) ,

wobei v — ¢(t,u,v) die Inverse von

€_> ff(t?uag) = mg

ist, also
(tu,0) =
u,v) = —u
g Y] m7
und somit
1 v\ 2 v?
H(tu,v) = —v?— = (—) E(Hu = — + k(t
(t,u,v) mv mm + k(t)u 2m+()u
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In kanonischer Form lauten die Eulergleichungen

W(t) = Hy(tu(t),o) = %

V() = —Hy(tut),v(t)) = —k).
Das zugehorige Variationsfunktional ist

u(t)?
2m

J(u,v) = / b [u’(t)v(t) .

Das Hamiltonsche Differentialgleichungsystem kann man auch folgendermafien interpre-
tieren: v(t) ist der Impuls des Teilchens zur Zeit t, u'(t) die Geschwindigkeit. Durch
Angabe der Geschwindigkeit zu jeder Zeit wird die Bewegung des Teilchens vorgeschrie-
ben. Die Gleichung «/(t) = Zu(t) sagt nun, daB die Bewegung des Teilchens nicht
unabhéngig vom Impuls ist, den das Teilchen trédgt, sondern dafi der Impuls die Ge-
schwindigkeit bestimmt. Dagegen ist v'(t) = —k(t) die Newtonsche Bewegungsgleichung

in ihrer allgemeinen Form.

- k(t)u(t)] dt

4.4.2 Das Fermatsche Prinzip Nach 3.3 ist zur Bestimmung des kiirzesten Licht-
weges zwischen (a, ) und (b, 3) das Funktional

7zUu minimieren mit

flz,u, &) =n(z,u)\/1+&2.

n(z,u)

Wegen  fee(x,u,§) = ey 0 ist f strikt konvex. Wegen ¢ +—
fe(z,u,§) = n(x,u)\/% ist der Wertbereich dieser Abbildung das offene Intervall

(—n(x,u),n(z,u)). Die Hamiltonfunktion ist

H(z,u,v) = sup [v-g—f(x,u,f)] = sup [v-f—n(x,u)\/1+£2}

£eR £eER

Also gilt

H(m,u,n(m,u)) = n(z,u)supeeg (f \/1+§2) =0,
H(a:,u, —n(x,u)) = —n(z,u)infep (§+ \/1—1—62) =0

und fiir |v| > n(z, )
v
Hw o) =iy (Cose = VI E) =

Die Abbildung

§

§ fe(m,u,§) = ”(%U)\/ﬁ

‘R — (= n(z,u),n(z,u))
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ist invertierbar. Mit der Inversen
v— g(z,u,v) : ( — n(x,u),n(a:,u)) — R
gilt
H(:U,u,v) =vU- g(:c,u,v) - f(x,u,g(x,u,v)) )

wobei v — £ = g(z,u,v) die Inverse ist von

Em v = fe(z,u,€) = n(x,u)\/%gz,
also (1 + &*)v? = n(z,u)?¢?, oder

(n(z,u)? —v*)& =07,
und somit, da £ und v immer dasselbe Vorzeichen haben und |v| < n(z,u) gilt

v
&= n(z,u)? — v? =9z wv).

Also ist

H(z,u,v) = v —n(x,u)\/l%—n(v—2

n(x,u)? — v?

v? n(x,u)

Vn(z, u)? — 02 - Vn(z,u)? — 02
n(z,u)? — v?

2

n(x,u)? — v?

= —n(z,u)?—0v?

\/n(x, u)

Fiir das Hamiltonsche Differentialgleichungsystem ergibt sich nun
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Man kann diese Gleichungen folgendermaflen interpretieren: Da |v| < n ist, gibt es
o(x) € (— 7 g) mit
v(z) = n(z,u(z)) sinp(z).

V(x)
Dies bedeutet, dal wv(z) die zweite
Komponente eines Vektors V(z) € R?
mit |V (z)| = n(x,u(z)) ist:
V(z) = n(z,u(z)) (cosp(x),sinp(z)).
Es gilt nun
n(z,u(z)) _ n(z,u(x))
\/n(a:, u(x))2 —v(z)? \/n(x, u(:z:))2 —n(z, u(az))2 sin? ¢ ()
B 1
B 1 —sin® ¢(z)
1
~ cosp(n)’
also kann die zweite der Hamiltonschen Differentialgleichungen in der Form
V(x) = o glo(a:')nu (z,u(z)),
oder J
Cos gp(w)ﬁv(x) = ny (7, u(z))
geschrieben werden. Da v nicht von u abhéngt, kann man dies auch schreiben als
% - V(zuyv(r) = cos gp(as)%v(m) + sin gp(:)j)%v(z) = n,(z,u(x)) .
Da ‘7‘1 - V(z,u) die Ableitung in Richtung des Vektors V' ist, sagt diese Gleichung, dafl

die Ableitung der zweiten Komponente des Vektors V' (z) in Richtung von V() mit der
Ableitung von n(z,w) in Richtung der zweiten Variablen iibereinstimmt.

Falls u bekannt ist, bestimmt somit die zweite Hamiltonsche Gleichung die Funktion v
und damit auch V. “Bei der Bewegung entlang des Graphen von u tragt das Licht den
Vektor V mit sich.“

Die erste Hamiltonsche Gleichung ist

v(x)

\/n(x, u(m))2 —v(x)?
nsin ¢(x)

\/n? —n2sin® p(z)

sin ¢(x)

cos ()

= tanp(x)

u'(r) =
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Diese Gleichung bedeutet, daf§ der Tangentenvektor (1,4/'(z)) an den Graphen von u im
Punkt (x,u(x)) die Richtung des Vektors V' (x) hat. Diese erste Hamiltonsche Gleichung
erzwingt also, dal die Bewegung des Lichtes nicht unabhéngig vom “mitgetragenen*
Vektor V(x) ist, sondern dafl sich das Licht in Richtung des Vektors V' (x) bewegt.

4.4.3 Der Fall f(z,u,&) = f(§) Die Eulergleichung ist in diesem Fall

dx
also f'(u/(z)) = A = const. Die Hamiltonfunktion H ist gegeben durch
H(z,u,v) = H(v) = ["(v),

also

Hieraus folgt v(x) = p = const und

also
u(e) = F () +v.

4.4.4 Der Fall f(x,u,&) = f(x,&) In diesem Fall ist die Eulergleichung

d
%fg(x,u'(a:)) =0,
also
fe(z,u/(z)) = const
Fiir die Hamiltonfunktion gilt

H(JI,U,U) = ?el]g[vg - f(ff,f)] = H(JI,U) :

Also sind die Hamiltonschen Differentialgleichungen

u'(z) = H,(z,v(z))
v'(z) = —H,(z,v(z)) = 0,

also v(z) = p und
u'(z) = Hy(x, 1),
und somit
ule) = [ Haly iy +u(a).

Das Hamiltonsche Differentialgleichungssystem heifit in diesem Fall vollstandig integra-
bel.
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4.4.5 Der Fall f(z,u,§) = f(u,&) Nach 3.2.3 gilt in diesem Fall fiir die Eulergleichung

f(u(z), ' (z)) — o' (z) fe(u(z),u'(x)) = const.

Fiir die Hamiltonfunktion gilt

H(.T,u,?}):?elg [Uf—f(u,f)} :H<uav)>

also

Hieraus folgt

%H(u(w), v(z)) = Hy(u(z),v(z))u(z) + Hy (u(z),v(z))v'(z) =0,

also
x — H(u(z),v(z)) = const.

Wenn die Funktion f nicht von x abhéingt, ist die Hamiltonfunktion entlang von Losungs-
kurven = — (u(z),v(x)) des Hamiltonschen Differentialgleichungssystems konstant.

4.5 Die Hamilton-Jacobi Gleichung

Definition 4.7 Die partielle Differentialgleichung
Sy(z,u) + H (2, u, Sy(z,u)) =0.
fiir die Funktion S : [a,b] X R — R heifit Hamilton—Jacobi Gleichung.

Man beachte, dafl u hier die Bedeutung einer Variablen und nicht einer Funktion hat.
Die Hamilton—Jacobi Gleichung steht im engen Zusammenhang mit dem Hamiltonschen
Differentialgleichungssystem, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.8 (Eigenschaften der Lésung der Hamilton—Jacobi Gleichung) Sei
' C R ein Intervall und sei S € Cy([a,b] x R x I',R) fiir jedes v € T eine Losung der
Hamilton—Jacobi Gleichung:

Su(z,u,7) + H(z,u,S,(z,u,7)) =0, (z,u) € [a,b] x R.
Sei v € R und sei (u,v) eine Losung von

u(z) = Hy(z,u(z),v(z))
V(z) = — Hy(z,u(z),v(z))



fiir x € [a,b] und mit v(a) = Sy(a,u(a),y) . Dann existiert eine Konstante ¢ mit

Sy(z,u(z),y) = ¢
Su(z,u(z),y) = v(z)

fiir alle x € [a,b]. Entlang des Graphen von u ist also S., konstant.

Sei umgekehrt Sy, (z,u,v) # 0 fir alle (z,u,y) € [a,b] x RxT'. Seiy eI, seiceR
und sei v € Cy([a, b)) mit
Sy(z,u(z),7) =c
fiir alle x € [a,b]. Setze
v(z) = Sy(z, u(z),7) .

Dann ist (u,v) eine Lisung von (H).

Beweis: Sei (u,v) eine Losung von (H). Dann gilt

d
%Su (m,u(x),v) = Sy + 'Sy

Suz + Hy (2, u(z), v(2)) Sy -

Es gilt
Sua: (.T, U(CE), 7) = qu (ZE, U(.T), P)/)
0
= %Sﬂv<x7 U, fy) |u:u(x)
0

= 2 H (@), 5. @), 7))
_ _Hu<x,u(x),5u($,u($>’7)>
—H, (fﬁ’U(fﬂ),Su(ﬂf’“(i’f)”))S““'

Kombination mit der vorangehenden Gleichung ergibt

L5 - - 0.

+ [Hv (z,u(z),v(z)) — H, (x,u(x),Su(x,u(a:),fy)ﬂ Suu -

Dies kann man auffassen als Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Funktion
w(x) = Sy(z,u(x),7y). Su(z,u(x),) erfillt diese Differentialgleichung und die Anfangs-
bedingung S, (a,u(a),v) = v(a). Wegen (H) ist auch v(z) eine Losung dieses Anfangs-
wertproblems. Die Losung ist aber eindeutig, also folgt

v(z) = Sy(z,u(z),7) .
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Hiermit folgt

dix [S,Y (z, u(z), 7)} = Spy + Sy
= Suy + Hy(z,u(z),v(2)) Suy
= S,y + H, (a:, u(zx), Sy (m, u(z), 7))Suw

_ % [Sx(x’u(;[;)"‘y) + H(:B,u(x),su(:v,U(x)a’Y)H

p—t 07

also folgt
Sy(x,u(x),’y) = const
fir alle x € [a, b].
Sei umgekehrt S, (z,u(x),7) = c fiir z € [a,b]. Es folgt dann

d
Sy + Syt = . [S7 (z, u(z), 7)} =0.
AufBlerdem folgt

Spy + HySyy = % [Sx (u,u(a:),*y) + H(x, u, Sy (m, u(x),y))} =0.

Durch Kombination beider Gleichungen folgt
(2, ul@), Su (2, u(2),7) ) = o/(2)] Sun (2 u(2), 7) = 0.
Wegen v = 5, und wegen S, # 0 folgt
U (z) = Hy(z, u(z),v(z)).
Auflerdem folgt

Vv'(z) = %[Su(x,u(x),v)}

= Sa:u + Suuu/

= [Sx + H(z,u, Su)}u - H,

= —H, (w,u(:v),Su(x,u(x),’y))

= — Hy(z,u(z),v(x)).
Also ist (u,v) eine Losung von (H) .
Dieser Satz erlaubt aus der Losung der Hamilton—Jacobi Gleichung die Losung des Ha-
miltonschen Differentialgleichungssystems zu bestimmen. Es bleibt aber die Frage offen,

ob iiberhaupt eine Losung der Hamilton—Jacobi Gleichung existiert. Dies ergibt sich aus
folgendem Satz:
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Satz 4.9 (Existenz von Losungen der Hamilton—Jacobi Gleichung) Mit den
Bezeichnungen von Satz 5.7 sei H € C3(W,R). Sei Sy € Co(R) eine Funktion mit

vo(u) := Sy(u) € Wia,u)

fir alle w € R. Dann gibt es eine in [a,b] x R relativ offene Teilmenge U von |a,b] x R
mit {a} x R C U und eine Lisung S € Co(U,R) der Hamilton—Jacobischen Differenti-
algleichung

Sy(z,u) + H(z, u, Su(z, u)) =0

m U zur Anfangsbedingung
S(a,u) = Sy(u) .

Beweis: Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen folgt, dafl es eine
in [a,b] x R relativ offene Teilmenge U von [a,b] x R gibt mit {a} x R C U, die in
eineindeutiger Weise von den Kurven z — (z,u, (z,«)) iiberdeckt wird, wobei u(x, )
die erste Komponente der Losung (u,v) = (u(z, @), v(z, a)) von

U(z,a) = H,(z,u(z,a),v(z,a)), u(a, ) = «
V(o) = —Hu($,u(x,a),v(x,a)), v(a, o) vo(av)

ist. Hierbei sei

' (z, ) = P u(z,a), V(r,a)= P v(z, ).

Es sei V' C [a,b] x R die Menge alle (z,a) mit (z,u(x,a)) € U. Wenn notig durch
Verkleinerung von U und V' kann erreicht werden, dafl U von der Form

U={(z,y):a<z<cly)}

ist mit @ < c(y) < b, und daf die Funktionaldeterminante der Abbildung (z,a) —
(x,u(z,a)) in V von Null verschieden ist:

8(:p,u(x,oz)) 1 0 8u
det W = % g_z —8—a([[‘704)>0,

ou

wegen 2%(a,a) = 9¢ = 1,. Es existiert dann die Inverse (z,u) — (z,a(z,u)) : U — V

von (z,a) — (z,u(z,«a)), die dieselbe Differenzierbarkeitsordnung hat wie (z,a) +—
u(z, ). Wegen H € Cj ist u(z,a) € Cy, also auch oz, u) . Ich definiere die Abbildung
v : U — R durch

o(z,u) = v(z, a(z,u)) .

Sei nun S die Losung von
() Se(z,u) = —H(m,u,ﬂ(m,u)) . Sla,u) = Sp(u),

in U, also

S(x,u) = So(u) — /OIH(y,u,'&(y,u))dy
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fir alle (z,u) € U. Ich werde zeigen, dafl
Su(z,u) = 0(x,u)

gilt. Wenn dies gezeigt ist, folgt direkt aus der Definition (%) von S, daf .S eine Losung
der Hamilton—Jacobischen Differentialgleichung zur Anfangsbedingung S(a,u) = Sp(u)
ist.
Zum Beweis beachte man, daf§ durch Einsetzen von u = u(z, «) in die Definition von @
folgt

v(z, @) = 0(z,u(z, a)) ,

also
D owa) = o(r,u(z,0)
= 0 u(r,0)) + 8 (x, u(x, 0)) Sz, )
= Uy(z,u(z,a)) + 0 (z, u(z, a))u'(z, @),
d. h.

Sue(T,u) = Spu(x,u)

Wegen (x) folgt hieraus durch Integration

Su(z,u) —o(x,u) = Su(a,u) —0(a,u)

Damit ist der Satz bewiesen.

4.6 Geometrische Optik und Eikonalgleichung In 4.4.2 wurde gezeigt, dafl die
Hamiltonfunktion zum Fermatschen Prinzip des kiirzesten Lichtweges durch

H(z,u,v) = —/n(z,u)? —v?, —n(z,u) <v <n(x,u)
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gegeben ist. Die Hamilton—Jacobi Gleichung lautet in diesem Fall

Sa(z,u) — v/n(z,u)? — Sy(z,u)2=0.

Aus Symmetriegriinden ersetze ich die Bezeichnung u durch y . Dann kann die Hamilton—
Jacobi Gleichung auch in der Form

Sy(m,9)* + Sy(z,9)* = n(x,y)*

oder
IVS(z,y)]* = n(z,y)*
geschrieben werden. Diese Gleichung nennt man in der geometrischen Optik auch Eiko-
nalgleichung.
Sei (u(z, a),v(z, ) die Losung von
U(z,a) = H,(z,u(z,a),v(z,a)), u(a, ) = «

V() = — Hy(z,u(z,a),v(z,a)), vla,a) = v(a)

mit vo(y) = Sh(y) € W(a,y) = (—n(a,y),n(a,y)) . In 4.4.2 wurde gezeigt, da v(z, ®)
die zweite Komponente eines Vektors V mit |V| = n(z,y) ist. Wegen
Sy(@,y) = 0(z,y) = v(w,alz,y)), [VS(z,y)| =n(z,y)

folgt
VS(z,y)=V.

Es wurde auch gezeigt, dafl der Tangentenvektor (1,u'(x,«)) an die Kurve z +~—
(z,u(z,a)) die Richtung von V', also von VS(z,u(x,a)) hat. Die Kurven z
(z,u(z,a)) sind also die Kurven des steilsten Anstiegs der Funktion S(z,y), sie ste-
hen senkrecht auf den Niveaulinien S(z,y) = const von S'.

Schreibt man zum Beispiel die Anfangsbedingung Sy(y) = 0 vor (also vo(y) = S, (y) =
0), dann ist die Gerade {a} x R selbst eine Niveaulinie von S. Die Kurven z
(x,u(x,«)) beginnen also im Punkt (a, ) senkrecht zu dieser Geraden:

Zeichnung - Niveaulinien

In diesem Beispiel ist die Gerade {a} x R eine “leuchtende Linie“. Die Kurven x —
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(x,u(x,)) sind die von dieser Linie ausgehenden Lichtstrahlen. Entlang der Lichtstrah-
len also Jewells in Richtung von VS, breitet sich das Licht mit der Geschwindigkeit
n(z 5 = IVS( oy aus. Daher ist die Niveaulinie S (x,y) = t eine Linie, die alle Punkte
auf den Llchtstrahlen verbindet, die vom Licht zum Zeitpunkt ¢ erreicht werden. Wenn
(1,y1) und (x2,y) zwei Punkte auf demselben Lichtstrahl sind, dann gibt die Differenz

S($27y2> - S(ffhyl)

die Zeit an, die das Licht entlang des Lichtstrahles vom Punkt (z1,y;) zum Punkt (25, ys)
bendtigt.
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5 Schwache Topologie von Banachriaumen

5.1 Konvexe Mengen in Banachrdumen, Trennungssatz

Definition 5.1 (Konvexe Hiille) Sei V ein normierter Raum und M C V. Die Menge

conv M = {Z Aiz; | N endliche Teilmenge von N, z; € M, \; > 0, Z Ai=1}

iEN ieN
heifit konvexe Hiille von M .

Ist M konvex, dann auch M . Ist M offen, dann auch conv M , wegen

conv M = U (Z)\M)

Icfo,y] el

I endlich
\ET A=1

Satz 5.2 Sei H ein Hilbertraum, und sei M C H abgeschlossen und konvexr, M # (.
Dann existiert fiir jedes x € H ein eindeutiges y € M mit

—y|| = inf ||z —n|| .
lz = yll = inf flz ]
Beweis. Sei n, € M mit limy_. || — || = inf,enm |7 — ]| = d.
Die Parallelogrammgleichung
lu+ol* + flu = v]* = 2[Jull* + 20|
ergibt mit u=x —n, v=ax—1

1
(*) e = mll” = 2lle = mll” + 2]}z = mll* = 4llz = 5 0me +m)|

Da M konvex ist, ist %(771@ +m) € M, somit

1
d* < ||z — 5(% +m)|? -

Zu jedem e > 0 gibt es [y mit || — x| < d + ¢ fiir alle I > . Aus (x) folgt also fiir
O<e<lundk,k >l

e =l < 2lle =il + 2]z — il — 4d°
< 2(d+e)? +2(d+¢e)? — 4d?
= 8de+4e* < (8d + 4)e.

Also ist {n;};°, eine Cauchyfolge und hat den Grenzwert y. Da M abgeschlossen ist, ist
y € M und fiir dieses y gilt

o =yl = llz = lim nif} = lim [lo =l = d.
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Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, dafl y eindeutig ist. Sei ¢’ ein zweites
Element aus M mit ||x — /|| = d. Dies ergibt

1
ly =yl = 2=yl +2lz—y|* = 4llz = 5+ )
< Ad® —4d* =0,

also y = ¢/, also ist y eindeutig bestimmt.

Folgerung 5.3 Sei S ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes H, S # (), sei
x € H und sei 6 = inf{||lx—yl| | y € S}. Dann gibt es genau ein yo € S mit |[x—yo|| =0 .

Beweis: Ergibt sich aus dem vorangehenden Satz mit M = S'.

Definition 5.4 (Projektion auf konvexe Mengen) Sei H ein Hilbertraum und
M C H abgeschlossen und konvex. Fiir # € H bezeichne Proj,, x das nach dem letzten
Satz eindeutig bestimmte Element aus M mit

IProjy, @ — zf| = inf |z —nll.
Proj,; : H — M heifit die Projektion von H nach M .

Lemma 5.5 Ses M C H eine abgeschlossene und konvere Menge. Dann gilt y =
Proj,, z genau dann, wenn y € M ist und

Re (y,n —y) > Re (2,1 —y)
fiir allen € M .
Beweis: Sei v € H, y = Proj,, . Da M konvex ist, folgt
A-tly+tn=y+itln—y)eM
fiir alle 0 <t < 1, folglich nimmt
p(t) =l —y =t —y* = |z — yl* = 2t Re (@ — y,n — y) + |l -y
das Minimum an fiir ¢ = 0. Also gilt
0<¢'(0)=—-2Re(z —y,n-y),

somit
Re (y,n—y) > Re(z,n—y).
Umgekehrt sei fiir y € M und fiir alle n € M

Re(y,n —y) > Re(z,n —y).
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Dies ergibt
0<Re(y—z,(n—2)+(x—y)=—llz—y|*+Re(y —2,n— =),

also
lz =yl <Re(y—ax,n—x) <|lz—yllln—=z|,

somit
o =yl < lln— ]
fiir alle n € M . Also ist y = Proj,, .

Folgerung 5.6 Sei H ein Hilbertraum und S ein abgeschlossener Unterraum wvon
H,S # 0. Dann gilt y = Projgx, genau dann, wenn y € S mit

(x—y,2)=0
fir alle z € S. (In diesem Fall ist Projg also die orthogonale Projektion auf S .)

Beweis. Sei (x — y, z) = 0 fiir alle z € H . Dann folgt fiir alle n € S
Re(y—z,n—2)=02>0,

wegen n —y € S, also y = Projgz, nach Lemma 5.5. Sei umgekehrt y = Projgz. Aus
Lemma 5.5 folgt dann
Re(y —z,2) >0

fir alle z € S, also _
Re(My —x,z)) =Re(y —z,A2) >0

fir alle A € K, somit (y —x,2z) =0 fir z € S.

Definition 5.7 (Reell lineare Abbildungen) Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine
Abbildung f : V' — R heif3t reell linear, wenn fiir alle x, xy, 25 € V und alle A € R gilt

flrr+m2) = fla) + f(2)
fQz) = M(z).

Bemerkung 5.8 Sei V' ein normierter Raum iiber K. Fiir eine reell lineare Abbildung
f gilt genau wie fiir eine lineare Abbildung, daf} sie stetig ist, genau dann, wenn sie
beschrankt ist. D.h. die reell lineare Abbildung f : V' — R ist stetig, genau dann, wenn
eine Konstante C > 0 existiert mit

[f(@)] < Cllz|

fiir alle x € V. Denn V ist auch ein normierter Vektorraum iiber R, und fiir diesen
normierten Vektorraum sind die reell linearen Abbildungen gerade die linearen Abbil-
dungen.
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Satz 5.9 (Trennungssatz) Sei H ein Hilbertraum tber K, sei M C H eine abge-
schlossene, nichtleere, konvexe Teilmenge von H , und sei x € H\M . Dann gibt es eine
stetige, reell lineare Abbildung f : H — R mat

f(x) > sup f(z).

zeM

Beweis: Sei y = Proj,, . Dann ist f = H — R mit

f(2) = Re(z -y, 2)

eine reell lineare Abbildung mit

[f(2)] < [Re(z —y,2)| < [lx =yl l|=]],

also ist f stetig. Auflerdem gilt nach Lemma 5.5 fiir alle n € M

fz) = Re(r—y,z)=(r—y,v—y)+Re(r—y,y)
= |z —yllP+Relly—2,n—y) + (x — y,n)]
> |z —y|*+Re(z—y,n) =z —ylI> + f(n),

und somit

sup (1) < f(z) — |z —yl* < f(=),

neM

wegen v € H\M ,y € M ,alsox #y.

Folgerung 5.10 Sei H ein Hilbertraum. Dann ist jede nichtleere abgeschlossene, kon-
vexe Teilmenge M von H der Durchschnitt aller abgeschlossenen Halbrdume, die diese
Menge enthalten.

(Wenn f: H — R eine stetige, reell lineare Abbildung ist und o € R, dann heiffen die
abgeschlossenen Mengen

{reH][f(z)za}

und
{reH|f(x)<a}

abgeschlossene Halbrdume.)

Beweis: Sei # € H\M . Nach Satz 5.9 gibt es @ € R und eine stetige, reell lineare
Abbildung f : H — R mit sup,,, f(2) < a < f(z), also ist = nicht Element des
Durchschnitts aller abgeschlossenen Teilrdume, die M enthalten.
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5.2 Schwache Topologie, schwache Konvergenz, schwache Folgenkompaktheit
Sei V' ein normierter Raum und V’ der Dualraum, d.h. der Raum aller stetigen linearen
Abbildungen f:V — K.
Fir f € V/ sei
Up={z eV ||f@) <1}.

Die schwache Topologie auf V' wird folgendermaflen erkléart. Eine Menge U C V ist nach
Definition eine Umgebung von 0 (Nullumgebung), genau dann, wenn es endlich viele
stetige lineare Abbildungen fi,..., f, € V' gibt mit

ﬁUfi cuU.
i=1

Fiir beliebiges z € V ist W C V eine Umgebung von =, genau dann, wenn es eine
Nullumgebung U gibt mit

W=x+U={z+y|lyeU}.

Das so definierte System von Umgebungen erfiillt die Axiome, die von einem System
von Umgebungen verlangt werden, und definiert damit eine Topologie auf V. Die so
definierte Topologie auf V' hat aulerdem noch folgende Eigenschaft: Versieht man V' mit
der schwachen Topologie, und versieht man K mit der {iiblichen Topologie, dann sind die
Vektorraumaddition und Multiplikation

(x,y) — z+y : VXV — V
Nz) — Az @ KxV — V

stetige Abbildungen. Also ist die schwache Topologie auf V' eine Vektorraumtopologie
auf V', und V ist ein topologischer Vektorraum mit der schwachen Topologie.

Die schwache Topologie auf V' ist die grobste Vektorraumtopologie auf V', in der noch
alle f € V' stetig sind. Umgekehrt ist jede lineare Abbildung ¢ : V' — K, die in der
schwachen Topologie stetig ist, auch in der Normtopologie stetig, weil die Normtopolo-
gie feiner ist als die schwache Topologie, also stimmt der Dualraum V’ zu V mit der
Normtopologie iiberein mit dem Dualraum zu V' mit der schwachen Topologie.

Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es zu jedem x € V mit  # 0 ein f € V' mit
|f(z)] > 1, alsoist = & Uy, folglich ist die schwache Topologie eine separierte Topologie,
d.h. Grenzwerte sind eindeutig.

Satz 5.11 Sei V' ein normierter Raum. Fine Folge {x,}>2, C V konvergiert schwach
gegen x € V' (d.h. in der schwachen Topologie von V'), genau dann, wenn fir alle f € V'
qgilt

lim f(r,) = /().
Beweis. Wenn {z,}°2; schwach gegen x € V konvergiert, gilt
lim, . f(z,) = f(z), da jedes f € V' stetig ist in der schwachen Toplogie. Umgekehrt
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gelte lim, o f(z,) = f(z) fir alle f € V'. Sei x + U eine Umgebung von x, wobei U
eine Nullumgebung ist. Dann gibt es fi,..., f,, € V' mit

Wegen lim,, ., fi(z,) = fi(z) fir i =1,...,m gibt es k; mit
|fi(wn — )| = [fi(zn) — filz)] <1

fir alle n > k;, also auch fiir alle n > ky = max{ky,...,ky,}, somit

xn—xEﬁUﬁgU

i=1
fiir alle n > kg, also
tp=2+ (r,—x)€x+U, n>u.

Da z 4+ U eine beliebige Umgebung von x ist, bedeutet dies, dal lim,, ., z, = x gilt in
der schwachen Topologie von V.

Wenn {x,}>, in der schwachen Topologie gegen x konvergiert, schreibt man auch
Tp, — x. In einem Hilbertraum gilt z,, — =, genau dann, wenn

lim (z,, z) = (z, 2)

n—oo

gilt fiir alle z € H, weil in einem Hilbertraum jede stetige lineare Abbildung f € H’
dargestellt werden kann in der Form

flz) = (z,2)
mit einem geeigneten z = z(f) € H .

Lemma 5.12 (Abschitzung der Norm des schwachen Grenzwertes) Sei H ein
Hilbertraum und x, — x .

(i) Dann gilt
|z]| < liminf ||z, .

(i) Aus limsup ||x,| < ||z]| folgt x,, — x .

n—oo

Beweis: (i)
lzn = 2l* = lzall® — 2(2, 2a) + |||

folgt wegen (x,,z) — (z,z) = ||z||*, daBl
0 < liminf|z, — z||* = liminf ||z, |* — 2 lim (z,,,2) + |||

= liminf ||z,|2 — ||z||?,
n—oo
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also ||z||? < liminf [|2,||* .
(ii) Es gilt

limsup ||z — z,||> = limsup|z,|* — 2 lim (z,,z) + |||
n—oo

n—oo n—oo

= limsup||z,[|* — ||z|]* <0,
folglich
0 < lim ||z — ,]]* <limsup||z — z,|* <0,

n—0oo n—o0

d.h. z, — z.

Satz 5.13 (Abschlufl konvexer Mengen in der schwachen und in der Normto-
pologie) Sei H ein Hilbertraum, und sei M eine konveze Teilmenge. Dann stimmen
der Abschluf$ von M in der Normtopologie und in der schwachen Topologie tiberein.

Beweis. Sei M der AbschluB von M in der Normtopologie, und sei " der AbschluB
von M in der schwachen Topologie. Da die Normtopologie feiner ist als die schwache

Topologie, ist auch " in der Normtopologie abgeschlossen, also
Mll'H C MW _

Nach Folgerung 5.10 ist jede in der Normtopologie abgeschlossene konvexe Menge der
Durchschnitt von (in der Normtopologie) abgeschlossenen Halbraumen.

Also ist 'V der Durchschnitt von abgeschlossenen Halbraumen, da mit M auch !
konvex ist.

Es wird nun gezeigt, dafl diese Halbrdume auch in der schwachen Topologie abgeschlos-
sen sind. Wenn dies gezeigt ist, folgt, dafl M”'H der Durchschnitt von in der schwachen
Topologie abgeschlossenen Mengen ist, also ist HH'” selbst schwach abgeschlossen, somit
folgt

MW C MH'H ’
zusammen also M = MH'” .
Jeder abgeschlossene Halbraum ist nach Definition von der Form

{reH]|f(z) <a}

mit einer geeigneten stetigen, reell linearen Abbildung f : H — R und mit geeignetem
aeR.

Ein solches f ist aber auch in der schwachen Topologie stetig, also ist der Halbraum
auch in der schwachen Topologie abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen Menge
unter einer stetigen Abbildung.

Um zu zeigen, dal f schwach stetig ist, sei K = C, weil sonst nichts zu zeigen ist.
Dann ist die Abbildung g : H — C,

g(x) = f(x) —if(ix)
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eine stetige, (komplex) lineare Abbildung. Denn fiir A = A\; +iAy € C mit Ay, Ay € R gilt

g((A +ide)z) = f((A +ide)z) —if (i(A +id)x)
= Mf(x) + Xaf(ix) — M\if(ix) + Ao f(x)
= (A +id)f(z) — (A1 +i)if(ix)
= (M +iX)g(z).

Somit ist g € H', also ist g auch in der schwachen Topologie stetig, also auch f = Reg,
als Hintereinanderausfiithrung von g und der Projektion auf die reelle Achse.

Definition 5.14 (Beschrinkte Mengen) Sei V' ein topologischer Vektorraum. Eine
Menge M C V heifit beschriankt, wenn es zu jeder Nullumgebung U eine Zahl A\g > 0
gibt mit M C AU fiir alle A € K mit [A] > Ag.

Als Beispiel betrachte man folgenden Spezialfall: Sei V' normierter Raum: Eine Menge
M C 'V ist beschrankt, genau dann, wenn

sup ||z < oo
zeM

M ist beschrinkt in der schwachen Topologie, genau dann, wenn fiir jedes f € V' gilt

sup | f(z)] < oo
zeM

Satz 5.15 (Aquivalenz von schwacher und Normbeschrinktheit) Sei V  ein

normierter Raum und M C V. Es gilt: M st schwach beschrdnkt, genau dann, wenn
M beschéinkt ist.

Zum Beweis braucht man folgenden

Satz 5.16 (von Banach-Steinhaus) Sei X ein Banachraum, Y ein normierter Raum
und F eine Menge von stetigen linearen Abbildungen von X nach'Y mit

sup ||Tz||y < oo
TeF

fiir alle x € X . Dann gilt
sup || 7| < o0
TeF

Hierbei ist die Norm von 7" wie iiblich definiert:

1T} = sup [[Tz]y .

=<1

Beweis von Satz 5.15: Wenn M beschriankt ist, folgt fiir alle f € V'

sup | f ()] < sup [f|| [[=] < [|f]] sup [[=]| < oo,
zeM zeM zeM
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also ist M schwach beschrankt.
Sei umgekehrt M schwach beschrinkt. V' ist ein Banachraum, und jedes x € V
definiert eine lineare stetige Abbildung J[z] € V" durch

(Jz])(f) = f(z) mit [|J[z][lv" = [l2]v .
Wenn M schwach beschriankt ist, bedeutet dies fiir alle f € V', daf3

sup [(J[z])(f)] = ;‘;lﬂglf(l’)l <00.

zeM

Die Menge {J[z] | x € M} von stetigen linearen Abbildungen auf dem Banachraum V'
ist also punktweise beschrankt. Aus dem Satz von Banach-Steinhaus folgt somit, dafl

sup lz[lv = sup [T [z][lvn < oo

gilt, also ist M normbeschrénkte Teilmenge von V' .

Folgerung 5.17 Sei H ein Hilbertraum mit {z,}°,, {yn}>2, C H. Es gelte
r,—x€H, y,—yeH.

Dann gilt (x,,yn) — (z,y) .

Beweis: Es gilt (y,,2) — (y, 2) fiir alle z € H, also gilt fiir alle z € H

sup | (yn, 2)| < o0,
neN

folglich ist {y,}22; schwach beschrinkt, und somit auch beschrinkt:

[yl < C
fiir alle n € N. Also ergibt sich
[(z,y) = (@0, yn)| = [(@,9) = (¥0 — 2, yn) — (2, Yn)|
< (@ y) = (@ y0) = (@0 — 2, 90))|

flir n — oco.

Satz 5.18 (Schwache Folgenkompaktheit der Einheitskugel) Sei H ein Hilber-

traum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B1(0) = {x € H | ||z|| < 1} schwach
folgenkompakt.
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Beweis: Sei {z,,}°°, C B;(0). Es mufl gezeigt werden, dafi es eine Teilfolge {z,, }32,
und x € B;(0) gibt mit

(Y, &) = (y, @)
fiir alle y € H . Hierzu sei
H = span {xn}?zozl :
Dies ist ein abgeschlossener Unterraum von H , also selbst ein Hilbertraum. Auferdem
ist H separabel, das heifit, es gibt eine abzéhlbare dichte Teilmenge {y;}7°, von H .

Es geniigt nun zu zeigen, daB es eine Teilfolge {z,, };>, und = € H N B;(0) gibt mit

() (2,@n,) = (2,2)

fiir alle z € H . Denn sei H+ der Orthogonalraum von H . Dann kann jedes y € H zerlegt
werden in
y=z+2z2"
mit z € H und 2+ € H-. Aus () folgt dann
(Y, ) = (2,20,) + (27, 20,) = (2,20,
- (Z,l‘) = (271‘) + (ZJ_ax) = (y,x) )

wegen T, , v € H .

Zum Beweis von (*) wihle mit dem Diagonalverfahren eine Teilfolge {x,, }?°, so aus,
daf3 die Folge

{(yl7 $nk)}20:1
in K konvergiert fiir alle . Dann konvergiert auch die Folge

{(y’ xnk)}iozl
fir jedes y € Y = span{y;}7°, C H . wegen
Y=oy, + ...+ anl,

fiir jedes y € Y mit geeigneten m und «q,...,a, € K. Definiere eine Abbildung f :
Y — K durch

fly) = lim (y,z,,) .

k—o0
Es gilt firy,z € Y
fly+2) = lm(y+zm,) = lim(y,z,,) + lm (2,2,)
= fw)+f(2),

und ebenso f(Ay) = Af(y), also ist f linear. Weiterhin gilt
F@) = | lim (2] < I [(g.2,)

< limsup [[y| [|zn, [| < [yl ,
k—oo
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also, flir y,z € Y
1) = Fl =1y =2 < lly— =,

d.h. f ist gleichméBig stetig auf ¥, und kann somit zu einer stetigen Abbildung g auf
Y = H fortgesetzt werden. g ist automatlsch auch linear, also g € H' mit [|g|| < 1,
und folglich existiert nach dem Rieszschen Darstellungssatz ein eindeutiges € H mlt
f(2) = (z,2) fiir alle z € H und mit ||z|| = ||g|]| <1, also 2 € B;(0)N H . Sei nun z € H
beliebig und € > 0. Wihle y € Y mit ||z — y|| < &/3. Es folgt

IN

’(Z,l‘) - (y,:v)! + ’(ywr) - (y7$nk)‘ + |(y7xnk) - (Zawnk)‘
< Nz =yllllzll + [/ ) = (g, zn ) + lly = 2l 2,
< €/3+¢/34+¢/3 = ¢

|(2,2) = (2,20,

A\

fir k > ko, ko = ko(e) geeignet. Also folgt

khm (z,20,) = (2,2)

fiir alle z € H . Damit ist () bewiesen, und es folgt z,, — z.
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6 Konvexe Funktionale

6.1 Unterhalbstetige Funktionen In diesem Abschnitt sei H ein Hilbertraum.

Definition 6.1 Sei M C H M # () und sei f : M — (—o00,00]. f heifit von unten
halbstetig im Punkt x € M, wenn fiir jede Folge {z,,}5°; C M mit z,, — = gilt

f(z) < liminf f(z,).
f heiBt schwach von unten halbstetig im Punkt x € M , wenn fiir jede Folge {z,}>*, C M

mit x, — x gilt

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

f heiBt (schwach) von unten halbstetig, wenn f in jedem Punkt von M (schwach) von
unten halbstetig ist.

Lemma 6.2 (i) Seien fi, fo : M — R konvex. Dann ist fi + fo konvez. Ist fi strikt
konvex und fs konvex, dann ist f1 + fo strikt konvex.
(ii) Eine reell linear Abbildung H — R ist konvex.

Beweis: klar.

Satz 6.3 (Aquivalenz von Unterhalbstetigkeit und schwacher Unterhalb-
stetigkeit bei konvexen Funktionalen) Sei M C H eine konvexe Menge und sei
f: M — (—o00,00| konvex. Dann gilt: f ist schwach von unten halbstetig genau dann
wenn f von unten halbstetig ist.

Beweis: Wenn f schwach von unten halbstetig ist, ist f auch von unten halbstetig.
Denn aus x,, — z folgt z,, — x und somit

f(z) < liminf f(z,).
Um die Umkehrung zu beweisen beachte man, da} f schwach von unten halbstetig ist

falls die Menge
{:I;GM|f(x)§5}

fiir jedes € € R schwach abgeschlossen ist in der auf M durch die schwache Topologie
induzierten Topologie. Denn sei {z,}>°; € M mit x, — zo € M und sei {z,, }3>, eine
Teilfolge mit

f(zy,) — liminf f(z,) =a.

Fiir jedes 0 > 0 gibt es dann ein m mit

fn,) <a+d

also
T, € {z € M| f(z) <a+ 6}
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fiir alle £ > m . Wenn diese Menge schwach abgeschlossen ist, gehort folglich auch der
schwache Grenzwert o von {x,, }?°; zu dieser Menge, also

f(x0)§a+(5,

und somit
f(zo) < a =liminf f(z,),

weil & > 0 beliebig war. Somit ist f schwach von unten halbstetig.

Um den Beweis von Satz 6.3 fertig zu machen, sei also f von unten halbstetig. Es geniigt
zu zeigen, daB die Menge {z € M | f(z) < €} fiir jedes € € R schwach abgeschlossen ist.
Da M und f konvex sind, ist auch diese Menge konvex wegen

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y) <e.

Konvexe Mengen sind nach Satz 5.13 schwach abgeschlossen, genau dann wenn sie ab-
geschlossen sind. Da f von unten halbstetig ist, ist A. = {z € M | f(z) < £} aber
abgeschlossen, also schwach abgeschlossen. Somit ist f schwach von unten halbstetig.
Zum Beweis sei 79 € A, und {z,}°°, C A, mit x,, — z. Wegen der Halbstetigkeit von
f folgt dann

f(zo) <liminf f(z,) <e,

n—oo

also 7o € A, und somit A, = A. .

Beispiel 6.4 (Konvexitidt der Norm) Sei H ein Hilbertraum mit Norm || - || . Dann
ist z — ||z]|* : H — R stetig und strikt konvex. Denn fiir 0 < ¢t < 1 und z # y gilt
? 2 & [ 12 20,112
gelitr + A =0y" = g |llel” + 260 = )Re (z,y) + 1 = )7yl
= 2||z]* - 4Re (z,) + 2[lyl* = 2]z — y[I* > 0.

Somit ist die Abbildung strikt konvex. Da diese Abbildung stetig ist, ist sie auch von
unten halbstetig, und somit schwach von unten halbstetig, d.h. fiir x,, — x gilt

|z]|? < liminf ||z, .
Dies wurde schon in Lemma 5.12 (i) gezeigt.

6.2 Existenz eines Minimums

Definition 6.5 (Koerzitivitidt) Eine Funktion f : H — (—o00,00] heifit koerzitiv,
wenn Konstanten c¢; > 0, ¢y > 0 existieren mit

flx) > aeiflz]]® — e
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Lemma 6.6 Sei H ein Hilbertraum, sei f; : H — (—o00, 00| koerzitiv. Sei fo : H —
(—00,00] und sei g : H — R eine stetige, reell lineare Abbildung mit

fa(x) = g(x) = C
fir alle x € H. Dann ist fi1 + fo koerzitiv.
Beweis: Es gibt ¢; > 0 und ¢, € R mit

f@) + hlz) > alz]? =+ g) - C
- cluxuunxug(H H) C— e,

cillz)? = [lz]| sup |g(y)] — C = e
llyll<1

v

C
> §1||:CH2+C'1—C—02,
wobei
O = min (Ll — o) sup la(w)l) = 5~ ( sup lo(w)])’
1 =min | —||z|” — ||z| sup |g(y)|) = —=— sup |g(y .
weH \ 2 lyll<1 2¢1 N )<

Folglich ist f; + f> koerzitiv.

Satz 6.7 (Existenz eines Minimums bei konvexen Funktionalen) Sei f : H —
(—o00, 00| eine konvexe, von unten halbstetige, koerzitive Funktion. Dann gibt es ein
xg € H mit

f(ao) = min f(z).
Wenn f strikt konvex ist, ist das Minimum eindeutiq.

Beweis: Wenn f = oo gilt, ist die Behauptung richtig. Also sei

;ggf( r)=a<00.

Wegen der Koerzitivitit gilt fiir alle z € H mit [|z(> > r = © 12 daB
(%) f@)>alz|P—c>a+1+cs—co=a+1.

Wiéhle nun eine Folge {x,}22, C H mit

lim f(x,) =a= inf f(x).

n— oo zeH

Wenn (k) existiert eine Zahl ny mit
[zal] <,

also
z, € B,(0) ={zeH]||z]| <r}
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fiir alle n > ng . Nach Satz 5.18 ist B,.(0) schwach folgenkompakt, also gibt es z¢ € B,.(0)
und eine Teilfolge {z,, }32, mit

Tp, — Xg -

k

Da f konvex und von unten halbstetig ist, ist f nach Satz 6.3 auch schwach von unten
halbstetig, also gilt

flao) < liminf f(zy,) = lim f(z,)
= lim f(z,) = inf f(z),
und somit

f(wo) = min f(z).

Um zu zeigen, daf§ das Minimum eindeutig ist, soll angenommen werden, dafl z¢, z{, € H
existierten mit xo # x; und mit

f(xo) = f(x) = min f(x).

zeH

Dann folgte fiir alle ¢ € (0,1)

F(to + (1= 1)) < tf(xo) + (1= ) f(ap) = min ().

Dies ist ein Widerspruch, also kann das Minimum nur in einem Punkt angenommen
werden.

Lemma 6.8 (Beschrinktheit konvexer, unterhalbstetiger Funktionale) Sei f :
H — (—o0,00] eine konvexe, von unten halbstetige Funktion. Dann existiert ein reell
lineares, stetiges Funktional g : H — R und eine Konstante ¢y € R mit

f(@) > g(z) + co
fiir alle x € H .

Beweis: Falls f = oo ist, ist die Behauptung klar. Also geniigt es den Fall zu betrachten,
wo ein xy € H existiert mit f(xy) < oo. Beachte zunéchst, dafl der Raum H x K ein
Hilbertraum ist mit dem Skalarprodukt

(N 1) e = (@9 + N

1, Mz = A/ llellZ + AP

K(f)={(z,\) e HxR| f(z) <A} C H xK.

Dies ist eine konvexe, abgeschlossene, nichtleere Menge. Denn seien (z, A) und (y, u) €
K(f). Dann folgt fir 0 <t <1

fltz+ (1 —t)y) < tf@@x)+ (1 —1)f(y)
< tA+(1-1t)u,

und der Norm
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also ist
tx,A)+ (1 =) (y, p) = (tz+ (1 =)y, tA+ (1 = t)u) € K(f),

und somit ist K (f) konvex.
Um zu sehen, daB8 K (f) abgeschlossen ist, sei (z,\) € K(f) und
{(Tm, Am) }2°_; € K(f) eine Folge mit lim,, oo (Zm, Am) = (2, ). Da f von unten halb-
stetig ist, folgt

f(z) < liminf f(z,,) < liminf A,

m—0o0 m—0o0

= lim A\, = A,

m—0o0

also (z,\) € K(f); folglich ist K(f) abgeschlossen.
Sei nun g € R mit pu < f(xg). Dann ist (xo, ) ¢ K(f), also gibt es nach Satz 5.9 eine
stetige, reel lineare Abbildung G': H x K — R mit

(%) G((Jjo,,u)) > sup G((:I;, )\))

(=) eK(S)
Definiere die Abbildung h : H — R durch
h(z) = G((z,0)).

Dann ist / reell linear und stetig. Auch die Abbildung A — G((0,))) : K — R ist reell
linear und stetig, also gibt es ein w € K mit

G((0,))) = Re (A, w)x = Re (\@)
fiir alle A € K. Zum Beweis beachte man, daf fiir jede stetige reell lineare Abbildung «

gilt
u = Reu

mit einer stetigen linearen Abbildung 4. Dies wurde im Beweis von Satz 5.13 gezeigt.
Also gilt fiir alle (z,\) € H x K

G((@.2)) = G((@.0)) + G((0, 1) = h(x) + Re (Az)

und wegen p € R kann somit (%) auch in der Form

G ((zo, 1)) = h(wo) + p(Rew) > sup [ sup (h(z) + )\(Rew))]

z€H - \>f(x)
geschrieben werden. Insbesondere folgt hieraus

G((zo, 1)) = h(zo) + (Rew)p > h(zo) + (Rew) sup A,
Az f(wo)

was wegen f(zo) < oo nur sein kann wenn (Rew) < 0. Auflerdem folgt

G (20, 1)) > h(z) + f(x)(Re)
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fiir alle x € H, d.h.

mit g(z) = —gz=h(z) und

1
=—0G .
Co Rew ((l'(], M))
Folgerung 6.9 Sei H ein Hilbertraum und f: H — (—o00, 00| eine konvexe, von unten
halbstetige Funktion. Dann ist die Funktion

2 f(x) + 5 [l

fiir jedes o > 0 strikt konvex, von unten halbstetig und koerzitiv. Also gibt es ein ein-
deutiges xqg € H mit

Fwo) + 5 lao* = min (f(x) + 5 la)

Beweis: f(x)+ §||z||? ist von unten halbstetig als Summe einer von unten halbstetigen
und einer stetigen Funktion. Im Beispiel 6.4 wurde gezeigt, da§ die Abbildung z — ||z||?
strikt konvex ist. Also ist §||x||* strikt konvex, folglich nach Lemma 6.2 auch f(z) +
2||||*. Nach Lemma 6.8 gibt es eine Konstante ¢y € R und ein reell lineares, stetiges
Funktional g : H — R mit f(x) > g(x) + ¢ fiir alle x € H. Da x — $||z||* koerzitiv ist,
ist also auch f(z) + $[|z||* koerzitiv nach Lemma 6.6. Der Rest der Behauptung ergibt
sich nun aus Satz 6.7.

6.3 Subdifferentiale Fiir den Rest dieses Kapitels sei H immer ein reeller Hilber-
traum. Dies ist keine Einschriankung der Allgemeinheit, weil jeder Hilbertraum mit dem
Skalarprodukt Re (-, -) zu einem reellen Hilbertraum wird.

Definition 6.10 Seien M C H und f : M — (—o00,00|. Das Subdifferential f von
f ist eine Abbildung 0f : M — P(H)(= Potenzmenge von H), die folgendermafien
definiert ist

y€of(z) = vVEeM: f(&) > (y,{—x)+ f(x).

6.3.1 Beispiele fiir Subdifferentiale. a) Sei H = R und sei f : R — R definiert
durch

0, <0
flz) = 1, 0<x<1
oo, x>1
Dann gilt
{0}, r <0
{yeR|0<y<1}, =z=
If(x) =< 0, 0<z<l1
{y€R|1§y}’ L=
0, x>1.
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b) Sei H ein reeller Hilbertraum, sei M C H eine offene und konvexe Menge und sei
f: M — (=00, 00| ein konvexes Funktional. Sei z € M . Dann gilt:
Existiert grad f(x), dann ist

Of (x) = {grad f(z)} .

Beweis: Es gilt fiir alle z € M und alle 0 <¢ <1

tf(z)+ (1 —t)f(z) > f(L—t)z+tz) = f(z+t(z —2)).

Wenn grad f(z) existiert, folgt hieraus

FE)~ f@) > lim [+t — ) - )]

t—0+

= (grad f(x), 2 —:v) ,

also grad f(z) € df(x). Angenommen, es sei y € Jf(z) und y # grad f(x). Dann
existiert h € H mit

(grad f(z),h) < (y,h).

|h|| kann so klein gew#hlt werden, da8 = + th € M ist fiir alle ¢ mit 0 <¢ <1, weil M
offen ist. Also folgt

fth+z)— f(x) = t((grad f(x),h) - 0(1))
<tly,h) = (y,th+x—2z) < f(th+x) — f(x)

fiir geniigend kleines ¢t > 0. Dies ist ein Widerspruch, also folgt
y = grad f(x), also
Of (x) = {grad f(z)}.
c) In Beispiel 6.4 wurde gezeigt, dafl f(z) = ||z||* konvex ist. In einem reellen Hilber-
traum gilt

(grad f(z),h) = hm%[f(ijth) — f(2)]

t—0

_ : 1 2 2
= Tim (o + th]]* = Js]]?)

— T 2\ —

also grad f(x) = 2z, und somit
0f(x) = {2z},

also, wenn x mit der Menge {z} identifiziert wird,

af =21
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(I = Identitét).
d) Sei g : H — R eine stetige lineare Abbildung. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz
gibt es dann ein eindeutiges y € H mit

g(x) = (y,7)

fiir alle x € H, und es gilt

(grad g(z),h) = lim%(g(x +th) — g(z))

t—0

1

t—0

also 0g(z) = {y}.

Definition 6.11 (Wertebereich des Subdifferentials) Sei f : H — (—o00,00] eine
konvexe Funktion und a > 0. Die Menge

R(al +0f) = U [ax + 0f (2)]

zeH

heift Wertebereich der Abbildung ol + 0f : H — P(H), die durch
(@l +0f)(x) = az+0f(z) = {ax +y | y € Of(x)}
definiert ist.

In den néchsten Abschnitten wird gezeigt, daf es zu vielen elliptischen Differentialope-

ratoren der Form
"9
> ges(Vule)
i=1 v

in Sobolevrdumen eine konvexe Funktion f gibt mit

Of(u) = {— i aiiai (Vu(x))} :

Die Gleichung
"0
— ; 8—%@1- (Vu(a:)) + au(z) = g(x)

kann also fiir jede beliebige gegebene Funktion g aus dem Hilbertraum H (meistens ist
H = L*(Q)) gelost werden, genau dann wenn R(al + df) = H gilt. Um die Frage zu
untersuchen, wann dies gilt, benétigen wir folgendes Lemma.

Lemma 6.12 Sei f : H — (—o0, 0] eine konvere Funktion und g : H — R eine lineare
stetige Funktion mit

g(x) = (y,7)
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fiir alle x € H. Dann nimmt f+ g das Minimum an an der Stelle xq , genau dann wenn
—y € Of(xo). Insbesondere nimmt f das Minimum an an der Stelle xy, genau dann
wenn 0 € 0f(xo) .

Beweis: —y € 0f(zg) ist dquivalent zu
f(z) > (—y,x — x9) + f(xo) fiir alle z € H,
und dies ist dquivalent zu

f(x) +g(x) = f(x) + (y,2) = f(x0) + (v, 20) = f(x0) + g(0)

fiir alle x € H, und dies ist schliellich &dquivalent zu
f(x0) + (o) = min (f(z) + g(x)) .

Satz 6.13 (Surjektivitit und Injektivitit des Subdifferentials) Sei f : H —
(—00, 00| eine konvexe, von unten halbstetige, koerzitive Funktion. Dann gilt

R@Of)=H.

Wenn f strikt konvex ist, dann ist Of injektiv, d.h. zu jedem y € H gibt es genau ein
x € H mit
y € 0f(x).
Beweis: Sei y € H. Um zu zeigen, dafl y € R(Jf) ist, betrachte die stetige lineare
Abbildung ¢ : H — R mit
9(x) = (=y,z).

Die Funktion f + g ist von unten halbstetig als Summe einer stetigen und einer von
unten halbstetigen Funktion. Nach Lemma 6.2 ist f 4+ ¢g konvex beziehungsweise strikt

konvex, und nach Lemma 6.6 ist f + ¢ koerzitiv. Nach Satz 6.7 gibt es also ein 2o € H
mit

f(x0) + g(wo) = min (f(z) + g(x)) .

und nach Lemma 6.12 ist dies dquivalent zu

y € 0f(x0),

also ist R(0f) = H. Wenn f + g strikt konvex ist, nimmt nach Satz 6.7 f + ¢g das
Minimum an in genau einem Punkt zq € H, also gilt y € 0f(xy) nur genau fiir dieses
xg, also ist Jf injektiv.

Folgerung 6.14 Sei f : H — (—o00,00] eine konvexe, von unten halbstetige Funktion.
Dann gilt fir alle o > 0, dafs
R(al +0f)=H,

und ol + 0f ist injektiv.
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Beweis: Sei g(x) = f(x) + %[jz||*. Nach Beispiel 6.3.1 c) ist

ol=l*) = {2z},

also folgt fiir alle y € H und alle z € df(z)

o) = @)+l > Gy —2) + @) + S ey —2) + )]

= (+ar,y—2)+ f(@) + Slal® = (= + az,y — ) + gla).

also z + ax € dg(z), und somit ax + df(x) C dg(z) . Es gilt auch dg(z) C ax + Jdf(z),
also dg(z) = ax+Jf(z) . Denn angenommen, es gibe ein z € dg(z) mit z—ax ¢ Jf(z).
Dann existierte ein h € H,h # 0, und ein € > 0 mit f(z+h) < (z —ax,h) + f(z) — €.
Aus der Konvexitiat von f folgte dann fiir alle 0 <t < 1

fl+th) = f(tx+h)+ (1 —t)z) <tf(x+h)+(1—1t)f(z)
< tlz—ax,h)+tf(x) —te+ (1 —1t)f(x)
= t(z—ax,h) —te+ f(2),

also
glx+th) = f(z+th)+ %Hx + th|?
<z = az,h) + f() - te + 5 (o] + 2t(x, b) + 2]}
= #(z,h) + g(a) — t= + 25 ||n*
= (=2,th) + () — t(c — t5|AIP) < (=, th) + g(a)
fiir hinreichend kleines ¢ > 0. Dies ist ein Widerspruch zu z € dg(x), also ist dg(z) =

ax + df(x), und somit
g =al +0f.

Nach Folgerung 6.9 ist g = f + %||x||2 strikt konvex, von unten halbstetig und koerzitiv,
also ergibt Satz 6.13 daBl R(Jg) = R(al 4+ 0f) = H , und dafl al + Of injektiv ist.
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7 Direkte Methoden der Variationsrechnung

7.1 Konvexe Variationsfunktionale, Existenz eines Minimums In diesem Ab-
schnitt werde ich die Ergebnisse der beiden vorangehenden Abschnitte beniitzen, um die
Existenz der Losung von Variationsproblemen zu beweisen.

Die dabei angewandten Beweismethoden heiflen direkte Methoden der Variationsrech-
nung. Ich studiere das folgende Variationsproblem im R™ : Sei 2 C R", sei b eine
nichtnegative Zahl oder sei b = 400, und sei /' : R® — R. Gesucht ist eine Funktion
u:Q — R, die fiir alle Punkte = des Randes 99 von 2 die Bedingung

0<u(z)<b

erfiillt, und fiir die das Integral
F(Vu(z))dx
Q
unter allen derartigen Funktionen einen Minimalwert annimmt. Diese Randbedin-
gung heifit “Hindernisrandbedingung“und ist allgemeiner als die frither betrachtete
“Dirichletsche Randbedingung®“. Fiir b = 0 erhélt man jedoch die homogene Dirich-
letsche Randbedingung
u(z) =0, x € 00.

Der Einfachheit halber betrachte ich nur Integranden, die nicht explizit von x und
u(z) abhédngen. Es ist aber moglich, die folgenden Beweise auf Integranden der Form
F(z,u(z), Vu(x)) zu verallgemeinern.

Bevor ich den allgemeinen Existenzsatz formulieren kann, benétige ich einige Definitio-
nen: Wie im letzten Abschnitt werde ich in diesem Abschnitt nur reellwertige Funktionen
betrachten. Sei

M(b) ={uc Cy (N H(Q)|Vz €0Q:0<u(z) <b},
und
—H;
M) =M@®)
wobei C;(€2) die Menge aller Funktionen u € C1(€) ist, die selbst und deren erste Ablei-

tungen stetig auf Q fortgesetzt werden kénnen. Die Menge M (b) ist eine abgeschlossene
und konvexe Teilmenge des Hilbertraumes H;(2) und es gilt

Coe() C M (b) € M(b).

Zum Beweis geniigt es zu zeigen, da M (b) konvex ist, weil der Abschluf} einer konvexen

Menge wieder konvex ist. Fir u,v € M(b) und 0 < t < 1 gilt aber tu + (1 — t)v €

C1(2) N H{(2) . Fiir € 99 gilt auflerdem
0<tu(x)+(1—tw(x) <tb+(1—t)b=0»,

also tu 4+ (1 — t)v € M(b), und somit ist M (b) konvex.
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Definition 7.1 (Strikte Koerzitivitit) Sei f: R" — (—o0,00]. f heiit strikt koer-
zitiv, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

flz) > claf?
fir alle x € R™.

In Zukunft werde ich immer voraussetzen, dafl F' : R™ — R stetig differenzierbar, konvex
und strikt koerzitiv ist. Insbesondere gilt dann F'(§) > 0 fiir alle £ € R™. Sei

M(FbB) = {ue M(b) | /QF(Vu(:c))da: < oo}

Es gilt M(F,b) C M(b) C Hy(Q2), und wenn § beschriankt ist oder wenn F(0) = 0

gilt, folgt CO’OO(Q) C M(F,b). Wenn jedoch € unbeschréinkt ist und F'(0) # 0 gilt, kann
M(F,b) = () sein. Ich will diesen Fall ausschliessen und setze daher immer M (F,b) # ()
voraus.

Die Funktionale V : H;(€) — (—o0,00] und V : L*(Q) — (—o00, 00| seien definiert durch

/ F(Vu(z))dz, we M(F,b)
Q
+o0, u e Hi(Q)\M(F,b)

. /F(Vu(x))dx, u € M(F,b)
+o00 , u € L*(Q)\M(F,b).

Satz 7.2 (Existenz eines Minimums fiir Variationsfunktionale) Sei F' : R" —
R stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und sei M(F,b) # ().
(i) Sei X > 0. Dann gibt es zu jedem f € L*(Q) ein eindeutiges uw € M(F,b) mit

~ A 9 . ~ Al
V() + 3l ~ (Fu)e = min [V0)+ S0l ~ (£v)a)
(ii) Sei Q C R™ offen und beschrinkt. Dann gibt es zu jedem f € L*(Q) ein u € M(F,b)
mit

V)~ (ful= min V() = (f,v)a].
Ich beweise diesen Satz in mehreren Schritten. Zundchst benotige ich folgendes grundle-
gende Resultat:

Satz 7.3 (Konvexitit und Unterhalbstetigkeit von Variationsfunktionalen
auf H,(Q)) Sei F': R" — R stetig differenzierbar, konvex und strikt koerzitiv. Dann
ist M(F,b) konvex, V ist konvex, von unten halbstetig, und es ezistiert eine Konstante
c >0 mat

V(u) > clulig

fiir alle w € H(Q) .
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Beweis: Seien vy,vo € M(F,b) und t € (0,1). Dann folgt
/ F(V(tvy(z) + (1 — t)ve(z)))dx
Q

= / F(tVui(z) + (1 —t)Vuy(x))dx < / tF(Vui(x)) + (1 = t)F (Vv (z))dx
Q Q

=tV (v1) + (1 =)V (v2) < 0.

Hieraus folgt zunéchst, dafl tv; + (1 — t)ve € M(F,b) ist, also ist M (F,b) konvex. Dann
aber folgt auch

V(tor + (1 - t)s) = /Q F(V(toy(2) + (1 — toa()))da

< tVi(v) + (1 =)V (ve) .

Diese Ungleichung ist auch richtig, wenn wenigstens eine der Funktionen vy, v9 nicht in
M (F,b) enthalten ist, weil dann die rechte Seite den Wert +oo hat, also ist V' konvex.

Wenn F' strikt koerzitiv ist, gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit F(§) > c|¢]?. Also folgt

V(u) = /QF(Vu(x))dx > C/Q [Vu(z)|*de = clulf, .

Also bleibt zu zeigen, daf§ V' von unten halbstetig ist. Hierzu mufl bewiesen werden, daf}
fir {u, o0, € Hi () und w € H;() mit |[|u — |10 — 0 gilt

V(u) < lminf V(u,) .

Es geniigt eine Folge {u,;,}>°_; mit liminf V(u,,) = a < oo zu betrachten, weil sonst
m—00

nichts zu zeigen ist. Wéahle eine Teilfolge {u! }°°_, aus mit

lim V(u,,)=a.
Nach Definition von V folgt hieraus w,, € M(F,b) C M(b) fir alle gentigend groflen
m. Da {ul }°°_, in der Norm von H;(£2) gegen u konvergiert, und da M(b) in H,(2)
abgeschlossen ist, folgt hieraus
ue M(b).

Da [ | s2-u(r) — so-up,(x)[Pde — 0 gilt fir m — oo und fir i = 1,...,n gibt es

nach einem Satz aus der Lebesgueschen Integrationstheorie eine Teilfolge {u” }>°_, von
{um } =1 mit

lim Vu, () = Vu(z)

fiir fast alle z € 2. Nach Voraussetzung ist ' : R” — R differenzierbar, also insbesondere
stetig. Daher folgt
lim F(Vu! (z)) = F(Vu(z))

m—00
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fiir fast alle 2 € Q. Nach Voraussetzung gilt auerdem F(Vu! (z)) > 0 und

lim [ F(Vu,,(x))dx = lim V(u,)= lim V(u,)=«.

m—00 [¢) m—00 m—00

Somit sind die Voraussetzungen des Lemmas von Fatou erfiillt, und es folgt

/Q F(Vu(z))dz = /Q lim F(V! (2))da

m—00

m—00 m—00

_ / lim inf F(Val”, (2))de < liminf / F(V! (2))da
Q Q

= lim [ F(Vu, (z))dz =« =liminf V(u,,) < co.

m—0o0 o) m—00

Dies bedeutet zunéchst, dal w € M (F,b) ist. Dann aber folgt

V(u) = /QF(Vu(x))dx,

und somit
V(u) < liminf V(u,,),

folglich ist V' von unten halbstetig.
Als néchstes brauche ich folgendes Resultat:

Lemma 7.4 Sei M C Hi(Q) eine konvexe und beziglich der Hq,(2)-Norm abgeschlos-
sene Teilmenge, und sei

W : L*(Q) — (—00,00] mit W’m(m\M =400.

Auferdem sei W’M konvez, beziiglich der H1(£2)—Norm von unten halbstetig, und es gebe
Konstanten ¢ > 0, co > 0 mat

W(u) > eilulf g — e

fiir alle w € M . Dann ist W konvex und beziiglich der L>~Norm von unten halbstetig.
Ist W|M auch koerzitiv beziglich der Hy(Q)-Norm, dann ist W zusdtzlich auch koerzitiv

beziiglich der L?>-Norm.

Beweis: Um zu zeigen, dafl W konvex ist, mu8 fiir alle u,v € L*(Q2) und fiir alle 0 < ¢ < 1
gezeigt werden, dafl

(%) W (tu + (1—t)v) < tW(u) + (1-t)W (v)

gilt. Wenn u,v € M sind, ist dies nach Voraussetzung klar. Wenn wenigstens eine der
Funktionen u, v nicht zu M gehort, dann ist der Wert der rechten Seite dieser Unglei-
chung 400, also ist sie erfiillt. Somit ist W konvex. Wenn W|M koerzitiv ist, existieren

Konstanten ¢; > 0, ¢cg > 0 mit

W(u) > aiflullfq —c2 > er||ullg — e
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fir alle w € M . Fiir alle anderen u ist W (u) = +o00, also ist W koerzitiv.

Es bleibt zu zeigen, dafl W von unten halbstetig ist. Hierzu mufl bewiesen werden, dafl
fiir uw € L*(Q) und fiir {u,,}>_; € L*(Q) mit ||u — up|lo — 0 gilt

W(u) < liminf W (u,,) .
Falls lim inf,, oo W(u,,) = +oo gilt, ist dies richtig. Sei also
liminf,, oo W(u,) = a < oo. Wihle eine Teilfolge {u}, }5o_, von {u,}>°_,; aus mit
lim,, 0o W(ul,) = . Fiir alle gentigend grofien m ist dann W(u],) < oo, also u,, € M ;
ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann also angenommen werden, dafl {u/ }>°_, C

MCH 1(€2) ist. Nach Voraussetzung gilt fiir alle m € N

1
|3 < C—I(W(Uin) +e) <1’

mit einer geeigneten Konstanten r > 0, also ist

%u;n}oo CB.(0)={vel*Q)||vle<r}, i=1,...,n.

m=1 —

Da B,(0) nach Satz 5.18 schwach folgenkompakt ist, gibt es eine Teilfolge {u/ }>°_; von

{u! }°°_, und Funktionen wy, ..., w, € B.(0) mit
a " .
ox; Mrzq)

fir alled =1,...,n. Fir alle p € 5’00(9) folgt nun

(wi, ) = lim ( 0 up, ) =— lim (u) 0

m—oo *0x; m—oo * " Qx;

und dies bedeutet, daf v € Hy(£2) ist mit

0 u=w;, t=1 n
8% - 2] e .
Es gilt somit 2 u/, %) -y, und daraus folgt fiir alle v € Hy((2)
K2 L 1
lim (u),v)10 = lm [(un,v)o+ (Vul,, Vo)g]

= (u,v)a + (Vu, Vv)o = (u,v)10,

also
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Nach Voraussetzung ist M konvex und beziiglich der H;(£2)-Norm abgeschlossen. Nach
Satz 5.13 ist M also auch beziiglich der schwachen Toplogie von H;(2) abgeschlossen,
folglich gilt uw € M .

Wieder nach Voraussetzung ist W —konvex und beziiglich der H;(£2)-Norm von unten
halbstetig. Nach Satz 6.3 ist somit W|M auch schwach von unten halbstetig beziiglich
der schwachen Topologie von H;(2), also folgt

W(u) < liminf W(u,) = lim W(u,)

m—00 m—00

= liminf W(u,,);

m—00

dies bedeutet, dafl W von unten halbstetig ist.

Folgerung 7.5 (Konvexitit und Unterhalbstetigkeit von Variationsfunktiona-
len auf L*(Q2)) Sei F:R™ — R stetig differenzierbar, konvex und strikt koerzitiv. Dann
ist V1 L2(2) — (—o00, 00] konvex und von unten halbstetig.

Beweis: Satz 7.3 zeigt, daf§ die Voraussetzungen von Lemma 7.4 erfiillt sind. Also folgt
die Behauptung aus diesem Lemma.
Als letztes Zwischenergebnis benotige ich

Lemma 7.6 (Eine Version der Poincaréschen Ungleichung) SeiQ C R™ eine of-
fene und beschrdankte Menge mat

d= sup [z —yl,
z,ye)

und sei 0 < b < oo. Dann gilt firu e M

HUH% < dﬂu\ig + 2b% meas Q,
wobei meas () = fQ dz sei.
Beweis: Sei zuniichst u € M(b) = {u € C1(Q) N H(Q) |V € 99 : 0 < u(z) < b},
sei @ = (z1,...,2,) € Q, 2/ = (22,...,2,) und sei L(z') = {z € R" | (29,...,2,) =
x'} . SchlieBlich sei y € (L(2') N 0f2) der Randpunkt von € mit y; < z; und mit der
Eigenschaft, daf alle Punkte auf der Geraden L(z') zwischen y und x zu 2 gehoren. Dann

folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung und aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

u(z) = /Il aixlu(z)dzl + u(y),

At

also

wmzsmfﬁmmﬁ+mww

9
< dor-y) [ gl P+ 2uty)f
Y1 1
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folglich

N

Tl T a 1
[ P < @ [ s P 2 [ )P
Y1 Y1 85(31

n
1 Tl
d2/ |Vu(z)2dz + 2/ b’ dz

Y1 Y1

IA

und somit

/ lu(2)|?dz < d2/ |Vu(2)|>dz + 2b2/ dz .
L(z")NQ L(z")NQ L(z")NQ

Die behauptete Ungleichung ergibt sich aus dieser Ungleichung fiir v € M (b) durch
Integration beziiglich 2’. Um diese Ungleichung fiir u € M (b) zu beweisen, wihle man
eine Folge {u,, }o°_; € M; mit ||u — |10 — 0. Dann folgt

[uly = Tim 2 < T (@l + 26 meas 9)
= d2|u|iQ + 20 meas (2 .

Beweis von Satz 7.2 (i) Nach Folgerung 7.5 und Folgerung 6.9 ist fiir A > 0
~ A
v V()5 ol (@) = 1)
strikt konvex, von unten halbstetig und koerzitiv. Nach Lemma 6.6 gilt dies auch fiir
~ A 9
v V() + 5 Jollg = (. 0)a-

Also besitzt V(v) + 2 ||v]|4 = (f,v)q nach Satz 6.7 ein eindeutiges Minimum u € L(12).
Wegen M(F,b) # 0 ist V(u) + S ully = (f,u)o < oo, und somit u € M(F,b).

(ii) Der Beweis folgt aus Lemma 7.6. Denn nach Satz 7.3 folgt aus
ue M) C Hi(Q)
2

d
Jul|§ < d® [ul] o + 2b* meas Q < " V(u) + 2b% meas {2

mit d = sup, ,cq |7 —y|. Wegen V(u) = oo fiir u € L*(Q)\M (b) folgt hieraus

c 2cb*
Viu) 2 = lullg — —p mmeas (1)

fiir alle u € L*(Q). Also ist V koerzitiv, und folglich ist V (v) — (f,v) koerzitiv, konvex
und von unten halbstetig. Nach Satz 6.7 existiert also ein Minimum u von V' (v) — (f,v).
Wie oben folgt, dal u € M(F,b) .

Im nichsten Schritt wird das Subdifferential von V bestimmt.

105



7.2 Variationsungleichung zum Variationsfunktional

Satz 7.7 (Subdifferential und Variationsungleichung) Sei F': R* — R stetig dif-
ferenzierbar, konvez, strikt koerzitiv und sei M(F,b) # 0. Genau dann ist w € OV (u),
wenn u € M(F,b), wenn

/Q a(Vu(z)) - (Vo(z) — Va(z))|dz < oo
und wenn
/Qa(Vu(x)) - (Vu(z) — Vu(z))dr > (w,v —u)g
fir alle v € M(F,b). Hierbei ist a(§) = grad F(§) .

Beweis: Beachte zunéchst, dafl fir u,v € M(F,b), 0 < ¢t < 1 und fiir alle x € Q die
Funktion

LIF(V0() + (1~ ) Vu(2)) — F(Vu(a))
monoton fallend ist fiir £ \, 0. Denn sei
H(t) = F(tVo(z) + (1 = )Vu(x)),

0<t; <ty <1lund o = % . Dann ist H konvex, und somit folgt

S(H() - HO) = 1~ (H(ats + (1~ a)0) - H(0)
< oo (@H(t) + (L a) H(O0) - H(0)
= L (H() - HO).

Hieraus folgt die Behauptung. Da tv + (1 — t)u € M(F,b) ist, ist also
1
i [F(tVv(z) 4+ (1 — t)Vu(z)) — F(Vu(x))]

fiir ¢ \, 0 eine monoton fallende Folge integrierbarer Funktionen.
Sei nun w € 9V (u). Dann folgt fiir alle v € L*(2), daBl

V(v) > (w,v —u) + V(u)

gilt. Da M(F,b) nicht leer ist, gibt es v € M(F)b) mit V(v) < co. Dies kann nur sein,
wenn V(u) < oo ist, und dies impliziert w € M(F,b). Fiir v € M(F,b) folgt also aus
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dem Satz von Beppo Levi

(w,v—u)g < 11\1%% [V (tv+ (1 — t)u) — V(u)]

= 1 | % [F(tVo(z) + (1 — ) Vu(z)) — F(Vu(x))] de

_ / 1\mi [F(tVo(@) + (1 - )Vu(z)) — F(Vu(z))] da

_ /Q %F(NU@HG—t)Vu(fc»It:o dr

= /Qgrad F(Vu(z)) - (Vo(z) — Vu(x))dr = / a(Vu) - (Vv — Vu)dx ,

Q

und der Satz von Beppo Levi liefert auch, dafl das letzte Integral existiert, also daf3
(%) /Q la(Vu) - (Vv — Vu)|dr < oo .
Wenn umgekehrt u € M(F,b) ist, das Integral (x) endlich ist, und
/Qa(Vu) (Vo —=Vu)dr > (w,v — u)
gilt fiir alle v € M(F,b), dann folgt

(w,v—u)g < /Qa(Vu) - (Vo — Vu)dx

1
- /91{% S[F(tVe+ (1= )Vu) = F(Vu)] de

< [ (F(v0) = PVt = () - V).

also . 3

V(v) > (w,v —u)g+ V(u).
Diese Ungleichung gilt auch fiir alle v € L*(Q)\M (F,b) , weil dann V(v) = 400 ist, also
ist w € IV (u).

Folgerung 7.8 (Variationsungleichung zum Variationsfunktional, schwache
Form der Eulergleichung) Sei Q2 C R" eine offene Menge. F : R® — R sei stetig
differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und sei M(F,b) # 0. Sei f € L*(Q2) und sei
A > 0. Dann sind die folgenden Aussagen (i) und (ii) dquivalent:

(i) ue L*) und

V() + 5 ulls ~ (frw)a = min (7(0)+ 5 Jolf3 — (7, )al

veL?(Q
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(i) we M,
/Q (V@) - (Volz) — Vu(@)| ds < oo
und

(xx) /Q[a(Vu(x)) - (Vo(z) = Vu(z)) + (du(z) = f(z)) (v(z) — u(z))]dz = 0

fir alle v e M* . Hierbei sei a(§) = grad f(§).

Bemerkung. Die Ungleichung (%) heifit Variationsungleichung. Dies ist eine Verallge-
meinerung der schwachen Eulergleichung aus Satz 3.3.

Beweis: Im Beweis von Folgerung 6.14 wurde gezeigt, daf3
3 \ 3
IV (u) + 3 ullg) = Au + OV (u)
ist. Da V(u) + 2 ||ull3 konvex ist, ist (i) nach Lemma 6.12 dquivalent zu

Fe V() + 5 JulR) = Au+ 07 (),

also dquivalent zu

f—XuedV(u),

und dies ist nach Satz 7.7 dquivalent zu (ii).

7.3 Aquivalenz zwischen Randwertproblemen, Variationsgleichung und Va-
riationsproblem

7.3.1 Das Subdifferential Es soll nun der Zusammenhang zwischen der Variations-
ungleichung und der partiellen Differentialgleichung untersucht werden. Nach Satz 7.7
ist w € OV (u) genau dann, wenn u € M (F,b) und

(+) | aFute)) - (Vo) = Tut)de = (w,0 = ulo
gilt fiir alle v € M(F,b) . Hieraus folgt, daf§
w + ( —u—i—]\/[(F,b))L C OV (u)
gilt, wobei w ein beliebiges Element aus 0V (u) ist. Also kann
OV (u) = {—div a(Vu)}

héchstens dann gelten, wenn (—u + M(F,b))* = {0} ist. Um schwache Ableitungen
definieren zu konnen, méchte man insbesondere haben, daf é’oo(Q) C —u+M(F,0b) gilt,
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weil man dann in (x) v = u=+ ¢ setzen kann fiir jedes ¢ € 500(9) . Falls F'(¢) jedoch sehr
schnell wéachst fiir |£| — oo, kann M (F,b) eine kleine Menge sein, und es ist nicht klar,

ob Coo(2) in —u+ M (F,b) enthalten ist. Aus diesem Grunde und um weitere technische
Schwierigkeiten zu vermeinden, werde ich im folgenden voraussetzen, dafl F' : R — R
stetig differenzierbar ist mit

F(0)=0

und mit

|a(§)| = |grad F(§)| < ¢

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0. Es folgt dann aus dem Mittelwertsatz (oder aus der
Konvexitiat von F') und aus F(0) =0, daB

[F(E)] < [grad F(§7) -+ F(0)]
clel* + 1F(0)| =<lgl”

N

und somit
/F(Vu(x))d:z: < /E|Vu(a:)|2dx :E|u|iﬂ
Q Q

—H; () ~
gilt. Dies ergibt M (F,b) = M(b) = M (D) . Nach Definition von M (b) ist zu allen

u € M(b) und ¢ € (i‘OO(Q) auch u + ¢ € M(b) und folglich ist u + ¢ € M(b) fiir alle
u € M(D). Es folgt

Coo(Q) C —u+ M(F,b) = —u+ M(b),
also (—u + M(F,b))* = {0} . Weiterhin folgt fiir alle u € M(b)

/Q]a(Vu(x))\zdsc < /Q Vu(e)Pde = PJul? g < 0o,

also a(Vu(x)) € L*(Q,R"). Bevor V(1) nun genau bestimmt werden kann, benétigt
man folgende Definition.

Definition 7.9 (Schwache Divergenz) Sei @ C R”" eine offene Menge und g €
L*(©2,R"). Wenn eine Funktion f € L*(Q2,R) existiert mit

(9,Vo)a = —(f,0)a

fiir alle p € (%’OO(Q) , dann wird f mit divg bezeichnet, und man sagt divg (die Divergenz
von ¢ ) existiere im verallgemeinerten Sinn.

Definition 7.10 (Schwache Definition von Differentialoperatoren mit Rand-
bedingung) Sei 2 C R" eine offene Menge. Der im allgemeinen nichtlineare Operator
A: D(A) C L*(Q) — L*(Q) mit Definitionsbereich D(A) sei folgendermafen definiert:
Es sei D(A) die Menge aller v € M (b), fiir die diva(Vu) € L*(Q) existiert, und fiir die

(a(Vu), Vo — Vu)q > —(div a(Vu), v — u)q
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gilt fiir alle v € M(b). Fiir u € D(A) sei
Au = —div a(Vu) .
Hierbei wird vorausgesetzt, dafl a die Voraussetzungen aus 7.3.1 erfiillt.

Zur Motivation dieser Definition beachte man, dafl div g eindeutig bestimmt ist (Beweis
wie in Lemma 2.6), und daf fiir ¢ € C1(Q2) die verallgemeinerte Divergenz von g mit der
klassischen Divergenz >, % g() iibereinstimmt. Wenn a € C}(R") und u € Cy(Q)
ist, ist also div a(Vu(z)) die klassische Divergenz. Der GauBsche Satz liefert dann fiir
Cebiete mit glattem Rand 99 und fiir v € M (b)

(a(Vu), Vo — Va) + (div a(Va), v — w)g

- /Q [a(Vu() - (Vo(z)) — V() + div a(Va()) (u(z) — u(z)) ] de
_ /Q div [a(Vu(z)) (o(z) — u(z))] de

= [ n@)-a(Vu(o) (ofa) = ) ds;

(*)

wobei n(x) die duBere Einheitsnormale an 02 im Punkte x € 09 ist. Wenn u zu D(A)
gehort, muf die rechte Seite dieser Gleichung grofler oder gleich Null sein, und fiir b > 0
ist dies genau dann der Fall, wenn

>0, u(z)=0
(xx) n(z)-a(Vu(z))s =0, 0<u(z)<b
<0, wu(z)=>b

gilt. Denn dafl die rechte Seite von (%) nicht negativ ist, wenn (xx) erfiillt ist, ist klar.
Die Umkehrung erhélt man dhnlich wie in Abschnitt 1.1, indem man v = u 4+ ¢ €

M (b) setzt mit Funktionen 1) € C(2), die am Rande 052 geeignete Werte annehmen.

Solche Funktionen v kénnen wie im dritten Kapitel durch Faltung mit geeigneten (o)’oo—
Funktionen konstruiert werden. Die FEinzelheiten bleiben dem Leser iiberlassen. Dies
zeigt, dafl die Forderung

(a(Vu), Vv — Vu)q > —(div a(Vu), v — u)q

eine Verallgemeinerung der Randbedingung (xx) ist auf Gebiete mit nichtglattem Rand
und auf Funktionen, fiir die Vu(xz) am Rande nicht unbedingt zu existieren braucht.

Satz 7.11 (Dirichletsches Prinzip) Sei Q2 C R™ eine offene Menge, sie F': R" — R
stetig differenzierbar, konvex und strikt koerzitiv. Auflerdem gelte F(0) = 0, und es gebe
eine Konstante ¢ > 0 mit

|a(§)] = |grad F(§)| < (]
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fur alle £ € R™. Dann gilt

aV(u)z{ {Au} , ue D(A).
0, we L*(Q\D(A).

Fiir f € L*(Q) und X\ > 0 sind folglich dquivalent:
(i) we D(A) und Au+ du= f
(i) we M(b) = M(F,b) und
(a(Vu), Vo — Vu) + Mu,v —u)g > (f,v —u)g
fir alle v e M(D) .
(iii) uw e L*(Q) und

V() + 5 ulls — (frwa = min V() + 5 olfs — (f, 0)a]

vEL2(Q)

Wenn A > 0 ist, gibt es ein eindeutiges u, das diese drei dquivalenten FEigenschaften
hat. Wenn X\ = 0 ist, gibt es fiir b < oo bei beschrdanktem ) wenigstens ein u, das diese
drei Eigenschaften hat.

Bemerkung 7.12 Dies bedeutet natiirlich, dal das Randwertproblem
—div a(Vu(x)) + Au(z) = f(z) , €

0<u(z)<b , T €0
>0, u(x)=0
n(z)-a(Vu(z)) =0, 0<u(z)<b p zedf
<0, wu(z)=>

unter den angegebenen Bedingungen verallgemeinerte Losungen besitzt.

Beweis. Sei u € L*(Q) und 9V (u) # (. Dann gibt es ein w € L*(Q) mit w € 9V (u),
und nach Satz 7.7 ist dies dquivalent zu u € M (F,b) = M (b) und

(%) (a(Vu), Vo — Vu)g > (w,v — u)q

fir alle v € M(b). Nach 7.3.1 ist unter den angegebenen Voraussetzungen v = u £ ¢ €
M (D) fiir alle ¢ € CO’OO(Q) . Fiir diese v ergibt sich nun

+(a(Vu), Vo)a > £(w, p)a,

folglich
(CL(VU), VSO)Q = (U), ()O)Q
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fir alle p € (OZ’OO(Q) Da a(Vu) € L*(Q) ist, bedeutet dies nach Definition 7.9,
daB div (a(Vu)) existiert, und dafl w = —div(a(Vu)). Dies impliziert 0V (u) =
{=div (a(Vu))}, und (%) nimmt die Form

(a(Vu), Vv — Vu)q > —(div a(Vu), v — u)q

an. Nach Definition 7.10 ist daher u € D(A) und 0V (u) = {Au} . Sei umgekehrt u €
D(A) . Nach Definition 7.10 bedeutet dies u € M (b) und

(a(Vu), Vo — Vu)g > —(div a(Vu), v — u)q
fur alle v € M(b). Satz 7.7 zeigt nun, daf
—div a(Vu) € 9V (u) ,
also ist OV (u) # (). Zusammen folgt

37 () — {Au} , we D(A)
W=\ 0 wer\Dp).

Aus diesem Ergebnis folgt, dal v € D(A) und Au + Au = f dquivalent ist zu f — \u €
OV (u) . Nach Satz 7.7 ist dies aber dquivalent zu (ii). Also ist (i) dquivalent zu (ii). Die
Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde schon in Folgerung 7.8 bewiesen. Die Existenz von
u ergibt sich aus Satz 7.2.
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8 Existenztheorie fiir das Hindernisproblem bei nichtlinearer
Randbedingung.

8.1 Das Potential beim Hindernisproblem Wir werden nun die Losbarkeit des in
Abschnitt 1.2 betrachteten Hindernisproblems fiir die Membran studieren. Sei €2 C R”
eine offene beschrinkte Menge mit Lipschitzrind 9 und sei ¢ € Cio (€2, R) . Weiterhin sei
j : R — R eine stetige differenzierbare, konvexe, strikt koerzitive Funktion mit j(0) = 0.
Aus diesen Voraussetzungen folgt j(§) > 0 fiir alle £ € R. Schlieflich sei

M = {u € Hy(Q)|u(z) > ¢(x) fast iiberall in Q} .

M ist abgeschlossen in H,(£2), und nach Satz ?? existieren die Randwerte ujpo = Bu
fir alle w € M . Sei

M* = {u e M| | j(Bu(z))dS, < oo} :

o0

Wir definieren nun das Funktional V : L?(Q) — L?(Q) durch

- %]Vu(m)ﬁdx + (Bu(x))dS, < oo, ue M*
V””‘{E&h o (B we LHQ\M".

V ist das Potential, das zum in 1.2 betrachteten Hindernisproblem gehért. Die Aufgabe
ist, zu zeigen, daf} dieses Potential sein Minimum annimmt.

Satz 8.1 Sei j stetig differenzierbar, konvex, strikt koerzitiv und erfiille j(0) = 0. Dann
ist M* konvex, V' ist konvex und von unten halbstetig und V|- ist strikt konvez.

Beweis: Wie in Beispiel ?? sieht man, da w — |w|i, : H1(€2) — R strikt konvex ist.
Also folgt fiir u,v € M* mit u # v und fiir ¢ € (0,1)
sltv+ (1= t)ulf g+ [,q7(tv + (1 —t)u)dS
() < Mtg+ 21 =Dl o+ footi(v(@) + (1 )j(u(x))ds,
= tV(u)+(1-t)V(v) < oo,
weil 7 konkex ist. Aulerdem gilt
to(z) + (1 - Hu(z) = tp(x) + (1 — )¢ (z) = ¥(z)

fiir fast alle z € Q0 also ist tv + (1 — ¢t)u € M*, und somit ist diese Menge konvex. Aus
(%) folgt nun aber

V(to+ (1= t)u) <tV(u) + (1 -tV (v)

fiir alle u,v € M* mit u # v und fiir alle ¢ € (0,1), also ist Vjy strikt konvex. Wenn
mindestens eine der Funktionen w,v € L?*(Q)\M* ist, dann gilt V(tv + (1 — t)u) <
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tV(u) + (1 —t)V(v), weil dann die rechte Seite den Wert +oc hat. Also ist V konvex.
Sei nun V; : H1(2) — (—o0, oo] definiert durch

Lo dsS,, ue M*
Vilu) {+ooj( ?) we Hy(Q)\M*.

AuBerdem setzen wir V = f/| Hy(Q) - Dann gilt

1
V(o) = sl g+ Vi)

fiir alle v € Hy(€). Wir zeigen nun, daB V; von unten halbstetig ist. Da v — 3[v[{, :
H,(Q) — R stetig ist, folgt dann, da§ auch V' : H,(Q) — (—o00, 0o} von unten halbstetig
ist.
Sei {1501 € Hi(2) und w € H1(2) mit |[|u — |10 — 0 fir m — oco.
Zu zeigen ist, dafl

Vi(u) < liminf Vi (u,,)

m—0o0

gilt. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei

lim inf V} (uy,) < o0,

m—00

weil sonst nichts zu beweisen ist. Wahle eine Teilfolge {u/,}>°_; von {u,,}>°_; mit

lim Vi(u,,) = liminf Vi (u,,) .

m—00 m—00

Es folgt, daB Vi(ul,) < oo ist fir alle geniigend grofien m , also ist u), € M* C M fiir
alle gentigend grofien m . Da M abgeschlossen ist in H;(2) und da {u] }5o_, in Hy(Q2)
gegen u konvergiert, ergibt sich u € M .

Nach Satz ?7 ist die Abbildung u +— ujgq : Hi(Q2) — L*(99) stetig, also gilt

o | Bu(z) — Buj, ()[*dS, = upe — uppallie — 0

fiir m — oo. Also gibt es nach einem Satz aus der Lebesgueschen Integrationstheorie
und nach Definition des Randintegrals in 7.3 eine Teilfolge {u,,}°_, von {u/ }°°_, mit

lim [Bu;;l](x) = [Bu(z)

m—0o0

fiir fast alle x € 02. Nach Vorasussetzung ist j stetig differenzierbar. Also folgt

lim ](Bu;;l(:c)) = j(Bu(z))

m—00
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fiir fast alle z € 992. Wegen j(£) > 0 folgt aus dem Lemma von Fatou

"

/8Q i(1Bu(2))ds, = /8 lim j([Bul)(z))dS,

= /a hrninfj([Bu:n](x))de

—
Qmoo

< liminf /8 (B I@)as,

m—00

= liminf V;(u,,)

= lim Vi(u,,)
= lim Vl(u;n)
= liminf V} (up,)

m—00

< o0,

also ist v € M™* und somit

m—0o0

Vi(u) = /agj([Bu] ())dS, < liminf V4 (uyy,) .

Dies bedeutet, da8 V; von unten halbstetig ist, und somit auch V' : H;(£2) — (—o0, 00].
Um zu zeigen, dal V : L*(2) — (—o00,00] von unten halbstetig ist, beachte dafi nach
Definition j(§) > 0, also Vi(v) > 0 und somit

1 1
V(o) = shiq +Vi(0) 2 5lolig

gilt fiir alle v € H;(Q2). Also erfiillt V die Voraussetzung von Lemma ??, und dies
bedeutet, daBl V' nach Lemma 7?7 von unten halbstetig ist. Satz 8.1 ist bewiesen.

Satz 8.2 Sei Q2 C R” eine offene und beschrinkte Menge mit Lipschitzrand. Sei j : R —
R eine stetig differenzierbare, konveze und strikt koerzitive Funktion mit j(0)=0.
Genau dann ist w € OV (u), wenn u € M* ist und wenn fir alle v € M*

/m | (Bu(z)) (Bv(z) — Bu(z))|dS, < oo

/QVu(a:) - (Vo(z) — Vu(z))dz
+ /ag j'(Bu(z)) (Bu(z)
—  Bu(z))dS,
> (w,v—u)q
qgilt.
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Beweis: Wie im Beweis zu Satz 77 folgt, daf fiir u,v € M*,t € (0,1] und x € 90

%[j (th(x) + (1 - t)Bu(x)) — ](Bu(x))}

monoton fallend ist fiir £ \, 0. Also ist
1
v [j (tBu(z) + (1 — ) Bu(x)) — j(Bu(x))]

eine fiir £ \, 0 monoton fallende Folge iiber df) integrierbarer Funktionen.
Sei nun u € L*(Q2) und w € 9V (u) . Dies bedeutet, daf

f/(tv +(1=tu) > (wtv+(1- Hu —u)o + V(u)
= t(w,v—u)g+ V()

()
gilt fiir alle v € L*(Q) und ¢ € [0,1]. Da ¢ € Co(Q) ist und da Q beschréinkt ist, ist
sup,cq [¥ ()| < 0o, also ist ¢ € M* und V(¢) < oo nach Definition von M* und von
V. Setzt man also t = 1 und v = ¢ in (%), so folgt, daB auch V(u) < oo sein muf, also

dal u € M* gelten muf.
Aus (%) und aus dem Satz von Beppo Levi folgt nun fiir alle v € M*

(w,v—u)g < lim ! [f/(tv + (1 —t)u) — V(u)]

+ /m %(j (tBu+ (1 - t)Bu) - j(Bu))ds|

. t 2 1 2
/ng% <§]Vv\ +(1—t)Vv-Vu—|—§(t—2)\Vu\ )dx

4+ /aQ 11{% % [j (tBv+ (1 —t)Bu) — j(Bu)] ds
= / Yu - (VU — Vu)dx + / %j (tBU + (1 — t)Bu)lt:OdS
Q o9
— / Vu - (Vv — Vu)dz + / j'(Bu(z)) (Bv(z) — Bu(x))dS; .
Q G)

AuBerdem ergibt der Satz von Beppo Levi, daf3

| 17'(Bu(@)) (Bv(x) — Bu(@))|dS,

existiert. Wenn umgekehrt v € M* ist, dieses Integral fiir alle v € M* exitiert und die
im Satz behauptete Variationsungleichung erfiillt ist, dann folgt fiir alle v € M*

(w,v —u)g < /QVU (Vv = Vu)dz + /m J'(Bu)(Bv — Bu)dS
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_ . 2 2
= /QK%%HtVU — (1 =t)Vu|* — |Vu|*|dz

+ /8(2 1{% % [j(th + (1 —t)Bu) — j(Bu)] ds
< /Q (%lVUF - %|Vu|2>dx + /asz (j(Bv) — j(Bu))dS
= V(v) = V(u),

also
V(v)

AV
€
S
|
=
5
_l’_
<
=

weil auch

1
t— 5% [|th(x) — (1 = t)Vu(z)]* - |Vu(x)|2}
wegen der Konvexitiat von
t— [tVo(z) + (1 - zf)Vu(:lc)‘2

monoton fallend ist fiir £\, 0. Diese Ungleichung gilt auch fiir alle v € L*(Q)\M* weil
dann V(v) = oo ist, also ist w € JV/(u). Damit ist der Satz bewiesen. Es bleibt zu
zeigen, daf3 V' koerzitiv ist.

Lemma 8.3 Sei @ C R" eine offene und beschrinkte Menge mait Lipschitzrand. Sei
j : R — R stetig differenzierbar, konver und strikt koerzitiv mit j(0) = 0. Dann ist V
koerzitiv.

Zum Beweis brauchen wir das folgende Ergebnis:

Lemma 8.4 Sei () C R" eine offene und beschrinkte Menge mit Lipschitzrand. Dann
existiert eine Konstante C > 0 mat

lulle, < Cllullz 000 + uli o)
fir alle w € Hi(Q2).

Beweis von Lemma 8.3. Da j strikt koerzitiv ist, existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
7€) > c£%. Also folgt fiir u € M* aus Lemma 8.4

1 :
V(u) = §|u|%9+/ ](Bu(x))de
o9
1
> Slufote [ |Bul)ias,
2 o9
1
= §|U|%,Q+C||u||§,o,ag
1 1
5mm<§,c)\|ul|é

Wegen V (u) = oo fiir u € L*(Q)\M* ist also V koerzitiv.

v
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Beweis von Lemma 8.4. (Durch Widerspruch.) Angenommen, die Behauptung sei
falsch. Dann existierte eine Folge {u,, }2°_; € Hy(€Q2) mit ||um oo = 1 und mit

HUMH3,0,69 + ‘Umﬁﬂ —0

fir m — oco. Somit ist {u,,}3°_, eine beschréankte Folge im Hilbertraum H;(§2) und hat
damit nach Satz ?? eine in L?*({2) konvergente Teilfolge {u,}>°_,. Wegen |ul,|1.q — 0
ist diese Teilfolge sogar in H;(2)konvergent mit Grenzwert u € H;(2). Wegen

lullog = llunloel < llu—wuplloe < lu—uplie — 0,
<

|[ul1,0 = ul,|10] lu —up, |10 < lu—u, |0 —0

und
‘HU||2,0,8Q - Hulm||2,0,89‘ < lu = up,[J2,000 < Cllu —u, |10 — 0

fiir m — oo folgt

(%) llulloo =1, |ulio =0 und Bu=0.

Nach Satz ?? ist dann u €, (©2) . Die Poincarésche Ungleichung (Satz 2.19) liefert
folglich
[ullo.o < Clulio =0,

im Widerspruch zu (%), also muf} die urspriingliche Annahme falsch gewesen sein.

Folgerung 8.5 Sei (2 C R" eine offene und beschrinkte Menge mit Lipschitzrand. Sei
j : R — R eine stetig differenzierbare, konveze und strikt koerzitive Funktion mit j(0) =
0. Sei f € L*(Q). Dann sind dugivalent:

a.) w € M*, fir alle v e M* gilt

/aQ |j’(Bu(x)) (Bv(m) — Bu(x)) |dS < 00,

und es ist

fQ [Vu(x) . (Vv(a:) — Vu(x))

Y
o

fiir alle v e M* .
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b.) uw € M und

Jo [SIVa(@)? = f)u(e)] de + oo j(Bu(z) ) ds
= Mminyens { fQ [%|Vv(x)|2 _ f(:p)v(x)] dx + fBQj<BU(:E))dS} .

Schlieflich gilt, daf$ es zu jedem f € L*(Q) ein eindeutiges u gibt, das diese beiden
daquivalenten Eigenschaften hat.

Beweis: Nach Satz 8.2 ist a.) dquivaltent zu f € OV (u), und nach Lemma ?? ist dies
dquivalent zu

() V(u) = (f,u)g = min [f/(v) —(f, 'U)Q:| .

veL?(Q)

Nach Definition ist aber V(v) = oo fiir v € L2(Q)\M* D L*\ M, also ist () dquivalent
zu v € M und . )
V() = (f,wo = min [V(0) = (£,0)]

Dies ist dquivalent zu b.).

Nach Satz 8.1 und Lemma 8.3 ist V konvex, von unten halbstetig und koerzitiv. Also
nimmt nach Lemma ?? und Satz ?? V(v) — (f,v)q das Minimum an in wenigstens einem
u € L*(2) . Dieses u hat also die Eigenschaft b.) und damit auch a.) . Seien u und «’ zwei
Elemente mit diesen Eigenschaften. Dann sind u, u' € M*, also sind u und u/ Minima
von [V (v) — (f,v)alvens- - Nach Satz 8.1 und Lemma ?? ist dieses Funktional aber strikt
konvex, also sind Minima nach Satz 77 eindeutig und somit gilt u = u’.

Bemerkung 8.6 Das eindeutig bestimmte u aus Folgerung 8.5 ist die eindeutige Losung
des Hindernisproblems aus Abschnitt 1.2. Analog zum Vorgehen in Kapitel 6 und wie in
1.2 skizziert kann ein Randwertproblem zur elliptischen partiellen Differentialgleichung

—Au=f

gefunden werden, fiir das u Losung ist. In 1.2 wurde schon gezeigt, dafl u nur in den Be-
reichen von {2 Losung dieser Gleichung ist, wo es nicht auf dem Hindernis aufliegt. Diese
Bereiche hingen von der Losung ab und sind daher zunéchst nicht bekannt, miissen
vielmehr gleichzeitig mit der Losung mitbestimmt werden. Solche Probleme heiflen freie
Randwertprobleme. Mit solchen freien Randwertproblemen sind interessante Fragen ver-
bunden. Zum Beispiel kann man untersuchen, ob der Rand der Menge, in der u auf dem
Hindernis aufliegt, glatt oder sogar analytisch ist.
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