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13. Ubungsblatt zur
Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo und Ul

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei r € [—1,1). Durch die Menge

K, = {(z1,02,23) €R®: 2] + a5+ a3 <1, 21 <7}

wird eine Kugelkappe der Einheitskugel beschrieben. Veranschaulichen Sie diese Men-
ge mit Hilfe einer Skizze und bestimmen Sie das Volumen von K.

Losung: Wie in der Vorlesung definieren wir

Bl = [—1,7’],

bg(xl) = \/1—33%, T € K4

By = {(ml,ltg) S RQ A Kl, |l‘2| < bQ(CL‘l)}

by(w1,22) =\/1— 2% — 23, (21,22) € Ko,

Dann gilt
K, = {(z1,22,23) € R : (v1,22) € Ko, |m3] < bs(w1,22)}.

Also ist K, ein Normalbereich. Damit gilt

Vol(K,) = /m — 2 dey =7 [wl - ;xﬂr_l =7 (r(l - grz) + 3> .
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Aufgabe G2

Berechnen Sie mit Hilfe des Transformationssatzes den Wert des Integrals

22 4 g2
IR_/ eXp<— 2y>d($ay)
Br

in Abhéngigkeit von R. Der Integrationsbereich ist dabei die Kreisscheibe vom Radius
R mit Mittelpunkt (0,0):

Br = {(m,y) €R2:x2+y2§R2}.

Berechnen Sie weiterhin den Grenzwert limp_.o IR.

Hinweis: Verwenden Sie die Transformation (Polarkoordinaten)

g:[0,00[x[0,27[— R?,  g(r,p) = < Z(s:?r?((z)) > '

Losung: Es gilt:

e = (50 i)

Daher folgt
det J,(r, ) = rcos®(¢) + rsin?(p) = r.

Mit der Transformationsformel ergibt sich

R 27 R

r2 r2 2 18
Ip ://exp(—2)r dpdr = 27T/exp(—2)r dr =27 [— exp(—2)}
0 0

0 0
ot o2

Also gilt limp_.o, Ig = 2.

Hausiibung

Keine Abgabe
Aufgabe H1

Bestimmen Sie das Volumen des Korpers, der unterhalb der Flédche

{(z,y,2) € R®: (z,y) € 0,2]*, 2 = ay® + y°}
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und oberhalb des Quadrats

{(z,y,2) € R3: (z,y) € [0,2], 2z = 0}

liegt.

Losung:

2 2 2
Vol(K / / / dzdydr = /
00 0 0

8 4 2 16 40
/3:6+ T {33}4— az]o 3+8 3
0

2

2
my2+y3dydx:/[ zy® + y] dx
0
0

S —

Aufgabe H2

Es sei B der Bereich im ersten Quadranten zwischen den Parabeln y = /z und y = z2.
Skizzieren Sie B und berechnen Sie

! Vay d(z,y).

Losung
1 Vz 1 11 )
/\fydwy://\/;fydydavz/[%fy] da::/2mg—2xgdm
0 g2 0 ’ 0
|:1 1 :| 1 6
= {L‘a—i _ - = — J—
o 9 11 ~ 55
Aufgabe H3

Der Membranmantel eines Kiihlturms K lasst sich als Rotationskorper darstellen.
Dabei wird das Hyperbelstiick

x2—22:1, -1<z<1

um die z-Achse gedreht. Stellen Sie die Menge K in kartesischen Koordinaten dar und
berechnen Sie dann das Volumen mit Hilfe einer geeigneten Transformation.

Losung: Es gilt:

K ={(z1,m2,23) €ER*: =1 <2<1, 2” +y° -2 =1}.
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Mit Zylinderkoordinaten folgt:

27 1 1
Vol(K /dx—// / rdrdzdp = //[2] dzdap
K 0 —1 0 —1

1 1 1271' 391 27r4 3
z
= 1+ 2% dzdp = = Zlode= | —dp==
2//+z zdp 2/|:Z+3:|1<,0 /390 37T
0 -1 0 0

Aufgabe H4
Sei a,b > 0. Berechnen Sie den Flacheninhalt der Ellipse

2
E:{(m1,$2)6R2 +b2_1}.

Begriinden Sie zunéchst, wieso F ein Normalbereich ist.
Hinweis: Benutzen Sie die Transformation (verallgemeinerte Polarkoordinaten)

' 9 [ arcos(y)
g: [O7OO[><[O7 27’[’[—> R ) g(rv QO) - < bTSiH(QO) > .
Losung: Wir definieren

El :[—CL, a]v

ea(w1) =1/ b2(1 — =).
Dann gilt:
E={(z,y) € R? 121 € By, |z2| < ea(21)},

also ist F ein Normalbereich. Daher existiert das Integral nach Satz der Vorlesung.
Weiterhin gilt:

([ acos(p) —arsin(p)
Jo(r, ) = ( bsin(:z) br cos(z) ) '

Daraus folgt
det J,(r, ) = abr cos*(¢) + abrsin®(p) = abr-

Mit der Transformationsformel ergibt sich damit:

2

1 1
abr?]!
d(z,y) = abr dpdr =27 | abr dr =27 |——| = wab.
2 0
0 0 0

E



