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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Gegeben seien die Mengen G = {(m,y) ER?2:0<2<1,0<y< 1}
unngz{(a:,y)ER2:0§x§1, —1§y§1}.

(a) Skizzieren Sie die Mengen G und Ga.

(b) Berechnen Sie die Integrale

[o=d@y. [o1-2)de)

G1 G2

Loésung: Es ergibt sich

/Glyu—x)d(x,y)=/01/01<1—x>ydydx
oo

_ ;/01(1 ) dr = [1(1 x)Q] . 7

=0

Da y eine ungerade Funktion ist, gilt fil ydy =0, d.h.

/ y(1 —x)d(x,y) =0.
G2
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Aufgabe G2

Haben die folgenden Functionen f; : G; — R ein globales Maximum oder Minimum?

(@) fi:G1={(zy) | y <z} =R, fi(z,y) = 102% + bry — y°
(0) f2:Ga={(z.y) | @ +y* <1} = R, fo,y) = (sin /2% + 3+ y)er’ 2"+
Losung:
(a) Die Funktion f;“ hat kein globales Maximimum, da lim;_, f(z,0) = co gilt. Da
die Funktion f; stets positiv ist, ist der Wert f(0,0) = 0 ein globales Minimum.

(b) Der Definitionsbereich Gg ist kompakt und die Funktion fy stetig. Somit hat fo
auf GG ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Aufgabe G3

Es sei durch Q = {(z1,22,73) €R?®:1 <21 <3, 1 <29<2, —1<z3<1} und die
Dichtefunktion p : Q@ — R, p(z1,29,23) = x2(21 — 2)? exp(—23) ein inhomogener
Quader gegeben. Berechnen Sie die Gesamtmasse

M::/p(x17x27x3) d($17x2,x3)
Q

sowie den Schwerpunkt S = (51, S2,S3), gegeben durch

1 .
S; = i /mip(xl,xg,mg)d(a:l,xg,xg), i=1,...,3,
Q

des Quaders. Zeigen Sie zunéchst, dass die Integrale existieren.

Hinweis: % ((z+1)exp(—2)) = —zexp(—2).

Loésung: Da alle Integranden stetig sind und @) ein Quader, d.h. insbesondere ein
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Normalbereich, existieren alle Integrale nach Satz der Vorlesung.

1
M = /ZCQ T — 2) exp(—x3) drsdradry
el

[—a2(z1 — 2)% exp(—a3)] ", dwaday

zo(z1 — 2)%(exp(1) — (exp(—1)) dzadz;

—— “\m H\m

2

ek — 2 esp(D) — (exp(-1)| do
1

(z1 — 2)?(exp(1) — (exp(—1)) dx;

I
\w H\w H\w H\w H\w

N W

3

=1 = 2P(exp(1) - exp(-1)] = exp(1) = fexp(-1)
1

Analog erhélt man:

3 2 1

1
S1 ZM/azl(xl —-2) dl‘l/xz d$2/eXP(_x3) dx;

1 1 -1
11, 4 ek
=37 [iot ot et [321] ety =

] / 1

Sa = /(361 —2) dxl/x% dmg/exp( x3) dis
1 =

3 2 1
1
S3 :M /(:El — 2)2 dx /$2 d$2/l‘3 eXp(—J?g) dxs
1 —1
1

[ (23 + 1) exp(—a3)] -, =

2]2 1 —exp(—1)
1 exp(1) — (exp(—1)
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Hausiibung
Freiwillige Abgabe
Aufgabe H1
(a) Sei Q= {(z,y) eR?: 1 <2 <2,3<y<5}und f:R*— R gegeben durch
f(z,y) = cos(2mx)eV.

i. Skizzieren Sie () und entscheiden Sie, ob fQ f(z,y)d(z,y) existiert.
ii. Priifen Sie, ob die iterierten Integrale

/12[/: f(z,y)dy]dz und /35[/12 fz,y) dz) dy

ibereinstimmen.

(b) Sei G = {(:C,y,z) ER?:1<2<4, -1<y<20<2< 77}. Berechnen Sie
/G(:B?’y cos(z) — 3ey? + 2xysin(2)) d(z, y, 2).

Lo6sung:

(a) 1. Die Menge @ ist ein Quader, f ist stetig auf @, also existiert das Integral.
ii. Es gilt

2 5 2 1 y=5
/ [/ cos(2mx)eV dy} dx :/ cos(2mx) [e?’y] dx
1 L3 1 3 Jy=s

1 2
= —(e!® - 69)/ cos(2mx) dx
3 1
_ Lo ooy | L " _
= 3(6 e”) [277 Sln(27rx)} T 0

und

/ {/ cos(2mz)edy dac] dy = / ey [ sin(27r;1:)} dy = 0.
3 L1 3 2 r=1
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(b)
/ (z3y cos(z) — 3ey? + 2xysin(2)) d(z, y, 2)
G

4 2 s

= / / / (z%y cos(z) — 3ey* + 2xysin(z)) dz dy dx
1 J-1Jo
4 12 L

= / / [3:3@/ sin(z) — 3e%y%z — 2y cos(z)]z;;r dy dx
1 J-1
4 12

= / —3me”y? + day dy da
1 J-1
4 =2

:/ [—Trexy?’ + 2xy2] 5;71 dx
1
4

= / —97e” + 6x dx
1

= [-9me” + SxQEj = —97(et —€) +45.

Aufgabe H2

Gegeben seien die Funktionen f : R? — R,f(z,y) = exp(z + 2y) und g : R? —
R, g(z,y) = * + y* — 4 sowie die Mengen M = {(z,y) € R*: g(x,y) =0} und
N = {(z,y) e R? : g(z,y) <0} . Bestimmen Sie die globalen Extrema von f|y; und
f|n. Begriinden sie dabei zuerst, weshalb globale Minima bzw. Maxima fiir beide
Probleme existieren.

Losung: Da f stetig ist und M und N kompakt sind, existieren globale Mini-
ma/globale Maxima nach Satz der Vorlesung. Wir bestimmen diese zunéchst fiir f|y;.
Wegen

grad g(z,y) = (2¢ 2y)" =0

gdw. x =y = 0 und (0,0) ¢ M, darf der Satz iiber Lagrange-Multiplikatoren ange-
wendet werden. Als Kandidaten erhalten wir die Lésungen von

L, = exp(z + 2y) + 2z 20 (1)
L, = 2exp(z + 2y) + 2yA = 0 2)
Ly=2>+y>—4=0 (3)

Fall 1: A = 0. Hier existiert keine Losung, da exp(z + 2y) > 0.
Fall 2: X # 0. Es gilt

2L, — Ly, =2X(2z —y) = 0,

d.h. 2 = ¥. Einsetzen in die 3. Gleichung liefert die Losungen (z1,1) = (%, %) und
(22,52) = (=, = Jz)- Wegen f(21,51) = exp(10/v/5) und f (w2, y2) = exp(~10/V/5),



12. Ubung Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo und VI

wird das globale Maximum bei (x1,y;) und das globale Minimum bei (z2,y2) ange-
nommen.

Wir bestimmen zunéchst die lokalen Extrema von f|y.

grad f(z,y) = (exp(x + 2y) 2exp(z + 2y))" < 0.

Offensichtlich gibt es keine Losungen zu diesen Gleichungen. Daher erhalten wir wie
oben, dass das globale Maximum bei (z1,y;) und das globale Minimum bei (z2,y2)
angenommen wird.



