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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Es seien f : R3 — R? und ¢ : R — R mit

TYZ
—xYZz

flz,y,2) = ( ) und  g(z,y) = 3 + 3 — 3ay

gegeben.

(a) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von g.

(b) Ist die Frage nach lokalen Extrema von f sinnvoll? Begriinden Sie ihre Antwort.
Loésung:

(a) Wir erhalten:

Jy(a,y) = ((grad 9))7 (2,y) = (32 — 3y 3y” — 3a), Hﬂ%y):“? _6;3)

Wir bestimmen die kritischen Stellen mittels (grad g)(z,y) = (0 0)7 und erhal-
ten (0,0) und (1, 1) als kritische Stellen. Die Eigenwerte von H(0,0) sind +3.
Da sowohl positive als auch negative Eigenwerte auftreten, liegt in (0,0) kein
Extremwert vor. Die Matrix H (1, 1) besitzt die Eigenwerte 3 und 9. Daher ist
sie positiv definit und es liegt in (1,1) ein lokales Minimum vor.

(b) Bei f ist die Frage nach Extremwerten nicht sinnvoll, da f : R® — R? und Werte
in R? nicht vergleichbar sind.
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Aufgabe G2

Bestimmen Sie mit Hilfe einer Lagrange-Funktion die Extremalwerte von f : R? — R
gegeben durch

f(‘T’y) = XY,

unter der Nebenbedingung g(z,y) = 22 +2y? — 1 = 0. Ist diese Aufgabe auch mit den
Methoden aus dem ersten Semester 16sbar? Geben Sie gegebenfalls die Vorgehensweise
an.

Lésung: Die Menge M := {(z,y) € R? : 22 + 22 — 1 <0, — (22 +2y? — 1) < 0} ist
nach Vorlesung abgeschlossen und wegen

[z y)|> <a? +y* <a?+ 2> —1+1=1

beschréankt, d.h. M ist kompakt. Da f stetig ist, existiert ein globales Maximum und
ein globales Minimum.

Es gilt (grad ¢)(z,y) = (2z 4y) = (0 0) nur fiir (z,y) = (0,0). Da (0,0) nicht
der Nebendingung geniigt, kann der Satz aus der Vorlesung angewendet werden. Die
Lagrange-Funktion lautet L(x,y, \) = zy + A(z? + 2y? — 1). Damit erhilt man

Lo(z,y,A) = y +2\z = 0, (1)
Ly(z,y,A) =z + 4xy = 0, (2)
Ly(z,y, \) = 2% + 22 — 1 = 0. (3)

Fall 1: A =0. Aus A = 0 folgt = y = 0 im Widerspruch zur Gleichung (3).

Fall 2: A £ 0. Aus Gleichung 1 ergibt sich y = —2\z, Gleichung 2 ergibt y = —ﬁx.

Also erhilt man A> = 1 (d.h. A = :t%) und y? = 122, Setzt man dies in die dritte

Gleichung ein, erhilt man 222 = 1.

Somit ergeben sich folgende Kandidaten fiir die lokalen Extrema:

1 1
€rh1 = — = -,
1 \/§ n 2
1 1
€ro = —— = ——
2 \/i Y2 9’
1 1
Xrq4 = ——— = -,
3 NG Y3 B
1 1
n=s WSy

&»—t

Weiterhin ist f(z1,51) = f(24,91) = 55, f(22,y2) = f(@3,y3) = T3/2
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Damit sind (x1,y;) und (24, y4) die Maximalstellen, (2, y2) und (z3,y3) die Minimal-
stellen.

Diese Aufgabe kann auch mit den Methoden aus dem ersten Semester gelost werden.
Hierzu 16st man die Nebenbedingung nach x oder y auf und setzt das Ergebnis in
f ein. Allerdings muss in diesem Fall eine Fallunterscheidung durchgefithrt werden
(Beachte: = £4/1 — 2y2). Im Allgemeinen lasst sich allerdings die Nebenbedingung
weder nach x noch nach y auflosen.

Aufgabe G3

Bestimmen Sie drei positive Zahlen, deren Summe gleich 90 und deren Quadratsumme
minimal ist. Interpretieren Sie das Problem zunéchst geometrisch, berechnen Sie dann
ein lokales Extremum mit Hilfe einer geeigneten Lagrange-Funktion und begriinden
Sie dann geometrisch, wieso das gefundene lokale Extremum ein Minimum ist.
Lésung: Setze f : R? —» R, f(z,y,2) =22+ 3> + 22 und g : R? — R, g(x,9,2) =
x+y+ 2z —90. Wegen (grad g)(z,y,2) = (1 1 1) # (0 0 0), kann der Satz aus
der Vorlesung angewendet werden. Die Lagrange-Funktion lautet hier L(x,y,z,\) =
22+ y? + 22+ Mo +y+ 2 —90), ) € R. Damit ergibt sich das Gleichungssystem
Ly(z,y,z,\) =2x 4+ A < 0,
Ly(w,y,2,0) = 2y + A =0,
L.(x,y,z,\) =22+ )\ = 0,
Ly(z,y,z,\) =z+y+2—90 0.

Aus den ersten drei Gleichungen erhélt man x = y = 2, somit folgt mit der vierten
Gleichung = = y = z = 30 und 22 + y? + 22 = 2700.

Geometrische Interpretation:

Die Menge M = {x,y,z > 0:x +y+ z = 90} ist der Bereich der Ebene

1

1
1 |- 2=30V3%,

E={zeR: —
V3

der im ersten Oktanten liegt.

Da weiterhin /22 + y2 + 22 der euklidische Abstand vom Nullpunkt ist, wird in die-
sem Minimierungsproblem der Punkt aus M mit minimalem Abstand zum Nullpunkt
gesucht.
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Also ist der gesuchte Punkt der Schnittpunkt der Ebene E mit der Geraden g, die
durch den Nullpunkt verlduft und den Normalenvektor der Ebene E als Richtungs-
vektor besitzt.

(Dies ist auch die einfachste Moglichkeit zu verifizieren, dass die mit dem Lagrange-
Ansatz gefundene Losung (30, 30, 30) minimal ist!)

Hausiibung

Aufgabe H1
Sei f:R? — R gegeben durch

flxy) =2 +oy+y* +r+y+ 1

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema.

Losung: Es gilt:

fm(fé‘,y) = fyy = 27 fxy(x>y) = fyx(xJJ) = 1

Der Punkt (—1, —1) ist der einzige kritische Punkt. Die Eigenwerte von Hy(—%,

sind 1 und 3, d.h. Hy(—%, —3) ist positiv definit. Daher liegt ein Minimum in (—
VOr.

)

DO 0|
ol o=
S—

Aufgabe H2

Betrachten Sie zylindrische Dosen. Es bezeichne r den Radius einer Dose und h die
Hohe. Die Oberfliche O betrigt dann O(r,h) = 27r? + 27rh und das Volumen
V(r,h) = mr?h. Berechnen Sie die minimale Oberfliche einer Dose mit Hilfe einer
Lagrange-Funktion bei einem Dosenvolumen von 1000 Volumeneinheiten.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass die gefunden Stelle das gesuchte Minimum
ist.

Lésung: Wegen (grad g)(r,h) = (2nrh 7r?) # (0 0) fiir r # 0, darf der Satz
aus der Vorlesung angewendet werden (Beachte: r = 0 und h beliebig erfiillt die
Nebenbedingung nicht). Lagrange-Funktion: L(r, h, \) = 2xr?427rh+(7r?h—1000).
Ableitungen:

L,(r,h,\) = 4nr + 2wh + A27rh L 0,
Ly(r, hy \) = 277 + Ar? L 0,
Ly(r, by ) = 7%k — 1000 = 0.
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Umformen der zweiten Gleichung ergibt wr(2+Ar) = 0. Die Losungen dieser Gleichung

sind r = 0 und » = —2/\. Die Losung r = 0 ist nicht zuléssig. Also erhdlt man mit
A = —2/r das neue Gleichungssystem
drr — 2wh = 0,

7r2h — 1000 = 0.

Somit 7, = 10/v/27, hs = 20/v/27 und O, = 67r? ~ 553.58.



