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AngGeo und Ul

Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

Fs (2,y) # (0,0)
x,y) =1 &Y
fey) {0, (,y) = (0,0).

Berechnen Sie die Hesse-Matrix von f in allen Punkten, in denen sie existiert
(sieche Uebungsblatt 9, G1).

(b) Es seien f:R3 — R? und g : R? — R mit

TYZz
—TYZz

Fay,2) :=< ) und gla,y) =2 +y° — 3ay

gegeben. Bestimmen Sie alle der folgenden Ausdriicke, die Sinn machen: (grad f)(z,y, 2),
Jf(x) y? Z)? Hf(xa y? Z)a (gra'd g)(x7 y)7 Jg(l', y)? Hg(l’, y)

Loésung:
(a) Fiir (z,y) € R?\ {0} erhilt man:
3792 2 2 2 2
y° (327 — ) zy(3z° — y°)
zy) =2t — Y gy) =22 Y )
fxx( y) (332 +y2)3 fyy( y) (.%'2 —I—y2)3
2?y (3 — y?)

Sy (2, y) =2 (22 1 42)3

:fyoc
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Also
oUBe2y?)  oaPy(3ey?)
21.2)3 2192)3
Hf(x7y) = ( x2z(/a(c3;-2y_;2) IQ(; 3-;%—)2/2) )
T@)E YT @)

Wie in (a) ergibt sich f;+(0,0) = fz(0,0) = f,,y(0,0) = 0. fy.(0,0) existiert
nicht. Daher existiert die Hesse-Matrix in (0, 0) nicht.

(b) Wir erhalten:

z Tz X
mmwz(y y)

—yz —xrz —TY

6z -3
o) = ((arad )" o) = (3 =3y 397 30, HyGo) = (% 3.
grad f und H; existieren nicht.

Aufgabe G2

Die Funktion u : ]0,00[xR? — R sei definiert durch
u(t,z,y) = (4rt) texp [ (2 + y?)/4t] .

Zeigen Sie, dass

8714_ 0%u n 0%u
ot Oxdx = Oydy

gilt, indem Sie die auftretenden partiellen Ableitungen berechnen.

Bemerkung: Eine Funktion u : ]0,00[xR? — R, die die obige Gleichung erfiillt, heifit
Losung der Warmeleitungsgleichung. Mit dieser partiellen Differentialgleichung l&sst
sich die zeitliche Entwicklung einer zur Zeit t = 0 vorgegebenen Temperaturverteilung
beschreiben.

Losung: Es gilt:

1 z? —|—y2 1 9 9 x2+y2
t - — _z I
u(t, 2,y) = = —g exp(=— =) + g (a7 +y7) exp(—— ),
1 z2 +y2 1 9 z2 +y2
t —_ — ————— _ _
1 z? —|—y2 1 x? —|—y2

).

(1 2,9) = —g g exp(=—— ) + gyt exp(—

Also
ou 9%u 0%u

ot~ Oxdz + oyoy




10. Ubung Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo und UI

Aufgabe G3
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

Fla (2,y) # (0,0)
x,y) =1 &Y
fe.y) {o, (,y) = (0,0).

(a) Sei v € R?\ {0} mit ||v|| = 1. Berechnen Sie die Richtungsableitung in (0,0) mit
dem Differenzenquotienten, d.h.
f(tv) — f((0,0))

9,£(0,0) = lim . .

(b) Sei v € R?\ {0} mit ||v| = 1. Gilt 9, £(0,0) = {(grad f(0,0),v)?

(c) Wieso darf die Formel aus dem Skript nicht angewendet werden?

Hinweis: Schreiben Sie v in der Form < C.OS(SO) ), ¢ € [0,2m).
sin(p)

Loésung:

(a) Fir ¢ € [0,27) sei v = < cos(p) ) Dann gilt:

sin(¢p)
v) — cos? () sin
0,£(0,0) = tim TV SUOO) _ i, EOSTEIIG) _ o) sini).

(b) Offensichtlich gilt (grad f(0,0),v) = 0 (vgl. Ubungsblatt 9, G1). Insbesondere
gilt 9, f(0,0) = (grad f(0,0),v) i. A. nicht.

(c) Die Voraussetzung ,stetig partiell differenzierbar® ist hier nicht erfiillt (vgl. Ubungs-

blatt 9, G1).
Hausiibung
Aufgabe H1
Wir betrachten die Funktion H: R3 — R3 mit den drei Komponentenfunktionen
Hy(z1,79,23) = cosh(z? + 23 — x3),
Hy(x1,29,73) = +/exp(z172),
H3(x1,29,73) = 3,

also H(xy,w2,x3) = (H1 (1,22, 23), Ha(x1, 72, 3), H3(21, 22, 23)).

(a) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster Ordnung der Komponenten Hi,

Hy, Hj.
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(b) Geben Sie die Funktionalmatrix Jg(x1, 2, x3) an.
(c) Berechnen Sie det Jy(0,1,1).

Loésung:
%—fll = 2z sinh(2? + 23 — x3), % = 2z9 sinh(2% + 23 — x3)
(a) %—IJQ = —sinh(2? + 23 — z3), %71;12 = (z2/2)+/exp(x122)
Gt = (@/2)Vexp(mias),  GE =0, G =0, G =0, G =1
271 sinh(2? + 23 — 23) 2xg9sinh(2? + 23 — 23) —sinh(z? + 23 — 23)
(b) Ju(z1,22,23) = | (22/2)\/exp(x1x2) (x1/2)/exp(x122) 0
0 0 1

(c) det Jg(0,1,1) = 0.
Aufgabe H2
Es seien die Funktionen f:R? - R, ¢ : R — R? und h : R — R gegeben durch
2 3 [ cos(x) B
Fla) ==+ 2y =i, o) = (Goms) ) hl) = ).
(a) Geben Sie die partiellen Ableitungen fz, fy, faz, foy, fyz, fyy an.
Stimmen fg, und f,, tiberein?

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von h mit der Kettenregel.
(c) Bestimmen Sie h/(x) direkt.

Losung:
(a) Es gilt:
fx($7y) = _2$+ 2y7 fy(xay) =2z — 33/2,
fx:r(x7y) = 727 fxy(xvy) = 2 = fym(xvy)vfyy(xay> = 76y

Die gemischten partiellen Ableitungen sind nach dem Satz von Schwartz gleich.

(b) Mit der Kettenregel erhdlt man:
W (z) = Jr(g(x))Jg(x) = (—2cos(z) + 2sin(z) 2cos(x) — 3sin2(x)) ( _izgg >
= 2(cos(z) sin(x) — sin?(z) + cos?(z)) — 3 cos(x) sin®(z).
(c) Es gilt
h(x) = — cos?(z) + 2 cos(z) sin(x) — sin®(z).
Daraus ergibt sich A/(z) wie in (b).



