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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Wir betrachten die Funktion f :R? — R mit

T P— J:QIQTny’ (:L'vy) 7& (0’0)
o {0, (z,) = (0,0).

(a) Zeigen Sie, dass f in (0,0) partiell differenzierbar ist (Differenzenquotient!). Was
ist der Gradient von f in (0,0)?
(b) In welchen Punkten ist f stetig partiell differenzierbar?

(c) Was konnen Sie tiber den Zusammenhang zwischen partieller Differenzierbarkeit
und Stetigkeit aussagen?

Losung:
(a)
... f(0+h,0)—f(0,0) . 0 _
F00) = g SEERSIRT i 7~
.. f(0,04+h)—f(0,0) . 0
14(0,0) = Jim, h = jm g =0

Also, (grad £)(0,0) = (0, 0).
(b) Fiir (z,y) € R?\ {0} folgt die Behauptung aus Mathematik I. Es gilt:
3

x a?(a? — y?
(grad f)(z,y) = <2 (22 _|_yy2)2 (w(Q + yzy)z)>
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Sei (zn, yn) = (£, 2) fiir n € N. Dann gilt lim, o0 (zn, yn) = (0,0), aber

. 1/n* 1
lim fx(xmyn) = _24—2 - = f:c(oao)a
e (72) 2
d.h. f, ist in (0,0) nicht stetig. Mit (zy,y,) = (£,0) fiir n € N sieht man, dass
fy in (0,0) nicht stetig ist.
(c) Es besteht kein Zusammenhang zwischen Stetigkeit und partieller Integrierbar-
keit (Beachte: f, ist in (0,0) nicht stetig,aber partiell differenzierbar.

Aufgabe G2
Es sei f: R? — R gegeben durch f(z,y) = 22 — .

(a) Bestimmen und skizzieren Sie die Schnitte des Funktionsgraphen fiir = —1,0, 1,
bzw. y = —1,0,1, d.h. die Graphen der Funktionen von R nach R mit y —
f(_17y)7 Yy = f(oay) und Yy = f(lay) bzw. x — f(CL',—l), T = f(l',O) und
x— f(z,1).

(b) Bestimmen und skizzieren Sie die Niveaumengen von f zu den Niveaus —2, —1,
0, 1 und 2.

(c) Skizzieren Sie ein 3-dimensionales Bild des Graphen.

Losung:
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Aufgabe G3
Untersuchen Sie, ob diese Mengen M;, i = 1, 2, offen, abgeschlossen, beschrankt bzw.
kompakt sind (mit Begriindung).
(a) My :={(x,y) € R?: |zy| <1, |z —1] <2}
(b) My :={(z,y) eR?: z+y=1, (z — 1)2 +y% < 4}.
(c) Zeigen Sie, dass fiir eine stetige Funktion f : R? — R, die Menge M3 := f~1{0}

abgeschlossen ist.

Losung:
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(a) Die Menge M ist offen, nicht abgeschlossen, nicht beschrinkt nicht kompakt.
(b) Die Menge Mj ist nicht offen, nicht abgeschlossen, beschriankt, nicht kompakt.

(c) Sei (:vn)n21 eine Folge in M3 mit lim,, .., x, = . Zu zeigen, dass x € Ms ist.
Tn € Ms = f(xy,) =0 fuerallen > 1.

Aufgrund der Stetigkeit von f gilt

lim f(z,) = f ( lim xn> — f(z) =0,

n—oo n—~0o0

das heifst z € M3

Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Untersuchen Sie die folgenden Funktionen fi, fo : R? — R auf Stetigkeit.

a+ .
a)fl(:E,y):{x_zf/ fir x,y#0

0 sonst Hinweis: Ist f1 auf R\ {0} stetig? (Beweis?).

Wie verhilt sich die Funktion auf ganz R? auf der Diagonalen?

b) fz(a:,w:{ LR fir (2,) # (0,0)

1 sonst

Losung:

(a) Die Funktion f; ist auf R?\ {0} als Quotient stetiger funktionen stetig. Fiir die
Folge (, yn) = (%, %) folgt f1(zn,yn) = 2n, d.h. der Grenzwert lim, o f1(Zn, Yn)

existiert gar nicht. Somit ist fi nicht stetig bei 0.

(b) Es gilt fao(x,y) =1+ mgf_% und somit limy, oo fo(2, 1) =14 limy, o0
f2(0,0). Daher ist fo bei 0 nicht stetig.

2l

=24

Aufgabe H2 (6 Punkte)

Die Menge M3(R) der (2 x 2) Matrizen (m; ;) , iiber R ist ein 4-dimensionaler reeller
Vektorraum. Man kann daher die euklidische Norm || - |2 auf M(R) benutzen.

a) Sind die Projektionen p; j : Ma(R) — R, M +— m; ; stetig?
b) Beweisen Sie, daf die Determinante det : Ms(R) — R eine stetige Abbildung ist.
c) Schliefsen Sie, daft {A € M(R) | det(A) = 0} eine abgeschlossene Menge ist.

Losung:
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(a) Ja, es gilt nimlich fiir eine konvergente Folge (Z,,)nen in R* mit Z = lim,coTn
auch limy, —ooTni = ;.

(b) Die Determinante ist als Polynom in den steigen Projektionen p;; auch wieder
stetig.

(c) Diese Menge ist als Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen
Funktion det auch wieder abgeschlossen (z.B. nach Aufgabe G3 ).



