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Aufgabe G3.1 Automorphismen von Z

Das ist im Prinzip lineare Algebra: Sei f € Aut(Z?). Fiir die Bilder der Einheitsvektoren schreiben wir
f((1,00") =(a,¢)", und £((0,1)") = (b,d)".

Dann ist fiir (m,n)” € Z2, da f ein Homomorphismus ist

fUlm,m)") =mf((1,007) +nf((0,1)1) = (Ccl 3) (m) '

n

Insbesondere ist f durch eine 2 x 2-Matrix A mit Eintréigen in Z darstellbar. Das Gleiche gilt natiirlich fiir f ! und fiir die
darstellende Matrix A’ von f ! (bzgl. der Standardbasis) folgt

AA =AA=E,.

Somit ist Aut(Z2) = GL,(Z) = {A € M,(Z) : det(A) # 0} = {A € M,(Z) : det(A) = £1}.

Allgemein lasst sich festhalten, dass Hom(Z", Z") durch den multiplikativen Monoid (M, (Z),,E,) der n x n Matrizen
mit ganzzahligen Eintrdgen gegeben ist. Dessen Einheitengruppe GL,(Z) := M,,(Z)* ist dann die Automorphismengruppe
von (Z",+).

Aufgabe G3.2 Eine von zwei Elementen erzeugte Gruppe

(a) Wenn wir zeigen kénnen, dass
H:={d'b:i,jez}

eine Untergruppe von G ist, so ist dies offensichtlich die von a und b erzeugte Untergruppe (und somit gleich G),
denn letztere enthilt all die Elemente a'b/ (vgl. Lemma 1.1.9 (3) im Skript) - was Teil (a) beweist. Dass H eine
Untergruppe ist, folgt daraus, dass

a'b/=bal  firallei,jeZ (@)

(wie wir gleich beweisen werden). Es ist dann namlich 1 = a®b° € H und stets (a'b/)(a*b’) = a'a*b’b’ = a'/ b €
H sowie (a'b/)™! = (b)) 1 (a!)' = bJa " =a~'b~/ € H, wie fiir eine Untergruppe verlangt.

Es bleibt nur, (1) zu beweisen.
Erste Beweisstrategie fiir (1): Schritt 1. Zeige zunéchst durch Induktion nach i € Ny, dass a'b = ba' und a='b = ba™".
Schritt 2. Zeige durch Induktion nach j € N, dass
(Viez) d'b=ba und b7 =bd
(die Ausfithrung der Induktionen ist dem Leser iiberlassen).
Zweite, elegantere Beweisstrategie fiir (1): Wir betrachten die Menge

X:={xeG:xb=bx}




der mit b vertauschenden Elemente von G. Dann ist X eine Untergruppe von G, denn es gilt: 1 € X wegen 1b =
b = bl. Gegeben x € X gilt xb = bx und somit, durch Multiplikation letzterer Gleichung mit x~* von links und
rechts, bx~! = x~!b; also x~! € X. SchlieRlich gilt fiir alle x,y € X:

(xy)b=x(yb)=x(by)=(xb)y = (bx)y = b(xy),

also xy € X. Es ist also X eine Untergruppe von G, und da diese per Aufgabenstellung das Element a enthalt, gilt
{a':ieZ}=(a) € X und somit
a'b = ba', fiir alle i € Z. &)

Analog sehen wir, dass
Y:={xeG: (VieZ) xa' =d'x}

eine Untergruppe von G ist, die wegen (2) das Element b enthilt. Es gilt daher (b) € Y und somit a'b’ = b/a’ fiir
allei,jeZ.

(b) Unter Benutzung von (1) haben wir fiir alle x = a’b/, y = a*b’ € G:
Xy = aibjakbl — aiakbjbé — ai+kbj+€

und
yx = akbfaibj :ak+ib€+j’

also xy = yx. Somit ist G abelsch.

Aufgabe G3.3 Normalteiler

Zu zeigen ist nach ganz kurzer Uberlegung nur (¢) = (b).

Dazu: Es ist zu zeigen, dass fiir jedes g € G gilt: N c gNg~!.

Sei n € N, dann wissen wir, dass g~'ng = n’ € N gilt, indem man (c) auf g~! anwendet. Somit ist n = gn’g™! € gNg~!
und das war zu zeigen.

Aufgabe G3.4 Die Quaternionengruppe

(a) Esistz.B.IJ =K, aber JI = —K.

(b) Man stellt fest, dass die Ordnung der Elemente +I,+J und £K gleich 4 ist und damit —FE das einzige selbstinverse
Element (d.h. ord(—E) = 2) ist. Nach dem Satz von Lagrange kann es iiberhaupt nur nichttriviale Untergruppen
der Ordnung 2 und 4 geben. Ist H eine Untergruppe mit |H| = 4, so ist der Index also 2 und nach Aufgabe H3.4 (b)
ist H dann normal. Ist |H| = 2, so ist offensichtlich H = {£E}. Diese Gruppe ist normal, da sie mit allen Elementen
von Q vertauscht.

Aufgabe G3.5 Permutationsdarstellung

Sei G ={g;,...,g,} eine endliche Gruppe und S, bezeichne die symmetrische Gruppe einer n-elementigen Menge.

(a) Zunéchst mal muss man sich die Definition vielleicht an einem Beispiel klar machen - dies sei dem Leser iiberlassen.
Seien nun g,h € G und i € {1,...,n}. Es gelte hg; = g; und gg; = g,. Dann gilt
(gh)g: = g(hg;)
=88
= 8k-

Somit ist einerseits p(gh)(i) = o 4;(i) = k und andererseits
(p(h) e p(g))(@) = p(h)(p(g)(D))
= oy(0,4 (1))

=ox(j)
=k.

Dies zeigt, dass p ein Homomorphismus ist.




(b)

Seien g,h € G mit p(g) = p(g). Dann ist insbesondere o,(1) = 0,(1) und nach Definition

g81="hg.

Mit Ubung H2.2 (a) folgert man, dass dann g = h gelten muss.
Nun ist das Bild einer Gruppe unter einem Homomorphismus wieder eine Gruppe und da p injektiv ist, erhalten
wir G = p(G) C §,,.

Aufgabe H3.1 Rechnen mit Kongruenzen

(a)
(b)

(0

(d

Wir schreiben nun abkiirzend x = x + mZ. Wahle z.B. {0,1,2,...,m — 1} als Reprisentantensystem.
Unabhéngigkeit von der Wahl der Vertreter: Falls x’ € x und y’ € y sind, so existieren a, b € Z, so dass
xX'=x+am und y =y+bm

gilt. Somit ist

x'y'=xy+aym+bxm+abm? =Xy
und demnach ist die Definition unabhéngig von der Wahl der Vertreter.
Dass (Z/mZ,-,1) ein Monoid ist, ist klar, denn dies folgt direkt daraus, dass (Z,-, 1) ein Monoid ist (Nachrechnen
kann natirlich nicht schaden).
Z/mZ hat genau dann nichttriviale Nullteiler, wenn m keine Primzahl ist.

Es sei X € Z/mZ ein Nullteiler mit ¥ # 0. Dann existiert ein ¥ € Z/mZ,y # 0, so dass ¥y = 0 ist. Daraus folgt
Xy € mZ, also existiert ein a € Z, so dass xy = am. Da x, y # 0, teilt m weder x noch y. Somit ist m keine Primzahl.

Ist umgekehrt m > 1 keine Primzahl, so gibt es m;, m, € Z mit m = m;m, und |m,|,|m,| > 1. Es ist also m, 1, # 0
und m;n1, = m;m, = m = 0. Somit sind m; und m, nichttriviale Nullteiler.
Behauptung: ((Z/mZ) \ {0},-,1) ist eine Gruppe, genau dann, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis: Wir wissen schon aus (c), dass (Z/mZ,-,1) ein Monoid ist, genau dann, wenn m eine Primzahl ist. Dies
gilt dann auch fiir ((Z/mZ)\ {0}, -, 1). Daraus folgt bereits, dass ((Z/mZ)\ {0}, -, 1) keine Gruppe ist, wenn m keine
Primzahl ist. Um zu zeigen, dass es eine Gruppe ist, wenn m eine Primzahl ist miissen wir nur noch zeigen, dass
jedes Element in (Z/mZ) \ {0} ein Inverses besitzt. Wir zeigen hierzu, dass die Multiplikationsabbildung

az :Z/mZ — Z/mZ
y—=Xxy
in diesem Fall fiir jedes x € (Z/mZ) \ {0} bijektiv ist. Da (Z/mZ) endlich ist, reicht es zu zeigen dass a; injektiv

ist. Dies haben wir jedoch schon in (c) gesehen, denn y € ker(ay) ist dquivalent zu Xy = 0 und dies bedeutet fiir
X # 0, dass y ein Nullteiler ist. Falls m eine Primzahl ist, folgt jedoch, dass ¥ = 0 ist und somit ker(a;) = {0}.

Aufgabe H3.2 Additive Darstellung des ggT; Erzeuger zyklischer Gruppen

(a)

Gegeben zwei Zahlen k,, k, € Z, die nicht beide 0 sind, ist ggT(k;, k,) die eindeutig festgelegte natiirliche Zahl mit
(k1. ko) = ggT(ky, ky)Z,

wobei (k;, k,) die von k,, k, erzeugte Untergruppe von (Z,+,0) ist. (Dies war eine Bemerkung zu Lemma 3 in §1
in der Vorlesung, auch zu finden als Bemerkung 1.1.12 im Skript von Herrn Prof. Neeb).

Da (Z,+,0) und somit auch ({k;, k,),+,0) abelsch sind, haben wir nach Aufgabe G3.2:
(kq,ky) = {iky + jky:1,j € Z}.
Gilt also ggT(k,,k,) =1, so ist
1€Z=ggT(ky,ky)Z = {iky + jky:1,j € Z},
weswegen wir a, b € Z finden mit ak; + bk, = 1.
Gibt es umgekehrt a, b € Z mit ak; + bk, =1, so gilt
1 e {iky + jky:i,j € Z} = ggT(ky, ky)7Z.

Es existiert also ein n € Z mit 1 = ggT(k,, k,)n. Daraus folgt ggT(k;, k,) = 1.




(b) Seik €{0,1,...,n—1}. Falls das Element { := e die Gruppe C, erzeugt, so gilt C, = {{™: m € Z}, es gibt also
ein m € Z derart, dass

2mi

{M=en .
., 2nikm 2mi . . . .. 21km 27 .
Somite » =e n . Es existiert also ein £ € Z mit =— ==+ 27tf. Dann ist
km—4{In=1

und somit ggT(k,n) = 1, nach Teil (a).
Nun nehmen wir umgekehrt an, dass ggT(k,n) =1 (d.h. k und n sind teilerfremd); wir wollen zeigen, dass dann ¢
die Gruppe C, erzeugt. Nach Teil (a) existieren a, b € Z derart, dass

ak+bn=1.

Fir ¢ := e gilt also

4= e@ = ezm(ly:bn) = e%ﬁ_znib = e%
somit en € (¢), und somit s = (e?)e € () fiir alle £ € Z. Da jede n-te Einheitswurzel vorige Gestalt hat, gilt
C, € () und somit C, = ({), d.h. { ist ein Erzeuger fiir C,.

Aufgabe H3.3 Gruppenhomomorphismus

Wir schreiben die Verkniipfung in G hier multiplikativ. Die Elemente g und h miissen vertauschen, denn es ist

gh=¢(1,0)¢(0,1) = ¢((1,0)+(0,1)) = ¢(1,1) = ¢((0,1) +(1,0)) = ¢(0,1)¢(1,0) = hg. 3

Dass g und h vertauschen ist also eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines solchen Gruppenhomomorphismus.
Allgemein ist aulerdem

¢(m,n) = ¢(m(1,0)+n(0,1)) = $(1,0)™ - $(0,1)" = g"h". 4

Wir zeigen, dass die Bedingung (3) auch hinreichend ist. Seien g,h € G mit gh = hg. Dann definieren wir durch (4)
motiviert

¢(m,n) :=gmh".

Zu zeigen ist, dass dies tatsichlich ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir benutzen, dass die von g und h erzeugte
Untergruppe abelsch ist (nach Aufgabe G3.2):

¢((a,b) +(c,d)) = g**n"*+
— gagchbhd
= (g°h")(g°n)
=¢(a,b)p(c,d).

Also existiert ein solcher Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn g und h miteinander vertauschen.

Aufgabe H3.4 Nebenklassen und Normalteiler

(a) Seil#he G ein beliebiges Element. Wir betrachten die von h erzeugte Untergruppe H := (h). Nach dem Satz von
Lagrange gilt
p=IGl=|H|[G : H].

Hierbei ist [G : H] eine natiirliche Zahl. Also gilt |H| | p. Da p eine Primzahl ist, folgt |[H| = 1 oder |H| = p. Falls
H nur ein Element enthalt, ist h = 1, was ausgeschlossen war. Es muss also H = G gelten und G ist zyklisch. Wir
haben insbesondere gesehen, dass G von jedem Element auler der 1 erzeugt wird.

(b) Da [G: H] = 2 gilt, sind die Linksnebenklassen gegeben durch G/H = {H, M}, wobei M := G \ H das Komplement
von H in G ist. Ist also g € M = G \ H, so ist gH = M. Analog sieht man, dass fiir g € M = G\ H auch Hg = M sein
muss. Damit ist also gH = Hg fiir alle g € G und H ist Normalteiler.

(c)* Wir konstruieren eine Gegenbeispiel fiir den Fall [G : H] = 3. Es sei 0 = (12) € S5 die Transposition der Zahlen 1
und 2. Dann ist H := (o) = {id, 0} und nach dem Satz von Lagrange gilt [G : H] = 3. Man sieht aber leicht, dass o
nicht mit 7 = (23) vertauscht, also TH # H~.




Aufgabe H3.5 Freiwillige Zusatzaufgabe: Elemente der Ordnung p

Wir betrachten die im Hinweis angegebene Menge S = {(ay,...,a,_1) € GP : ay---a,_; = 1}. Falls (ay,...,a,;) €S, so
ist auch (ay,...,a,_1,a0) €S, denn a; ---a,_1a5 = agl(a0 “+-a,_1)ay = 1. Wir bezeichnen diese zyklische Permutation mit
m € Sg, d.h.

7."'((aO; see ;ap—l)) = (a1; see 7ap—1)a0)

fir (ao,...,a,-1) € S. Die p-fache Hintereinanderausfithrung n” liefert die Identitét auf S. Die einzigen Punkte, die von 7
festgehalten werden, sind die Elemente der Form (a,...,a) € S, das heil’t solche, die von Elementen a € G kommen mit
aP = 1. Fiir diese Elemente schreiben wir nun H := {a€ G |a”? =1}. Esist | Hl=n+1,da 1l €H.

Wir bezeichnen im Folgenden abkiirzend Z := Z/pZ und mit Z, := {n € Z/pZ,n"(s) = s} den Stabilisator von s
unter den zyklischen Permutationen. Au3erdem bezeichnen wir mit B, := {n"(s) : n € N} die Bahn unter den zyklischen
Permutationen von s € S. Man mache sich klar, dass diese Definitionen Sinn machen! Der Trick ist nun der Folgende: Z;
ist eine Untergruppe von Z/pZ, denn fiir k, 1 € Z, ist ©%*!(s) = n*(x!(s)) = n*(s) = s und wenn 7¥(s) =, so ist s = w(s).
AuBerdem ist natiirlich 7°(s) = id(s) = s. Nun sind aber die einzigen Untergruppen von Z gleich {0} und Z selbst. Der
Fall Z, = {0} tritt nur ein, wenn s = (a,...,a) ist mit a € G.

So erkennen wir, dass fiir alle anderen Elemente s € S \ H gilt |B;| = p, wobei wir H hier als Teilmenge von S ansehen
(tiber die offensichtliche Inklusion).

Zwei Bahnen B, B, fiir r,s € S sind entweder disjunkt oder identisch. Deshalb gibt es Elemente s,...,s,, € S, so dass
die Menge S folgendermalden zerfallt:

S =B, U...UB, U{(a,...,a):a €H}

Es gilt somit
IS|=mp+n+1.

Andererseits ist |S| = |G|P~! und nach dem Satz von Lagrange ist dies durch p teilbar, falls ein Element der Ordnung p
existiert. Also ist entweder n =0 oder p teilt n+1,da p | |GIP"! = mp + (n + 1) gilt.

In der Losung dieser Aufgabe haben wir ein Beispiel fiir eine Gruppenoperation gesehen. Gruppenoperationen (manch-
mal auch Gruppenwirkungen genannt) werden spéter ausfiihrlich in der Vorlesung behandelt. Im vorliegenden Fall ist
die zyklische Permutation eine Gruppenoperation der additiven Gruppe Z/pZ.




