Skript zur Vorlesung

Elementare partielle Differentialgleichungen

Prof. Dr. R. Farwig
SS 2008

Technische Universitat Darmstadt




1. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG 1

1 Mathematische Modellierung

Partielle Differentialgleichungen kommen in den Naturwissenschaften (Physik,
Chemie, Biologie), den Ingenieurwissenschaften (Maschinenbau, Elektrotechnik,
Mechanik, Materialwissenschaften, Bauingenieurwesen, Geowissenschaften etc.),
aber auch den Wirtschaftswissenschaften (insbesondere Finanzmathematik) vor.
Zudem haben sie iiber Jahrhunderte die Entwicklung der mathematischen Analy-
sis befliigelt. Im Gegensatz zu gewdhnlichen Differentialgleichungen, die entweder
eine rein zeitliche Entwicklung (Anfangswertprobleme) oder eine rein raumliche,
jedoch eindimensionale Entwicklung (Randwertprobleme) beschreiben, modellie-
ren partielle Differentialgleichungen entweder Vorgénge in mehreren Raumdimen-
sionen oder rdumlich-zeitliche Vorginge.

Im Folgenden sollen — ausgehend von einem einfachen rdumlich eindimensio-
nalen und zeitlich verdnderlichen Prozess — Modelle aus verschiedenen Anwen-
dungsgebieten und mit steigender Komplexitét hergeleitet werden.

Eine Zustandsvariable u = u(t, x) beschreibe die Dichte einer gewissen Grofle,
wie z.B. Masse, Energie, Bakterien, Autos etc. am Ort z € R und zum Zeitpunkt
t in einer Rohre kleinen konstanten Querschnitts A.
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Abbildung 1.1: Zur Massenbilanz in der Rohre

Dann ist u(t, z) Adz, dv = b— a, die im Réhrenabschnitt Adz enthaltene Menge.
Der Fluss der Grofle u werde im Raum-Zeitpunkt (¢, z) durch die Flussfunktion
¢ = ¢(t,x,u,...) beschrieben; dabei werden wegen des kleinen Querschnitts A
Fluktuationen in den zu x orthogonalen Raumrichtungen vernachléssigt. Also ist
A¢(t,z) die Menge, die zur Zeit t durch den Querschnitt A an der Position x
flieit. Als Konvention bedeutet dabei ¢ > 0 ein Fluss nach rechts in Richtung
wachsender z—Werte. Schliellich sei f = f(¢, x) ein Quellterm, so dass f(t,z) Adx
die Menge bezeichnet, die im Rohrenabschnitt Adz zur Zeit t erzeugt (f > 0,
Quelle) oder vernichtet (f < 0, Senke) wird.
Damit erhélt man in [¢1, 5] X [a,b] (xA) die Bilanzgleichung

/ab (u(te, z) — u(ty, z)) Adx
_ / " (Ab(t,a) — Ap(t,b))di + /: / () Adedi

t1
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in Integralform. Unter geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen folgt nach Division
durch A(ty — t1)(b — a) im Grenzfall to — t1, b — a die Erhaltungsgleichung

%(t,x) + % (t,x) = f(t,x)

oder kiirzer

(L)

An dieser Stelle fehlt noch eine sich aus dem konkreten Problem ergebende Zu-
standsgleichung

¢=0o(t,x,u,...),

um eine partielle Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion u zu erhalten.
Beispiel 1.1 Der Fluss ¢ sei proportional zu u,
o(t,x,u) =cu, ceR.

Im Fall f =0 (keine Quellen oder Senken) liefert (1.1) die Konvektionsgleichung
(auch Advektions- oder Transportgleichung)

|+ cuy = 0. (1.2)

Zur Losung fithren wir neue Variablen
E=x—ct, T=t (1.3)

sowie
o(1,€) = u(t,x) =u(r, £+ c7)
ein. Dann erfiillt v die Gleichung

Uy =U 4+ cu, =0,

und 148t sich folglich in der Form v(7,&) = F(&) schreiben. Demnach besitzt u
die Darstellung
u(t,x) = F(x — ct) (1.4)

und wird als travelling wave bezeichnet. Die Konstante ¢ ist die Transportge-

F(z) =u(0,2) wu(t,z) = F(x—ct)

Abbildung 1.2: Eine travelling wave-Losung

schwindigkeit, mit der die Anfangsinformation w(0,z) = F(z) im Falle ¢ > 0
nach rechts transportiert wird.
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Beispiel 1.2 Bekanntlich wird ein einfacher Wachstums- oder Zerfallsprozess
durch die gewohnliche Differentialgleichung Ccll—? = Au (A > 0 oder A < 0) mit
Losung u(t) = upeM modelliert. Mit dem Quellterm f(u) = Au (A > 0: Quelle,
A < 0: Senke) und der Zustandsgleichung ¢ = cu liefert (1.1) die inhomogene
Konvektionsgleichung

Uy + cuy, = Au,

die ebenfalls mit der in Beispiel 1.1 beschriebenen Methode gel6st werden kann.
Allgemeiner erhdlt man mit f = f(t, z,u) die Konvektions-Reaktionsgleichung

w + cu, = f(t,z,u).

Beispiel 1.3 Es bezeichne u(t, z) die Anzahl von Autos zur Zeit ¢ pro Strafien-
kilometer auf einer einspurigen Strafe und ¢(t,z,u) die Anzahl von Autos, die
pro Stunde den Raum-Zeitpunkt (¢, z) passieren. In einem einfachen Staumodell
wird ¢ durch

¢:¢(U)ZQU(5—U), aa/@>0>

modelliert; d.h., fiir 0 < u < [ wichst ¢(u) linear wie afu an, fiir u ~ § da-
gegen wird die grofle Dichte an Autos den Verkehrsfluss allméhlich zum Erliegen
bringen. Fiir f = 0 liefert (1.1) die Staugleichung

u +o(u(B—u) =0.

xT

Mit v(t,z) = 8 — 2u(%,z) erhélt man daraus die Burgers-Gleichung

\vﬁwm:o.\ (1.5)

Ein besonders vorausschauender Autofahrer wird die Geschwindigkeit nicht nur
bei grofier Verkehrsdichte (u & () reduzieren, sonders bereits bei Zunahme der
Verkehrsdichte vor ihm (u, > 0). Mit Hilfe der verallgemeinerten Zustandsglei-
chung

d(u,uy) = au(f —u) —e'u,, € >0,

entsteht die Gleichung 2. Ordnung
Uy + a(u(ﬁ — u))x — Uy =0

und nach Transformation auf v die viskose Approximation der Burgers-Gleichung
(auch ebenfalls Burgers-Gleichung genannt) mit ¢ = ¢’/

Vg + VUp = EVgy . (1.6)

Dabei heit ¢ > 0 Viskositditskoeffizient. Es zeigt sich, dass der Term ev,, zu
einer Glattung der Losungen von (1.6) gegeniiber den Losungen von (1.5) fiihrt
(glatter Verkehrsfluss statt Staubildung).
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Beispiel 1.4 Sei u die Konzentration eines Gases (oder z.B. von Insek-
ten/Bakterien in einer Rohre) bzw. sei u die Temperatur in einem Metallstab.
Auf Grund der Stofle der einzelnen Teilchen untereinander wird sich Gas von
hohen zu niedrigen Konzentrationen bewegen. Der Fluss ist dabei umso grofer,
je steiler das Konzentrationsgefille, also der negative Gradient —u,, ist. In die-
sem Falle wird die Zustandsgleichung ¢(u) = —ku, benutzt, so dass (1.1) zur
Diffusionsgleichung

luy — ks = 0| (1.7)

mit der Diffusionskonstanten k > 0 fithrt.

Sei z.B. 0(t,z) die Temperatur, p die konstante Dichte und ¢ die spezifische
Wirme eines Metallstabs, so dass u(t, z) = pcd(t, x) die Energiedichte bezeichnet.
Nach dem klassischen Fourier’schen Wirmeleitungsgesetz ist der Warmefluss ¢
proportional zu —u,, d.h., mit dem Warmeleitkoeffizienten x > 0 gilt

O = —Kuyg .

Ist der Metallstab homogen und & bzgl. x konstant, erhélt man mit der Warme-
diffusionskonstanten k = ﬁ > (0 die Wirmeleitungsgleichung

0, — kfpw = 0. (1.8)

Im allgemeinen Fall, in dem s von x oder sogar von der Temperatur 6 abhéngt,
folgen die komplexeren Gleichungen

0, — (k(2)0.), =0

T

bzw. — als nichtlineares Problem —
0, — (k(@)@x)x =0.

Beispiel 1.5 Zur Herleitung der Wellengleichung betrachte man ein elastisches
Seil mit Massendichte p(t,z) und vertikaler Auslenkung w(t,x) aus einer sta-
tiondren Gleichgewichtslage. Wir nehmen an, dass bei kleiner Auslenkung und
kleinen Winkeln (|u,| < 1) die Spannung T'(¢, z) im Punkt (z, u(t,z)) stets tan-
gential zum Seil gerichtet ist und dass horizontale Bewegungen vernachléssigt
werden diirfen.

Da kein horizontaler Massenaustausch stattfindet, gilt fiir beliebige Abszissen-
werte a < b und Zeipunkte ¢ unter Beriicksichtigung des Bogenldngenelements

/1 + u2 dx die Massenbilanz

[ oty = [

mit einer geeigneten Funktion po(z) > 0. Nach Division durch b — a und
Grenziibergang b — a — 0+ folgt die Gleichung

p(t,x)\/1+uz = po(x).
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Abbildung 1.3: Zur Herleitung der Wellengleichung

Es bezeichne «(t, z) den Winkel des Seils mit der x-Achse; folglich gilt cosa =
L und sina = —*— . Die horizontale Kriiftebilanz

\/ 1+u2 v/ 1+u2

T(t,b) cosa(t,b) = T(t,a) cosa(t,a) fiir allea <b

impliziert, dass T'(¢,x)/+/1 + u2 von x unabhéngig ist. Es gibt also eine konstante

Spannungsgrofe Ty > 0 mit
I(t, x)

S8 g
1+u% 0>

die zuséatzlich in ¢ konstant angenommen werden darf. Nach dem Newton’schen
Gesetz gilt bei einer von auflen auferlegten senkrecht wirkenden Kraftdichte
f(t, x) fiir die vertikale Kraftbilanz

b b
/ po(z)ugdr = T(t, z)sin a(t,x)‘z + / pof dz. (1.9)

Wegen sin o = u,/+/1 + u2 kann der erste Term auf der rechten Seite durch

b
Toum(t,x)‘z = TO/ Uy AT

ersetzt werden. Jetzt liefern Division durch b—a und der Grenziibergang b —a —
0+ in (1.9) die Differentialgleichung

po(@)ur = To uge + po(x) f(t, 7).
SchlieSlich fithrt man durch
s _ 1o
po(z)
die Grole ¢ > 0, die die Dimension einer Geschwindigkeit hat, ein. Damit erhélt

man, insbesondere wenn p, und damit auch ¢ von x unabhéngig sind, die klassi-
sche eindimensionale Wellengleichung

c(x

Uy — CPUgy = f . (1.10)
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Fiir das mehrdimensionale Analogon von (1.10) wird der Term u,, durch den
Laplace-Operator

Au = Z 8]2u = div (Vu)
j=1

von u : R X R® — R ersetzt. Die Wellengleichung

Uy — AAu = f (1.11)

beschreibt im R? die Schwingungen einer elastischen Membran, im R?® u.a. die
Ausbreitung von Schallwellen. Die Gleichung (1.11) ist die Grundlage zur Model-
lierung vieler physikalischer Phéinomene, u.a. in der Akustik, der Strémungsme-
chanik und der Theorie der elektromagnetischen Wellen.

Beispiel 1.6 Wir betrachten ein Fluid (Fliissigkeit oder Gas) der Dichte p(t, x)
und Geschwindigkeit u(t, ) im Raum-Zeitpunkt (¢, z). Im eindimensionalen Fall
beschreibt ¢ = pu den Massenfluss, so dass die Massenbilanz

pr+ (pu), =0 (1.12)

lautet. Dagegen ist im R? (oder R?) u = (uy, us, u3) ein Geschwindigkeitsvektor.
Zur Herleitung des Analogons von (1.12) betrachte man ein beliebiges, kleines
Testvolumen V C R?. Nach dem Massenerhaltungsgesetz ist die zeitliche Ande-
rung (Abnahme) der Gesamtmasse in V', also — fv prdx, gleich dem Massenfluss
/. oy Pu- N do aus dem Testvolumen V' heraus; dabei ist N der auf 9V’ nach auflen

< ==

= N

Abbildung 1.4: Zur Herleitung der Massenbilanz

gerichtete Normaleneinheitsvektor. Mit dem Gaufy’schen Satz folgt

—/ptdx:/ pu-Nda:/ div(pu) dz .
v av v

Nach Division durch das Volumen |V| von V liefert der Grenziibergang |V| — 0
die sog. Kontinuitditsgleichung

pr +div (pu) = 0. (1.13)
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Zur Analysis der Kriiftebilanz beschreibe z(t) : R, — R? eine Teilchenbahn,

so dass also u(t,m(t)) = Z—f ist. Dann ist der Beschleunigungsvektor im Raum-

zeitpunkt (¢, x) gegeben durch

~ Ou du;
8@- dt’

a(t,z(t)) = %u(t,m(t)) = % +

i=1
also

3
0

a(t,x):ut+2uia7u:ut+u-Vu.
i=1 g

Nun treten in dem Fluid innere Kréfte wie z.B. Druckgradienten Vp(¢,z) auf.
Ist das Fluid retbungsfrer und unterliegt einer dufleren Kraft pf, liefert das New-
ton’sche Gesetz die Fuler-Gleichungen der Gasdynamik

plug+u-Vu)+Vp = pf,

1.14
pr +div (pu) = 0. (114)

An dieser Stelle wird jedoch noch eine Zustandsgleichung fiir p wie z.B. p =
const p? mit vy = g oder v = % benotigt.

Von grofler Bedeutung ist der Fall viskoser und inkompressibler Fluide wie z.B.
Wasser. Hier ist die Dichte p konstant, so dass (1.13) die Gleichung divu = 0
liefert. Ferner wird ein Kraftterm —pAwu in (1.14) eingefiigt, der die Reibung von
Teilchen unterschiedlicher Geschwindigkeit an gemeinsamen Grenzflichen bertick-
sichtigt; > 0 ist der Koeffizient der dynamischen Zdihigkeit. Man erhalt die
Navier-Stokes-Gleichungen

plug +u-Vu) — pAu+Vp = pf,

1.15
divu = 0, ( )

wobei in diesem Fall p = p(¢, x) eine unbekannte Funktion ist, fiir die keine Zu-
standsgleichung gefordert werden darf. Wir dividieren (1.15) durch die konstante
Dichte p > 0, fiihren einen neuen Druck p fiir p/p und den Koeffizienten der kine-
matischen Zihigkeit v = p/p ein, und vernachléssigen dariiber hinaus fiir kleine
Geschwindigkeiten den nichtlinearen Term u - Vu. Dadurch entsteht aus (1.15)
das lineare Stokes-System

u —vAu+Vp = f,

1.16
dive = 0. ( )

Im Fall zeitlich stationdrer Stromungen erhédlt man die stationdre Stokes-
Gleichung

—vAu+Vp = f,

1.17
divu = 0; ( )
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hier hat der Druck p(z) die Funktion eines Lagrange’schen Multiplikators, denn
u(z) soll eine Differentialgleichung unter der Nebenbedingung div u = 0 lésen.

Beispiel 1.7 (Stationéire Probleme) (1) Eine Massenverteilung mit Dichte

p(z) > 0, z € R® im R? besitzt ein Gravitationspotential ¢(z), welches
durch die sog. Poisson-Gleichung

Ap = 4ngp(r) im R?

berechnet werden kann; dabei ist ¢ = 9.81 ms~2 die universelle Gravitations-
konstante. Aus dem Potential ¢ leitet man das Gravitationsfeld V() her,
so dass ein Massenpunkt der Masse m am Ort y die Kraft —m Vo(y) erfahrt.
Im einfachsten Fall ist die Massenverteilung auf einen Punkt zo € R3 kon-
zentriert, und man schreibt p = §,, = d(- — x¢) mit Hilfe der Dirac-Funktion
oder §-Distribution . Die Gleichung

ASO = 47Tg 52207

d.h. insbesondere
Ap(z) =0 fiir v € R*\{zo},
besitzt — bis auf die multiplikative Konstante —g — das Newton-Potential

1

IERE

o(x)

als Losung.

Ein analoges Problem liegt in der Elektrostatik vor. Fiir eine gegebene La-
dungsverteilung p(x) ist die elektrostatische Kraft f(y) gesucht, die diese
Ladungsverteilung auf ein Teilchen mit Ladung ¢ am Ort y ausiibt. Dazu
bestimmt man das Coulomb-Potential ¢ (im Vakuum) durch

—Ap =4mp
und erhélt f(y) = —q¢Ve(y).

Ein dreidimensionaler Kérper (2 C R* habe nach (unendlich) langer Zeit ei-
ne stationdre Warmeverteilung angenommen. Unter der Annahme des Fou-
rier’schen Gesetzes

¢(x) = —kVo(z)
(vgl. Beispiel 1.4) erhilt man die partielle Differentialgleichung
—div(kV0) =0 1in Q,

falls keine dufleren Wiarmequellen vorliegen. Ist der Koérper homogen und
folglich k konstant, entsteht die Laplace-Gleichung

—-A0=0 inQ.| (1.18)
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Um eine sinnvolle Aussage zur Losbarkeit von (1.18) zu treffen, sind aus
mathematischen und physikalischen Griinden Randbedingungen an 6 auf 02
zu stellen. Wird die Temperatur 6 auflen konstant auf 6, gehalten, spricht
man von Dirichlet-Randwerten (auch Randbedingung 1. Art oder wesentliche
Randbedingung). Es ensteht das sog. Dirichlet-Problem

—Af = 0 inQ,

(1.19)
0 = 6, aufdQ.

Ist dagegen der Koérper thermisch perfekt isoliert, findet kein Warmefluss
durch den Rand statt; es gilt also

00
Diese Randbedingung heifit Neumann-Randbedingung, natirliche Randbedin-
gung oder auch Randbedingung 2. Art. Statt (1.19) lautet das Neumann-

Problem also

A = 0 mQ,

88—](3, =0 auf 0Q.

(1.20)

In einem realen, nicht perfekt isolierten Korper wird der Warmefluss ¢ - N
auf 02 proportional zur anliegenden Temperaturdifferenz 6 — 6, sein. Folglich
wird (1.18) durch die Randbedingung der 3. Art (Robin-Randbedingung)

00
a—N+a(9—90) =0 auf 99
erganzt. Die konstante oder von x abhéngige Funktion « ist dabei aus phy-

sikalischen Griinden positiv.

Bemerkung 1.8 Die Laplace-Gleichung (1.18) macht deutlich, dass partielle
Differentialgleichungen — wie auch gewohnliche Differentialgleichungen — Rand-
werte und bei instationdren Problemen zusitzlich Anfangswerte bendtigen, um
sinnvolle Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu gewinnen.
Der Einfachheit halber wurde dieser Punkt in den Beispielen 1.2 — 1.6 nicht an-
gesprochen. Dariiber hinaus sollte die Losung stetig von den Daten des Problems
abhéngen. Dieser Problemkreis fithrte J. Hadamard (1865-1963) auf den Begriff
der Wohlgestelltheit.

Definition 1.9 Eine partielle Differentialgleichung in (0,7) x Q, @ C R™, mit
rechter Seite f, kurz L(u) = f, mit Randwerten R(u) = g auf 002 und ggf.
Anfangswert A(u) = ug in t = 0 heit wohlgestellt im Sinne von Hadamard, falls
die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:
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(3)
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Fiir alle (sinnvollen) Daten f,ug, g besitzt die Gleichung
L(u) = f mit B(u) =g, A(u) = ug

mindestens eine Losung v (Existenz).
Zu jedem f, g und wug gibt es hochstens eine Losung (Eindeutigkeit).

Die Losung u = wu(f, g, up) hingt stetig von den Daten f,g,uq ab, d.h.
werden die Daten nur wenig gestort, dndert sich auch die Losung nur wenig
(stetige Abhingigkeit, Stabilitiit)

Die Forderungen (1) — (3) héngen entscheidend davon ab, in welchen Funktio-
nenrdumen die Daten f, g, up und die Losung v gefunden und abgeschétzt werden
sollen. Zur Untersuchung bieten sich Funktionenrdume stetiger und mehrmals
stetig differenzierbarer Funktionen wie C°(Q), C*¥(Q) etc., aber auch Ridume in-
tegrierbarer Funktionen wie L'(Q2) und L?(Q) an.

Beispiel 1.10 (1) Die Transportgleichung u;+cu, = 0 besitzt zum Anfangswert

u(0, ) = up(x) die eindeutige Losung
u(t,x) = uo(x — ct) .

Zum Nachweis der Wohlgestelltheit dieses Problems benutzen wir fiir uy den
Raum der beschrinkten C!'-Funktionen

BC*(R) = {ug € C*(R) : ug,ujy sind beschréinkt}
mit der passenden Supremumsnorm

luoll» = max{luolloc lluplloc} ;

dabei ist [|ug|loo := {sup |up(x)| : = € R}. Analog sei BC'(R?) mit Hilfe der
Norm
[l = max([[ullos, [[O1tlco, [|O2ull0)

definiert. Die triviale Abschétzung

[l < max(1, |cf) [Juol]-

beweist dann auf Grund der Linearitdt der Transportgleichung die stetige
Abhéngigkeit der Losung vom Anfangswert: Sind wy und uf, zwei Anfangs-
werte und u bzw. v’ die zugehorigen Losungen, so folgt

lw = 'l < max(1, |e]) [luo — gl
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(2) Jetzt werde die Transportgleichung mit der ,, Anfangsbedingung*
u(s,cs) =up(s), seR,

auf der sog. charakteristischen Kurve (s, cs) betrachtet. Man sieht sofort, dass
die Gleichung u; + cu, = 0 nur losbar ist, falls ug(s) konstant ist. Dartiber
hinaus gibt es unter dieser Voraussetzung unendlich viele Losungen. Das
Problem ist also nicht wohlgestellt!

Der Grund fiir den eklatanten Unterschied zwischen (1) und (2) wird in §4
bei der Behandlung der Charakteristikenmethode fiir quasilineare Gleichungen 1.
Ordnung klar.
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2 Die eindimensionale Wellengleichung

2.1 Das homogene Problem

Wir betrachten die homogene Wellengleichung (c € R?)
Uy — gy =0 in R xR (2.1)
mit den Anfangsbedingungen
u(0,z) = ug(x), w(0,2)=ui(x). (2.2)

Analog zur Behandlung der Transportgleichung in Beispiel 1.1 werden neue Ko-
ordinaten eingefiihrt, um zu einer direkt losbaren Gleichung zu kommen. Es sei

E=x+4ct, n=x—ct

und
t
=%
Steigung —1
&\ N | /m /m v
Abbildung 2.1: Geraden £ = const, n = const.
v(&,n) = u(t,z),

so dass Oyu + cOyu = 2cve und Gyu — cOyu = —2cv,, folgen. Dann impliziert (2.1)
0 = uy — gy = (0 — 0,)(0) + cOp)u = —4021)@7 , (2.3)

also
Ve = 0. (2.4)

Folglich ist v von n unabhéngig, und es gibt eine Funktion f(§) mit ve(§,n) =
f(&). Integration bzgl. £ liefert

3

(&) = : f(s)ds + G(n) =: F(§) + G(n)
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als allgemeine Losung von (2.4). Zusammenfassend erhélt man mit noch unbe-
kannten Funktionen F' und G die Darstellung

u(z,t) = Fx +ct) + Gz — ct) (2.5)

als allgemeine Losung von (2.1).

Der Anteil G(x—ct) in (2.5) definiert eine mit der Geschwindigkeit ¢ > 0 nach
rechts laufende Welle, F'(x — ct) dagegen eine nach links laufende Welle. In beiden
Fillen bleibt die Gestalt der Wellen erhalten. Damit u die Anfangsbedingungen

G(z) ) G(z — ct) F(z+ ct)_c F(x)
SN JA=SA
t=0 r=ct T = —ct z=0

Abbildung 2.2: Nach rechts und links laufende Wellen

(2.2) erfiillt, muss
u = uw(0,)=F+G = u,=F +&
u = u(0,:) =cF — G

gelten. Daraus ergibt sich eindeutig

1 1
F'= —(cug+uy), G = %(cu'o —uy),

2c
also mit Integrationskonstanten Fy, Gg € R
1 1 [*
F(ZL’) = §U0(.§C> + 2_0/0 Ul(S)dS + Fo,

Glz) — %uo(aj)—% /0 “uy(s)ds + Go

Wegen I+ G = uyg ist automatisch Fy+ Gy = 0. Somit kénnen die Integrations-
konstanten Fy, Gy in (2.5) weggelassen werden, und (2.5) nimmt die Form

u(t,x) = = (uo(x + ct) + ug(x — ct)) + ! /I C uy(s)ds (2.6)

20 —ct

N —

an. Eine Probe zeigt, dass (2.6) fiir ug € C*(R), u; € C'(R) tatséchlich eine
Losung von (2.1) — (2.2) liefert.

Satz 2.1 Fiir beliebige Anfangswerte ug € C*(R), uy € CY(R) besitzt das An-
fangswertproblem

Uy — Uy = 0 MR xR
u(0,-) = wyg (2.7)
ut(0> ) = u

genau eine Losung u € C*(R x R); diese Losung ist durch (2.6) gegeben.
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Beweis Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus dem Verfahren, nach dem zuvor
die Losung gewonnen wurde. [ ]

Bemerkung 2.2 (1) Sei (t,z) € R x R ein beliehiger Raum-Zeit-Punkt mit
t # 0. Dann héngt die Losung wu(t, x) nur von den Anfangswerten ug(y),
uy(y) mit

y € A(t,x) =[x — c|t|, = + |t]]

ab. Das Intervall A(t, x) heiit das Abhdngigkeitsgebiet der Losung u in (¢, x).

(2) Sei £ € R ein beliebiger Raumpunkt. Dann beeinflussen die Anfangswerte
up(€), u1(€) das Verhalten des Losung w nur in dem nach oben und unten
offenen Doppelkegel

EE) ={(t,z): - clt| <x <&+ clt]},

dem sog. Einflussgebiet. Ist uy = 0, so zeigt (2.6), dass

t t

x— ct T +ct Y T T
= Alt,z) = [

Abbildung 2.3: Abhéngigkeits- und Einflussgebiet

OE(§) = {(t,z): § =z clt]}

als Einflussgebiet genommen werden darf. Das Anfangssignal ug(£) # 0 wird
nur entlang den Charakteristiken £ = = 4 ¢|t|, vgl. Abbildung 2.1 nach links
und rechts transportiert. Im Fall u; # 0 ist i.a. der volle Kegel E(&) das
Einflussgebiet.

(3) Jetzt seien x € R und ¢ € R fixiert. Dann liegt der Raum-Zeit-Punkt (¢, z)
fiir alle ¢ mit
|z — ¢

It > tg = =S
&
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im Einflussgebiet F (&), d.h., das durch die Anfangswerte ug (&), u1(§) erzeug-
te Signal wird empfangen. Dieses Signal setzt in ¢ = ¢, scharf ein und wird
im Fall u; = 0 fiir |t| > to nicht mehr wahrgenommen. Falls u; # 0, wird
w.U. fiir alle [t| > t, das Anfangssignal vernommen; ist [ wu(s)ds # 0,
klingt das aufgenommene Signal fiir [{| — oo nicht ab!

(4) Die Losung (2.6) gestattet die einfachen punktweisen Abschétzungen
u(t, 2)| < fluolloo + [¢] furllo
und ]
[u(t, 2)] < fluolloc + o ualls

unter Zuhilfenahme der sog. L'-Norm |||y := 7 |ui(s)|ds. Zur Unter-
suchung der Wohlgestelltheit der Wellengleichung betrachten wir (2.7) nur
auf einem endlichen Zeitintervall [0, 7. Ferner benutzen wir die Funktio-
nenriume BC?(R) fiir vy und BC'(R) fiir u; mit den Normen

luoll s> = max([[uolloo, lluglloe: [ugllo)

etc. sowie den Raum BC?([0, T] xR) fiir die Lésung u. Offensichtlich gestattet
(2.6) die einfache Abschétzung

|l Be2o,rxr) < Ko ( ||uol| ez + ||ur]|ser)

mit einer von T abhidngenden, jedoch von ug, u; unabhéngigen Konstanten
K1 > 0. Die homogene Wellengleichung, d.h. mit f = 0, ist also auf endlichen
Zeitintervallen bei den hier benutzten Normen wohlgestellt.

2.2 Das Anfangsrandwertproblem der Wellengleichung
Das Anfangsrandwertproblem
Ut — czum = 0 in R x (0, 6)
u(0,2) = wup(x) in (0,/)

w(0,2) = wi(x)  in (0,4)
u(t,0) =u(t,f) = 0 firteR

(2.8)

auf dem Intervall (0,¢) kann durch geschickte Fortsetzung der Anfangswerte
ug € C*([0,0]), uy € C*([0,/]) auf R auf den Fall (2.7) zuriickgefiihrt werden.
Die Identitét (2.6) liefert nur fur (¢, z) mit x + ¢t € (0,¢) eine Losung der Wel-
lengleichung, d.h. fiir positive ¢ nur im Dreiecksgebiet

(—zx

und t < o x € (0,0),

t <

olR
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s. Abbildung 2.4. Falls (2.6) z.B. in = 0 fir ¢ > 0 giiltig bleiben soll, muss auf
Grund der Randbedingung (2.8),

0 = wu(t,0)= %(uo(ct) + up(—ct)) + 2% /_ : uy ds
0 = w(t,0)= g (ug(ct) — up(—ct)) + %(ul(ct) + uy (—ct))

gelten. Diese Bedingungen kénnen fiir |¢| < f erfiillt werden, wenn wug und wu,

ungerade von (0,¢) auf (—¢,0) fortgesetzt werden. Die analoge Aussage trifft in
x =/ zu, wenn ug und u; ungerade von (0, ¢) auf (¢,2¢) fortgesetzt werden.

Insgesamt werden die auf (—/¢,¢) ungeraden Funktionen wug und u; 2¢-
periodisch auf R fortgesetzt und anschliefiend in der Darstellung (2.6) zur Losung
des Anfangsrandwertproblems (2.8) benutzt. Sind die sich aus (2.8); — (2.8), er-
gebenden Kompatibilititsbedingungen

U()(O) = UQ(E) = 0, Ul(O) = Ul(f) =0

erfiillt, sind die oben konstruierten Fortsetzungen von wuy und u; auf R stetig
differenzierbar. Dagegen ist g i.a. nicht von der Klasse C?(R) wie in Satz 2.1
gefordert. Um u € C*(R x (0,¢)) zu erreichen, miissten die sich aus (2.8); erge-
benden weiteren Kompatibilitdtsbedingungen

1
uO:c:c(O) = uxx(oa O) = gutt(oa O) =0

und g, (¢) = 0 erfiillt sein.

Die Losung des Problems (2.8) kann mit Hilfe von Fourier-Reihen (Methode
der Trennung von Variablen) in vollkommen anderer Form gewonnen und darge-
stellt werden.

—/ 20 x
Ug 0 4 Uo

Abbildung 2.4: Fortsetzung des Anfangswertes ug
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Beispiel 2.3 Ein in (0, ¢) eingespanntes Seil werde an der Stelle x = é auf die

Hohe h > 0 angehoben und anschliefend losgelassen. Dann liefern die ungeraden
und 2/-periodischen Anfangswerte ug, u; mit

hx , 0<x</?/2
uo(;p):g{ szl ui(x) =0

C he—z), 0/2<xz<l’

nach (2.6) die formale Losung

u(t, ) = = (up(z + ct) + uo(zx — ct)) .

N —

Da ug in @ = ¢/2 nicht differenzierbar ist, wird die Losung im Raum-Zeit-Gebiet
R x (0,¢) Linien aufweisen, auf denen sie nicht differenzierbar ist. Fiir 0 < t <
min(Z, &), z € (0,(), erhélt man

x, :B+ct§§
u(t,x) =h g—ct, x—ct§§§x+ct )
(—x, x—ctzg

Die Unstetigkeitsstellen von w, laufen von x = g in t = 0 mit der Geschwin-

u(0, x) u

Abbildung 2.5: Das eingespannte Seil

digkeit +c im Zeitintervall [0, £] nach 0 und nach ¢ und werden dort reflek-
tiert, um sich fir ¢t = ¢ 4

. wieder in z = 5 zu treffen. In ¢ = £ ist die poten-
tielle Energie des elastischen Seils komplett in kinetische Energie umgewandelt

(u(£,) =0, w(L,) #0).
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2.3 Die inhomogene Wellengleichung
Die Wellengleichung
Uy — gy = f(t,2) inR xR

mit homogenen Randwerten uy = u; = 0 kann mit der Methode der Variablen-
transformation wie in §2.1 geldst werden. Sei also

E=x+ct,n=x—ct und v(§,n)=u(tx).
Eine kleine Rechnung liefert, s. (2.3),

Us,n(&n)———F(& n) mit  F(§n) = f(t,z).

Nach Integration bzgl. £ von 7 bis £ erhélt man

3
'Un(gan) _Un(nﬂ?) = _é F(glan) dg,a (29)
n

wobei der Term v,(n, ) wegen

(uOI—%ul) (x) =0

§—n 5“'_77)‘ :(—iut‘i—lu:c)(az):

vp(n,m) = 0 ( .
u —
=5 e T e, 2¢ "9 2

verschwindet. Anschliefend integriert man (2.9) bzgl. ’ von n bis £. Da v(§,§) =
u(0, x) = up(x) verschwindet, folgt die Gleichung

wen =z [ ([ reaae)ar. (2.10)

Zur Riicktransformation auf (¢, z)-Variablen werden (¢, ') durch
=a+ct',n=a—c

eingefiihrt. Die Funktionaldeterminante dieser Transformation ist

& &

Mo My

1 c
1 —c

= —2c.

Ferner besitzt das Integrationsgebiet n < 7' < & < & alsox —ct < 2/ —ct’ <
'+ ct’ <z +ct,in (¢, 2')-Variablen die Dreieckgestalt

r—ct—t)<2 <z+ct—t) mit 0<¢ <t.

Damit lautet (2.10) jetzt

( ) 1 /t (/ac+c(t—t') f( ) d /) p ( )
u(t,r) = — t', ") da") dt’ . 2.11
2c 0 x—c(t—t")
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Man beachte, dass das Integrationsgebiet gerade das in Abbildung 2.3 gezeichnete
gleichschenklige Dreieck mit Basis A(t, z) ist. Damit (2.11) eine bzgl. = oder ¢
zweimal stetig differenzierbare Funktion liefert, muss neben f € C°(R x R) noch
die Existenz der partiellen Ableitung f, € C°(R x R) gefordert werden.

Sind die Anfangswerte wug,u; von Null verschieden, so kann auf Grund der
Linearitéit der Wellengleichung zur soeben gewonnenen Losung u die in §2.1 kon-
struierte Losung mit Anfangswerten ug, u; addiert werden, um eine Losung des
voll inhomogenen Problems zu finden (Superpositionsprinzip).

Satz 2.4 Seien ug € C%*(R), u; € C*(R) und f € C°(RxR) mit f, € C°(RxR)
gegeben. Dann besitzt die inhomogene Wellengleichung

Uy — CPlUgy = f in R xR
u(0,) = wy nR
u(0,) = u;  mR

genau eine Losung u € C%(R x R); diese Losung hat die Gestalt

1 1 x+ct
u(t, x) = i(uo(x + Ct) + UO(LL’ — Ct)) + % / ul(s) ds
r—ct
1 t ztc(t—t')
+ — (/ f(, x/)dx/) dt’
2c 0 z—c(t—t")

(Formel von d’Alembert).



3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R¥

3 Die Wellengleichung im R"

Das Anfangswertproblem

21

Ut — CzAU = f in R x R"
uw(0) = up firt=0 (3.1)
w(0) = wy firt=0

wird durch die Methode der sphdrischen Mittel auf eine modifizierte Wellenglei-
chung im R! zuriickgefiihrt.

3.1 Die Methode der sphirischen Mittel

Definition 3.1 (1) Fiir x € R" sei B.(z) = {y € R": |y — x| < r} die offene

Kugel mit Radius 7 > 0 und Mittelpunkt x; dabei bezeichne |-| die euklidische
Norm auf dem R". Ist = = 0, schreiben wir auch kurz B, = B,(0). Auf dem
Rand

OB, (x) ={y e R": |y —z| =71}

bezeichne do das Oberflichenmaf} und w,, die Oberfliche von 0B;; es gilt also

/ Ldo—2- ™"
wTL = 0O = L—————
9B, ['(n/2))

und folglich | oB, 1 do = w,r"!. Dabei ist I' die Gamma-Funktion mit den
speziellen Funktionswerten

1-3-...-(2k—1)

[(k+1) =k, D(k+1/2)= o

Vv, ke N

Ferner folgt fiir das n-dimensionale Volumen (Maf) der n-dimensionalen Ku-

gel B,
/ ldx = Y .
: n

Es bezeichne N = N(y) = 7= den duBeren Normalenvektor in y € 9B, (x)
an B,.(z).
Fiir eine Funktion h € C°(R"™) sei

1
My(z,r) = /63 ( )h(y) do,

wpr™—1

1
= — h(x + ry) do,
Wn 0B1

das sphdrische Mittel der Funktion h iiber 0B, (z), r > 0.
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Offensichtlich kann man mit der zweiten Darstellung von M, (x,r) fir r < 0 eine
Fortsetzung von My, (x,r) fiir negative r definieren, und es gilt

Mh(xv T) = Mh(l’, —T) )
My (z,7r) — Mp(x,0) = h(z) firr—20 (3.2)
h € C*(R") = M, € C*(R" x R) fiir jedes k € N.

Lemma 3.2 Fiir h € C*(R") gilt die Gleichung von Darboux

n—1

(02 + Oy) My (z,7) = AgMy(z, 7). (3.3)
mit den ,Anfangswerten“
My (z,0) = h(z), O0.My(z,0)=0. (3.4)

Beweis Da M),(x,r) in r stetig differenzierbar und gerade ist, muss 9, M (z,0) =
0 gelten; die Eigenschaft M, (z,0) = h(zx) folgt aus der Stetigkeit von h, s. (3.2).

Zum Beweis der Formel (3.3) leiten wir zuerst eine fiir spiatere Anwendun-
gen wichtige Beziehung zwischen Volumen- und Oberflichenintegralen her. Der
Gauf’sche Satz liefert die Gleichungskette

/ Ah(z)dz = / A h(x + 2)dz
By (x)

T

= N -V, h(z +y)do,
B,

= ! N - Vh(x + ry) do,
0B

= ot O-h(z + ry) doy
0B

= 1o, h(x + ry) do,,
0B,

also die Identitat

1
Ah(2)dz = r"710, / hdo) . 3.5
/B ) (s o) (3.5)

Mit anderen Worten gilt — nach Einfiihrung von Polarkoordinaten fiir z € B, —

1

O My(x,r) = 7’1_"/ p"_le( / h(:v+py)d0y)dp
0 0B,

n

= Tl_n/ pn_leMh(x>p)dp
0
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Eine weitere Differentiation nach r liefert

1_
anh(l',’l") = &

O My (x,7) + Ay My (z,7)

und damit die Behauptung. [ |

Lemma 3.3 Sei u € C*(R x R") eine Lisung der Wellengleichung (3.1) mit
f =0 und Anfangswerten ug, u; und sei

1
M, (z,rt) = . /aB u(t,z +ry)doy,.
n 1

Dann ist M, zweimal stetig partiell differenzierbar bzgl. v und t und geniigt der
Euler-Poisson-Darboux-Gleichung

n—1

RM, = (0 + 0, ) M, (3.6)

r

mit den Anfangswerten

M,(x,r,0) = My, (z,7), OM,(x,r,0) = M, (z,7). (3.7)
Ferner gilt M, (z,0,t) = u(t, x).
Beweis Mit Lemma 3.2 folgt sofort aus (3.1), f =0,

1
FMy(z,rt) = — [ Ofu(t,x+ry)do,
wn 0B1

C2

= — Agu(t, x + ry) doy,
Wn 0B1

also 02 M, = *A;M, = (02 + =2 9,) M,. Die Identitéten (3.7) sind trivial. m

3.2 Die homogene Wellengleichung im R3
Fiir n = 3 1a8t sich (3.6) zu

2 1
O*M, = 29?4+ =0, )M, = =c*0*(rM,,),
T T
also zu

O} (rM,) = 20*(rM,) , (3.8)

umschreiben. Fiir festes x € R" erfiillt r M, folglich eine eindimensionale Wellen-
gleichung bzgl. (t,7) mit den Anfangswerten

rMu|t_0 =rM,,, O(rM,) rM,, . (3.9)

=0 =
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Nach Satz 2.1 besitzt (3.8) — (3.9) die eindeutige Losung

rMy(z,r,t) = =((r+ct)My(z, 7+ ct) + (r — ct) My, (z,7 — ct))
1 r+ct

2¢

N | —

+ sMy, (x, s)ds .

r—ct

Da M, (x,-) gerade ist, verschwindet das Integral f;:it s My, (z, s)ds, und nach
Division durch r # 0 erhélt man

M,(x,rt) = %((ct + 1) My (x, ct + 1) — (ct — )My, (z, ct — 7))

1 ct+r

s My, (z,s)ds.

2cr Jo_y

Jetzt kann der Grenziibergang r — 0 durchgefiihrt werden, indem der erste Term
auf der rechten Seite als Differenzenquotient in r aufgefasst wird. Fiir r — 0 folgt
mit (3.2),

u(t,z) = 8T((ct+r)Muo(:c,ct+r))‘ . T tM,, (x,ct)

r=

= Oy (tMy,(z, ct)) + tMy,(z,ct).

Satz 3.4 Fiir Anfangswerte ug € C*(R3) und u; € C*(R3) besitzt die homogene
Wellengleichung
Uy — FAu=0 nRxR?

genau eine Losung u € C*(R x R3); diese ist durch die Kirchhoff’sche Formel

u(t,z) = tMy,(z,ct) + 0, (tMy,(z, ct))

1 1 3.10
= / uydo + Oy ( / u0d0> ( )
47TC2t OBet(z) 47TC2t OBet(x)

gegeben.

Beweis Die obige Herleitung fiihrt eindeutig zur Darstellung (3.10). Der Beweis,
dass (3.10) eine Losung liefert, benutzt die auf (3.3) basierende Gleichung

AL (M) (x,t) = tAM), = t(9? + %@)Mh = O2(tM),)

sowie O My,(z,0) =0 fiir h € C*(R"). n

Bemerkung 3.5 (1) Dain (3.10) nur Randintegrale iiber 0B (x) auftreten, ist
das Einflussgebiet E(€) eines Punktes ¢ € R? der Rand eines Doppelkegels:

EE) ={(tz) eRxR®: |z —¢&| =ct}.
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(3)

t>0

Abbildung 3.1: Das Einflussgebiet E(¢) der Wellengleichung im R3

Fir eine Funktion h : R®™ — R bezeichne

supph ={z € R*: h(x) # 0}

den Tréger (support) von h. Nun gelte fiir die Anfangswerte ug, u; die Be-
ziehung

supp ug U suppuy C B.(€), &> 0;

d.h., das Anfangssignal ist in der Kugel B.({) konzentriert. Dann setzt fiir
einen Punkt = ¢ B.(£) das Signal scharf zum Zeitpunkt

Lo g o)

C

1
to = —dist(x, B,
0 c 1S (ZIZ’, (5))
ein und endet zum Zeitpunkt
1
b= (e~ &l +¢)

(Huygens’sches Prinzip).

Analog zu (1) sieht man, dass (¢, x) nur von den Daten aus dem Abhingig-
keitsgebiet
At,z) ={y eR*: |y —af = clt]}

bestimmt wird.

Eine andere Darstellung der Losung (3.10) ist

W) = o [ () ) =) Tuo)do, (311
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(¢, 7)

Abbildung 3.2: Das Abhéngigkeitsgebiet A(t, )

Aus den Eigenschaften uy € C3(R?) und u; € C?*(R?) folgt also nur u €
C?*(R x R?), d.h., man verliert eine Differenzierbarkeitsordnung von ¢ = 0 zu
t > 0. Der physikalische Grund liegt in der ,,Fokussierung* von Storungen in
den Anfangswerten fiir wachsende ¢ > 0. Also sind u (7, -) und u:(7T, -) keine
zuliissigen Anfangswerte fiir die Wellengleichung auf [T, 00) x R3, T' > 0, im
Sinne von Satz 3.4, obwohl die Losung w fiir alle t € R in C? existiert. Der
mathematische Hintergrund ist die falsche Wahl der Funktionenrdume. Die
Riaume L2(R3), L?(R x R3) sind der Wellengleichung besser als die Riume
C* angepasst.

Es gelte suppug U suppu; C B,(0). Dann folgt aus (3.11) fiir beliebiges
r € R?® und fiir groBe ¢t > 0 die Abschiitzung

M 1
ult, 2)| < 55 (sl + ol + et Vaolloe) = O(5)

wobei die Konstante M = 15 - (OberflichenmaB von 0B (z) N B,(0))
gleichmiBig durch Cr? beschriinkt ist. Die Signalstéirke |u(t, z)| klingt also —
unabhéngig von der Lage von x — wie % ab.

3.3 Der Fall n =2 und die Abstiegsmethode von Hadamard

Sei u(t,z) = wu(t,x1,7s) eine Losung der homogenen Wellengleichung im R
Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall gestattet die Euler-Poisson-Darboux-
Gleichung (vgl. (3.6) in R3)

1
M, = (D + - 0,)M,

jetzt keine einfache Losung. Stattdessen wird bei der Abstiegsmethode von Ha-
damard im 2D-Problem kiinstlich eine x3-Variable eingefiihrt, die anschliefend
auf 0 gesetzt wird. Dementsprechend betrachtet man

v(t, 21, T2, x3) = u(t, 1, T2)
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als Losung der 3D-Wellengleichung vy — ¢2Av = 0 mit Anfangswerten
0(0, 1, T2, 23) = uo(21,22),  vi(0, 21, 2, 23) = w1 (w1, 2) - (3.12)

Nach Satz 3.4 ist die eindeutige Losung v(t, z1,x9,x3) zu den Anfangswerten
(3.12) durch (3.10) gegeben. Fiir x3 = 0 folgt mit der Notation z° = (1, 75, 0)

U(t,l’l,llfg) = U(taxl>$2>0)
1 1
_ o, 0,( wdo,),
dmet /cht(w) urlon, yo)doy + 0 dmc?t /aBCtuO) alu, va)doy

wobei die Oberflachenintegrale fcht(mO)(‘ ..)do, iiber den Rand der dreidimen-

sionalen Kugel B (z°) laufen. Als konkrete Parametrisierung der oberen Hélfte
OB (2°) = {y € 0B.(2°) : y3 > 0} benutzen wir

ys = y3(y1, 42) = \/02752 — (g1 — 21)% — (y2 — 12)?

fiir alle (y1,92) € R? mit (y; —x1)*+ (y2—22)* < ¢*t%. Fiir das Oberflichenelement
do, berechnet man den Term

1 (S8)" 4 (O -

2 2t2
Oy, 392) AR — (g1 —21)? — (y2 — x2)?

Damit erhalt man z.B.

/ u1 (Y1, y2)doy
83;(900)

| el
RN/ o P E

dydys ,

(y1—21)24(y2—22)? <c2t2

bzw. in der iiblichen zweidimensionalen Notation

uy(y)

clt]
Bet(2) \/02t2 — |z —y|?

dy

mit y = (y1,y2) € Bu(x) C R% Analog werden die ,,untere Hilfte* B_, (2°) C R?
und die Terme mit ug behandelt. Schliellich liefert Satz 3.4 die folgende Aussage:

Satz 3.6 Fiir Daten uy € C*(R?) und u; € C?(R?) besitzt die homogene Wel-
lengleichung
Utt—C2AU = 0 iHRXR2

u(0) = wuo firt=0
w(0) = wy firt=0
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die eindeutig bestimmte Losung

u(t,x) =

+ at(

sgnt /
2me

Bu(z) /P2 — |z — y|?

sgnt

2me

uy (y)

uo(y)

dy

(3.13)

dy) )
/Bct(x) \/C2t2 — |z —y?

Beweis Fiir die in (3.12) definierten, von 3 € R unabhéngigen Anfangswerte
liefert Satz 3.4 wegen der Eindeutigkeitsaussage eine ebenfalls von x3 unabhéngige
Losung v. Deshalb ist die durch (3.13) gegebene Funktion wu tatséchlich eine
Losung der 2D-Wellengleichung.

Ist u(t,x1,22) eine Losung der 2D-Wellengleichung mit verschwindenden
Anfangswerten, so ist wv(f,x1,29,23) = wu(t,z1,22) eine Losung der 3D-
Wellengleichung mit v(0) = v;(0) = 0. Dann beweist Satz 3.4 die Eindeutigkeit
u=v=0. ]

Bemerkung 3.7 (1) Die in
fithren zu den Aussagen

(3.13) auftretenden zweidimensionalen Integrale

A(t,x) = Bu(x),
{(t,2) e RxR?*: |z —&| < clt|}.

Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall sind A(t, x) bzw. E(§) jetzt eine
,gefiillte” Kreisscheibe bzw. ein , gefiillter Kegel. Es gilt also nicht das Huy-
gens’sche Prinzip. Sind ug,u; € C§°(B,(0)), setzt fir z ¢ B,(0) das Signal
in t = X(|z| —r) scharf ein und endet i.a. nie! Allerdings klingt das Signal im
Punkt z mindestens wie %, im Fall u; = 0 sogar wie tiz fiir t — oo ab.

Aus uy € C3(R?) und u; € C*(R?) folgt i.a. nicht u(t, ) € C*(R?). Auf Grund
des Terms (c*t* — |z — y|?)~/% in (3.13) verliert man etwa die Ordnung § an
Regularitit.

Ausblick 3.8 Die Fille n = 5, n = 7 etc. ungerader Dimension werden analog
zum Fall n = 3 behandelt. In allen ungeraden Raumdimensionen aufler n = 1
gilt das Huygens’sche Prinzip. Die Losungen der homogenen Wellengleichung in
geraden Raumdimensionen n = 2k erhélt man mit der Hadamard’schen Abstiegs-
methode aus dem Fall n = 2k+1. Fiir n = 2k gilt das Huygens’sche Prinzip nicht.
In jeder Raumdimension n verliert man von ¢t = 0 zu ¢t > 0 etwa "% Ordnungen

2
an Regularitét.
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3.4 Die inhomogene Wellengleichung und Duhamel’s Prinzip

Die inhomogene Wellengleichung
uy — AAu = f(t,z) inRxR?
u(0) = 0 firt=0 (3.14)
w(0) = 0 firt =0
werde nur fiir die trivialen Anfangswerte uy = u; = 0 betrachtet, da die Losung
fiir den Fall f = 0 mit beliebigen Anfangswerten nach §§3.2 — 3.3 bekannt ist und
da fiir die lineare Wellengleichung das Superpositionsprinzip gilt. Zur Losung von
(3.14) benutzen wir eine Methode, die verwandt ist zur Formel der Variation der
Konstanten aus der Theorie gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen erster
Ordnung. Fiir fest gewihltes, aber beliebiges s > 0 sei U = U(s, t, x) die Losung
der Wellengleichung
(02 —2A)U(s,t,z) = 0 firt >s, z€R"
U(s,s,x) = 0 firt=s,zeR"” (3.15)
Us,s,z) = f(s,z) firt=s,zecR"
und sei

u(t,x) == /Ot U(s,t,z)ds.

Satz 3.9 Sei f eine glatte, d.h. unendlich oft stetig differenzierbare Funktion
auf [0,00) x R"™, und sei fir jedes s > 0 die Funktion U(s,t,x) die Losung der
homogenen Wellengleichung (3.15). Dann ist

u(t,z) = /Ot U(s,t,x)ds (3.16)

die eindeutig bestimmte Losung der inhomogenen Wellengleichung (3.14).

Beweis Fiir f € C* implizieren die expliziten Losungsformeln (3.10), falls n = 3,
bzw. (3.13), falls n = 2, dass U(s,t,x) zweimal stetig partiell differenzierbar
bzgl. t,x ist. Die Probleme der Regularitdt und sogar der Integrierbarkeit von
U(s,t,z) bzgl. s € [0,t] sollen hier — aufler fiir n = 3 in Korollar 3.10 — nicht
weiter betrachtet werden. Aus (3.16) folgt u(0, z) = 0 sowie

t
u(t, z) = U(t,t,x)+/0 Ui(s,t,x)ds,
—0

also u;(0,z) = 0. Eine weitere Differentiation nach t liefert wegen (3.15)
t
utt(t, I‘) = Ut(t, t, .Z’) + / Utt(57 t, .CL’) ds
0

= f(t,;p)jtczA/tU(s,t,x)ds.
0
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Also 16st u die Gleichung (3.14). Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus den Eindeu-
tigkeitsaussagen der Sétze 3.4 bzw. 3.6. Der allgemeine Fall n > 4 soll hier nicht
weiter untersucht werden. [ ]

Im Fall n = 3 liefert die Losungsformel (3.10) mit Anfangswert ug = 0,
up = f(s,-) in t = s (fir alle s > 0) die folgende konkrete Losungsformel fiir
(3.14).

Korollar 3.10 Fiirn = 3 ist

ult,2) = 7 7302 /0 ! t i : ( /836(”)(:0) £(5,9) do(y)) ds (3.17)

die eindeutige Losung der inhomogenen Wellengleichung (3.14). Insbesondere
wird das Abhdingigkeitsgebiet A(t,z) von u in (t,z) durch den Rand eines Ke-
gels im R*, ndmlich durch

Alt,z) = {(s,y) €[0,00) xR*: |y —z| =c|t — 5], 0 < s <t}

beschrieben.

Abbildung 3.3: Das Abhéngigkeitsgebiet A(¢, z) fiir die inhomogene Wellenglei-
chung im R3

Bemerkung 3.11 (1) Im Fall n = 3 geniigt die Funktion

1
U(s,t,z) = 1t —s) /ch(tS)m f(s,y) do(y)

der Abschitzung |U(s,t,z)] < (t — s)||f|lco. Deshalb ist das dufere In-
tegral in (3.17) bzgl. s € (0,t) nicht singuldr, sondern ein gewohnliches

Riemann-Integral. Die Voraussetzung f € C?([0,00) x R?®) impliziert bereits
u € C*((0,00) x R?).
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(2) Bei verschwindenden Anfangswerten sei u die durch eine duflere Kraft f
mit supp f C [r,7] X B,(0) angeregte Welle. Nach (3.17) setzt fiir n = 3
das Signal in einem Punkt z € R*\B,(0) irgendwann ein und endet nach
einem Zeitintervall der Lange 2r/c scharf. Dieses Signal wird allein durch die
Funktionswerte von f, d.h. ohne durch f; und Vf gegebene Informationen
bestimmt.

Im Fall n = 2 setzt das Signal irgendwann ein und klingt fiir ¢ — co ab. Es
héngt ebenfalls nur von f ab, s. (3.13).

Fiir n > 4 setzt das Signal scharf ein und endet scharf, falls n ungerade ist,
bzw. klingt fiir ¢ — oo ab, falls n gerade ist. Die Form des Signals héngt nicht
nur von den Funktionswerten f(t,x) ab, sondern auch von V f (n = 4,5) und
von u.U. hoheren Ableitungen von f ab; das Signal wird also , verzerrt*.
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4 Die Laplace-Gleichung

4.1 Darstellungsformeln

Wir betrachten die allgemeine Poisson-Gleichung

—Au=f in
in einem Gebiet  C R™ Ist f = 0 in €2, so heifit die obige Gleichung auch
Laplace-Gleichung, und u heiflt harmonisch.

Lemma 4.1 Ist u € C*(R"\{0}) radialsymmetrisch, d.h. u(z) = v(r), r = |z|,
mit einer Funktion v : (0,00) — R, gilt

Au = u+ =L9,ul. (4.1)

Der Einfachheit halber schreibt man auch u(z) = u(r) und Au = u,, + “u,.
Der Beweis von (4.1) ergibt sich durch Nachrechnen.

Gesucht werden vorerst alle radialsymmetrischen harmonischen Funktionen
auf R"\{0}. Nach (4.1) gilt fir » > 0

0=1up + n—_lur,
r
so dass v = u, die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung v, = —”7_1 v erfiillt.
Also ist
uy(r) = cor'™"

und folglich

logr, n=2
U(’f’) =C + ¢ .
st n>3
Mit ¢; = 0 und einer speziellen Wahl von ¢ gelangen wir zur folgenden Definition.

Definition 4.2 Es bezeichne w,, = |0B;| das Oberflichenmafl der n—dimensio-
nalen Einheitskugel, vgl. Definition 3.1. Dann heifit

1 _
= r¥m . n>3

E(r) = N

1 _
—5- logr, n=2
die Fundamentallésung zum Laplace-Operator —A.

Satz 4.3 (Greensche Formel) Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit stiick-
weise glattem Rand, so dass partielle Integration nach dem Satz von Gaufs erlaubt
ist. Dann gilt fiir u € C*(Q) und fir alle x € Q die Integraldarstellung

u(z) = / Bz — y)(—Au)(y)dy

[ (G Ble—9) —ut) 53 B =) doy. (42

Y
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Abbildung 4.1: Die Fundamentallssungen E(z) = = (n = 3) und E(r) =
—5- logr (n=2)

Dabei bedeutet u € C?(Q), dass u in C*(Q) liegt und u sowie die ersten und
zweiten partiellen Ableitungen von w auf € zu (beschrankten) stetigen Funktio-
nen auf §) fortsetzbar sind. Damit sind alle Integrale in (4.2) wohldefiniert. Der
Ausdruck 0/0N, deutet an, dass die Normalableitung auf 02 bzgl. der Variablen
y und nicht bzgl. z in E(x — y) berechnet wird. Bevor wir zum Beweis von Satz
4.3 kommen, geben wir drei wichtige Folgerungen an.

Korollar 4.4 (1) Fiir jede Funktion u € C*(R™) mit kompaktem Triger gilt
ue) = [ Bw— s dy=Be(-du@). (13

(2) Ist @ C R™ ein beschrinktes Gebiet mit stickweise glattem Rand und u €
C%(Q) N CY(QY) harmonisch, gilt

u(z) = /a ) (5—;\‘] u(y) E(x —y) — u(y) a?vy Blz—y))do,.  (44)
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(3) Jede harmonische Funktion u € C*(Q) ist unendlich oft stetig partiell diffe-
renzierbar und sogar reell analytisch in x1, ..., z,.

Beweis von Korollar 4.4

(1) Wahlt man ein glatt berandetes Gebiet {2 C R", welches den Tréger supp u
enthéilt, folgt (4.3) aus (4.2), denn die Randintegrale iiber 0f) verschwinden.

(2) (4.4) folgt sofort aus (4.2), falls u € C*(Q) gilt. Ist jedoch nur u €
C?(Q) N C1(Q), betrachtet man die Darstellung (4.2) auf einer Folge von
beschrénkten, glattberandeten Gebieten (£2;) mit

QCCcHc C...cQ,

die das Gebiet  fiir kK — oo in einem gewissen Sinne (€, — ) ausschopfen.
Da (4.2) auf € gilt und partielle Ableitungen zweiter Ordnung in (4.2) fiir die
harmonische Funktion u nicht benotigt werden, folgt (4.4) fiir & — oo. Auf
weitere Details dieses Approximationsarguments soll hier nicht eingegangen
werden.

(3) Fiir zp € Q mit B,(xg) C  benutze man die Integraldarstellung (4.4) in der

Fi
o u(x) = / (O_u Ex—y)—u 0 (x — y)) do
9B, (z0) ON 8Ny Y

fir « € B,(z9). Da E(x — y) und % E(x —y) fiir y € 0B, (x) beliebig oft
bzgl. = partiell differenzierbar und sogar reell analytisch sind, ist auch u(x)
glatt und sogar reell analytisch.

Beweis von Satz 4.3 Der Beweis beginnt mit dem Integral [ E(z —y) Au(y) dy
und zweifacher partieller Integration. Da E(x—y) jedoch fiir y — z singular wird,
wird zuvor die Kugel B.(z) aus ) herausgeschnitten. Auf dem Integrationsgebiet
O\ B:(z) erhdlt man mit zweifacher partieller Integration

/ E(z —y) Au(y) dy
Q\Be (z)
= /Q\B( Ay E(z —y)uly)dy (4.5)

ou 0
E(x—y)=— — =—— E(x —y)u) do, .
e ) (B =) g5~ g B vu)do,

Da A, E(x —y) = 0 fiir x # y gilt, verschwindet das erste Integral auf der
rechten Seite. Fiir den Grenziibergang ¢ — 0+ beachte man fiir y € 0B.(x), also
ly — x| = €, die Wachstumsabschétzungen

|E(x —y)| = 0(e*™) firn > 3, |E(z —y)| = O(|loge|) fiirn = 2
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N

Abbildung 4.2: Zum Beweis von Satz 4.3
sowie |0B.(1)| = w,e™ 1. Wegen u € C*() folgt damit
/ E(x—y)a—udo — 0 fire -0+
9B, (v) ON" .

Im zweiten Randintegral iiber 0B, (x), wo N, = ﬁ gilt, beachte man die Iden-
titat

1 z—y r—y 1 1

1-n

—Fx—y)=— = =—¢ "= ——.
P e P T VX ]
Deshalb liefert die Stetigkeit von u in x die entscheidende Konvergenzaussage
| SaB = o, = u(y)do, — u(x)
[ — = —
0B (z) ION, Y |0B.(z)| OB (x) Y

fir ¢ — 0+. Schliellich konvergiert fQ\BE(x) E(zx — y)Au(y)dy wegen der Be-

schrianktheit von Au auf € und der lokalen Integrierbarkeit der Singularitiit
|z —y[>™™ im R™(n > 3) bzw. log|z — y| im R? fir ¢ — 04 gegen das ent-
sprechende Integral auf €. Somit ist das Verhalten aller Integrale in (4.5) fiir
e — 0+ geklart und (4.2) bewiesen. u

Da die Randintegrale in (4.2) harmonische Funktionen in z darstellen, ist es
nahe liegend, das Poisson-Problem —Au = f fiir eine stetige Funktion f mit-
tels des Faltungsintegrals F * (—Au) = E x f zu l6sen, vgl. (4.3). Wéhrend die
Singularitdten (fiir y ~ x) in den Integralen

/Q E(r—y)f(s)dy  und / V. E(x — ) f(y)dy

fiir jedes f € C°(2) noch integrierbar sind, ist die Singularitit |0,0, F(z — y)| ~

ﬁ, 1 <1,7 < n, nicht mehr integrierbar. Tatséchlich gibt es stetige Funktionen
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[, so dass £ * f nicht zweimal partiell differenzierbar ist. Dieses Problem ist
jedoch 16sbar, falls f Hélder-stetig auf Q ist, d.h., es gibt ein a € (0,1) und eine
Konstante K = K(f), so dass die Abschétzung

[f(z) = fy)| < K|z —y|* firalle z,y€Q

gilt. Unter dieser Voraussetzung existieren die partiellen Ableitungen 0;0;u und
sind ebenfalls Holder-stetig auf 2 zum Exponenten «. Anstelle des technisch
aufwindigen Beweises soll hier nur der einfachere Fall mit f € C?(Q) untersucht
werden.

Korollar 4.5 Sei 2 C R”™ ein beschrdnktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand,
sei f € CYQ) und

(1) Die Funktion u ist stetig partiell differenzierbar, und es gilt
Vu(o) = [ V.E( ) £ dy. (16)
Q

(2) Liegt f sogar im Raum CY(Q), ist u zweimal stetig partiell differenzierbar
und eine spezielle Losung des Poisson-Problems —Au = f in Q.

Beweis

(1) Die iiblichen Konvergenzsiitze kénnen nicht zum Beweis der Aussage 1 (u(z+
he;) —u(x)) — Ou/Ox; fir h — 04,1 < i < n, benutzt werden, da der
Term E(x + he; — y) eine mit h wandernde Singularitdt in y = x + he;
besitzt. Stattdessen werden eine Abschneidefunktion n € C'(R) mit den
Eigenschaften

0<n<1, nt)=0 fir[t| <1, n(t)=1 fir|t|>2 0§%§2

und 7. (y) = n(%), e > 0, benutzt. Ersetzt man E(x —y) durch (n.E)(z—y),
erhélt man die beliebig oft differenzierbare Funktion

ue(z) = / (E)(x — y) £(y) dy.

die fiir ¢ — 0+ gleichméBig in Q gegen u konvergiert. Insbesondere ist u
stetig auf Q2. Fiir den gewiinschten Gradienten

w(x) = / V.E(x — ) f(y) dy
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von u(z), der auf Grund der Abschitzung |V, E(z —y)| = O(|x — y|*™") fiir
jedes x € Q) existiert, gilt dann

w(z) - Vuu( /v (1—n)E) (z — y)f(y) dy.

Daraus folgt die Abschétzung
2
@) - Vul < Wik [ (1vB+2E) -
|lx—y|<2e €

< Hf||ooC€(1+(|log6\, falls n:2)).

Also konvergiert die Folge der stetigen Funktionen (Vu.) fir ¢ — 0+
gleichméfig in 2 gegen w. Da bereits u. — u gezeigt wurde, gilt w = Vu
und u € C1(Q).

Ist f € CYQ), liefert eine partielle Integration in (4.6)
Vila) = = [ VBl fwdy
Q
— [ Be- 0wy [ -5 N do,
Q o0

dabei muss im Beweis die partielle Integration zuerst iiber Q\ B.(x) und ein
anschlieSender Grenziibergang ¢ — 0+ wie im Beweis von Satz 4.3 durch-
gefithrt werden. Da V f beschrinkt auf Q ist, kénnen nach (1) partielle Ab-
leitungen zweiter Ordnung von u angegeben werden. Insbesondere gilt

Aufz) = Z ([ ot —wss = [ o5 =13 do,

, aiy (x —y)f(y) doy.

= —/QVyE(fU—y) - V(y)dy +

Zur Vorbereitung einer weiteren partiellen Integration im ersten Integral wird
Q durch Q\B.(z) ersetzt. Da AE(zx —y) = 0 fur  # y ist und sich die
Randintegrale iiber 0€2 aufheben, liefert der Grenziibergang

0
_/335 0]5( y)f(y)do, — —f(x) fire — 0+,

s. Beweis von Satz 4.3, die Behauptung —Au = f. |

Die abschlieflende Darstellungsformel (4.7), die sog. Mittelwertformel, ist ent-
scheidend fiir den Beweis des Maximum- und Minimumprinzips im Abschnitt
4.2. Diese wichtigen Prinzipien zur Abschéitzung von Losungen werden jedoch
nicht nur fiir Losungen von partiellen Differentialgleichungen benotigt, sondern
auch fiir ,Losungen® von Differentialungleichungen. Dementsprechend wird der
Begriff der harmonischen Funktion wie folgt verallgemeinert:
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Definition 4.6 Sei Q C R" ein Gebiet. Eine Funktion u € C*(Q) heifit

subharmonisch —Au <0
harmonisch ,  falls —Au =0 in Q gilt.
superharmonisch —Au>0

Als Beispiel erwdhnen wir, dass auf R die Begriffe subharmonisch und konvex,
superharmonisch und konkav sowie harmonisch und affin linear jeweils iiberein-
stimmen. Im R", n > 2, sind die zuvor eingefiihrten Begriffe jedoch wesentlich
allgemeiner als die Begriffe Konvexitét etc.

Satz 4.7 (Mittelwertformel) Seiu € C*(Q) harmonisch. Dann gelten fiir alle
Kugeln Br(z) mit Br(x) C Q2 die Darstellungen

1
u(z) = o R /E)BR(I) u(y) do (4.7)

und o
)= o [,y (1)

Ist w sub- oder superharmonisch, muss in beiden Formeln das Gleichheitszeichen
durch < bzw. durch > ersetzt werden.

Beweis Aus dem Beweis von Lemma 3.2 (Gleichung von Darboux) ist die Iden-
titat

1 n—1
— Au(y)dy =r &(

Wn J B,(x)

1

wpr™—1

/ udo):r”_lﬁrMu(:c,r) (4.9)
OB

bekannt. Folglich ist M,(z,r) als Funktion von r > 0 konstant bzw.

monoton wachsend subharmonisch .
wenn u harmonisch bzw. . ist.
monoton fallend superharmonisch
Ferner ist M, (z,0) = . Im Fall einer subharmonischen Funktion u gilt al-

SO

wy,r"1

1
u(z) = My(z,0) < My(z,7) = — / u do.
OBy (x)

Damit ist (4.7) (in Ungleichungsform) fiir subharmonische Funktionen bewiesen.
Integriert man die Ungleichung

wnr™ () g/ udo

OBr(x)

bzgl. r von 0 bis R, folgt nach Division durch w,, R™/n die Aussage (4.8) als Unglei-
chung. Analog erhélt man die gewiinschten Ungleichungen fiir superharmonische
Funktionen. Da eine harmonische Funktion sowohl sub- als auch superharmonisch
ist, folgen (4.7) und (4.8) fiir harmonische Funktionen. n
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4.2 Maximum- und Minimumprinzip

Satz 4.8 (Schwaches Maximum- und Minimumprinzip) Se: Q@ C R" ein
beschrinktes Gebiet und u € C?*(Q) N CO(Q).

(1) Ist u subharmonisch, gilt

supu = sup u . (4.10)
o o0
(2) Ist u superharmonisch, gilt
infu=infu. (4.11)
Q G9)

Beweis Sei u subharmonisch. Da € beschrinkt und u stetig auf Q ist, nimmt w
sein Maximum in einem Punkt zy € Q an. Wiirde z in Q liegen, folgt Au(z) < 0.
Dabei ist Au(xy) < 0 ausgeschlossen, denn « ist subharmonisch.

Um den moglichen Fall Au(zg) = 0 zu umgehen, betrachten wir v.(z) =
u(z) +elz|?, e > 0, statt u. Wegen —Av, = —Au —2ne < 0 ist v, in  subharmo-
nisch. Nach dem obigen Beweisteil kann v, sein Maximum nur auf 02 annehmen,
d.h.

sup u < sup(u + ¢|z|?) = sup(u + ¢|z|?) .
Q Q o0
Fiir e — 0+ folgt daraus supgu < supyn u und damit die Behauptung.
Ist u superharmonisch, wird die Aussage analog bewiesen. [ ]

Korollar 4.9 (Eindeutigkeitssatz) Sei 0 C R" ein beschrinktes Gebiet, sei
f€C%N) und g € C°(0N). Dann besitzt das Dirichlet-Problem

—Au = f in  Q
u = g auf OS2
hochstens eine Lisung u € C?(2) N C°(Q).

Beweis Seien uy,u; € C%(Q) N C°(Q) Losungen des Dirichlet-Problems. Dann
16st v = uy — us die homogene Gleichung

—Av=0 inQ, v=0 aufdf.

Nach Satz 4.8 geniigt v dem schwachen Maximum- und Minimumprinzip. Daraus
folgt v = 0 und uy = us. [

Eine Verschirfung des schwachen Maximum- und Minimumprinzips Satz 4.8
wird mit der Mittelwertformel (4.8) bewiesen.
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Satz 4.10 (Starkes Maximum- und Minimumprinzip) Sei Q@ C R" ein
(beschrinktes oder unbeschrinktes) Gebiet und sei u € C?*(Q) sub- bzw. super-
harmonisch. Falls es einen Punkt xo € €2 mit der Eigenschaft

u(xg) =supu  bzw. u(xg) = igfu
Q
qibt, ist u konstant. Insbesondere kann eine harmonische Funktion thr Mazimum

oder Minimum nicht in Q annehmen, falls die Funktion nicht konstant ist.

Beweis Sei u subharmonisch und gelte u(xg) = supg, u. Nach (4.8) gilt fiir jede
Kugel Bg(zg) mit Bgr(zg) C €2

n
wy, R™

ul(wo) < / w(y)dy < supu = u(zo)
Br(zo0) Q

Deshalb stimmt u auf Bg(z) mit u(xg) iiberein.

Zum Abschluss des Beweises wird ein topologisches Argument benutzt. Sei
M = {y € Q : u(y) = u(xg)}. Nach Voraussetzung ist M # (). Die Stetigkeit
von u impliziert die relative Abgeschlossenheit von M in €. Schliellich zeigt der
erste Beweisschritt, dass M auch offen ist. Da §2 ein Gebiet ist, folgt M = Q; die
Funktion u ist also auf Q konstant gleich u(x). n

Das einfache Beweisprinzip von Satz 4.8 kann auf viel allgemeinere Situatio-
nen {ibertragen werden, in denen u.a. der Laplace-Operator durch einen allgemei-
nen elliptischen Operator zweiter Ordnung ersetzt wird. Anschlieend gestatten
die aus dem Maximum- und Minimumprinzip hergeleiteten Aussagen a priori—
Abschéatzungen von Losungen, die nicht explizit bestimmt werden konnen.

Definition 4.11 Auf einem Gebiet 2 C R"™ seien stetige, beschrankte Funktio-
nen a;j,b;, c: 8 — R mit a;; = a;;, 1 < j < n, gegeben. Die aus den Funktionen
a;;(z) gebildete Matrixfunktion A(z) = (a;; (SL’))?jzl sei gleichméfig positiv defi-
nit, d.h., es gebe eine positive Zahl «ag, so dass 7

n

(y, A(@)y) = Y aij(@)yiy; > aolyl”

ij=1
fir alle y = (y1,...yn) € R gilt. Dann heift
Lu(z) = Z e 80u+Zb )Osu + c(z)u
i,j=1

ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung.

Bemerkung 4.12 (1) Im Fallb; = ¢ = 0 und a;; = §;;, also A = I, ist L = —A.
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(2) Der Fall konstanter Koeffizienten a;;, b;,¢ mit b; = ¢ = 0 kann durch eine
Variablentransformation auf den Fall —A zuriickgefiihrt werden. Sei ) €
R™"™ eine konstante, invertierbare Matrix, y = Qz und v(y) = u(x). Dann
rechnet man leicht die Formel

- 0u " P
Z ij 81’181’] N Z ij 8y28yj

ij=1 ij=1

nach; dabei ist die Matrix A = (@ij)7 =1 durch

A=Q"AQ
definiert. Nach Voraussetzung ist die Matrix A symmetrisch und positiv de-

finit. Also gibt es nach dem Satz iiber Hauptachsentransformationen eine
orthogonale Matrix S € R™", so dass

STAS = diag(\i,...,\y) =1 D

Diagonalgestalt mit den positiven Eigenwerten A;,...,\, von A in
der Diagonalen hat. Dann transformiert @ := SD~Y? mit D~'/? =
diag(A;"%, ..., An'/?) die Matrix A auf A = I. Folglich gilt

n

Lu(x) = — Z a;;0;0;u(x) = =Ayu(y) .

ij=1

(3) Der Beweis des folgenden Satzes 4.13 benétigt zur Untersuchung des Aus-
drucks ) a;;0;0;ju eine spezielle Aussage aus der Linearen Algebra: Fiir sym-
metrische, positiv semidefinite Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) gilt

i,j=1

Dabei bezeichnet tr (C) := >_"

i j=1 Cij die Spur einer Matric C' = (c;).

Beweis Es ist bekannt, dass die Spur die Eigenschaft tr (AB) = tr (BA) hat;
insbesondere gilt fiir jede invertierbare Matrix C

tr(A) =tr (C1AC).
Also gilt mit der orthogonalen Matrix S und der Diagonalmatrix D aus Teil 2
A:B=tr(AB) =tr (STASST BS) = tr (DB),

wobei B die positiv semidefinite Matrix B = STBS bezeichnet. Da sowohl alle
Diagonalelemente der Diagonalmatrix D als auch der Matrix B nichtnegativ sind,
folgt jetzt

A:B=tr(DB)>0.
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Satz 4.13 Sei 2 C R" ein beschrinktes Gebiet, L ein elliptischer Differential-
operator und u € C*(2) N C°(Q).

(1) Seic=0. Ist Lu <0 bzw. Lu > 0 in Q, gilt das schwache Mazimum- bzw.
Minimumprinzip

supu =supu  bzw. infu=infu. (4.12)
e} i) Q o0

(2) Seic>0 und Lu <0 bzw. Lu > 0. Dann gilt

supu <suput  bzw. infu>infu”, (4.13)
Q a0 Q 00
wobei ut = max(u,0) und u~ = min(u, 0) ist.

Beweis

(1) Statt u betrachten wir die Funktionen v, (x) = u(z) + ce®* mit € > 0, d > 0.
Offensichtlich gilt

L(e™)(z) = (—d*a (z) + dby (x))ed“:1 .

Da die Matrix A(z) = (a;;(z)) gleichméBig positiv definit ist, ist ai1(x) po-
sitiv und gleichméfig nach unten beschréankt. Ferner ist b; auf ﬁEesohréinkt.
Also gibt es ein geniigend grofies d > 0, so dass L(e?!) < 0 auf € ist.

Aus der Voraussetzung Lu < 0 folgt damit Lv. < 0 auf Q. Nun
nehme die Funktion v. ihr Maximum in einem Punkt zy € € an. Also gilt
V. (z9) = 0, und die Matrix (9;0;v-(20)) ist negativ semidefinit. Dann folgt
mit Bemerkung 4.12 (3) der Widerspruch

n

0> Lvc(xo) = — Y aij(20)0:0; vz (o) + Z b (0)Dsv.(0) > 0.

i,j=1 i=1
A -

= -

'

<0 =0
Analog beweist man die Aussage, falls Lu > 0 gilt.

Fiir den nun folgenden Beweis von (2) beachte man, dass die Aussage
(1) auch in beliebigen offenen, beschrinkten Mengen gilt.

(2) Seic>0, Lu <0, und sei Qt = {x € Q : u(x) > 0}. Falls Q" = (), ist nichts
zu zeigen. Anderenfalls gilt auf der offenen Menge QF # ()

(L — c)u‘Q+ = L(u‘m) —cu| <0
gilt. Nach (1) nimmt u|,,, sein Maximum in einem Punkt zo € 00" an, d.h.,

supu = supu = supu = u(xg) > 0.
a ot oa+
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Der Randpunkt zq € 90" kann nicht in € liegen, da sonst u(xg) = 0 folgen
wiirde. Also gilt zo € 99 und supgn+ u = supyg u™. Der Fall Lu > 0 wird
analog bewiesen. [ ]

Korollar 4.14 Sei L ein gleichmdflig elliptischer Differentialoperator zweiter
Ordnung mit ¢ > 0 auf einem beschrinkten Gebiet ) C R".

(1) (Eindeutigkeitssatz) Das Randwertproblem
Lu=f inQ, u=g aufdQ (4.14)
besitzt fiir Daten f € C°(Q) und g € C°(09) hochstens eine Liosung u €
C*(Q)NC(Q).
(2) (Vergleichssatz) Fiir Funktionen v,w € C*(Q) N C°(Q) gelte
Lv<Lw 1in® und v<w aufofd.
Dann gilt v < w in €.
(3) (EinschlieBungssatz) Fiir Daten f € C°(Q), g € C°(09) und Funktionen
v,w € C*(Q)NCN) gelte
v<f<Lw inQ v<g<w aufdfd.

Dann geniigt die eindeutig bestimmte Losung u € C?(2) N C°(Q) des Rand-
wertproblems (4.14) der Ungleichung

v<u<w ).

Beweis Da (1) und (3) aus dem Vergleichssatz (2) folgen, wird nur (2) bewiesen.
Nach Voraussetzung hat u = v — w die Eigenschaften Lu < 0 in Q und u < 0 auf
0. Aus (4.13) folgt also supgu < supgqut =0, d.h., v <w in €. [

Bemerkung 4.15 (1) Die Existenz einer Losung des Randwertproblems (4.14)
fiir einen allgemeinen elliptischen Operator L kann mit den hier zur
Verfiigung stehenden Methoden nicht bewiesen werden.

(2) Der Beweis von Satz 4.13 (2) benutzte die Voraussetzung ¢ > 0. Auf diese
Bedingung kann nicht verzichtet werden. Fiir A > 0 betrachte man z.B. das
Dirichlet-Problem

—Au—Au=0 inQ=(0,1)x(0,1), u=0 auf 0Q;
es ist also ¢ = =\ < 0. dann 16st fiir A = N\ = (k* + %)7%, k, L €N,
u(xy, xe) = sin kmaxy - sin by

obiges Dirichlet-Problem und geniigt keinem Minimum- oder Maximumprin-
zip. In diesem Fall ist v Losung des Eigenwertproblems

—Au= Au in Q, Uy = 0,

zum Eigenwert .
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(3) Auch fiir Gleichungen hoherer Ordnung wie z.B. der biharmonischen Glei-
chung
A*u=A(Au) =0 inQ

gibt es kein Maximum- oder Minimumprinzip: Die Funktion u(z) = 1 — |z|?
ist biharmonisch, positiv in B(0) und verschwindet auf 0B (0).

Beispiel 4.16 Der Einschliefungssatz wird benutzt, um nicht explizit berechen-
bare Losungen einzuschlieBen oder zu approximieren.

Man betrachte das Dirichlet-Problem —Au = O im Sektor Q= {(x1,29) €
Bi(0) : 21 > 0,29 > 0} mit den Randwerten u(xy,z2) = +/|z122|. Da fiir

(1’1,1'2) € o0
1
0 <wu(xy,z2) = V|1T122| < —

gilt, folgt aus dem EinschlieBungssatz oder direkt mit Satz 4.8

Ogu(xl,@)S% in Q.
Durch eine geschickte Auswahl von Vergleichsfunktionen 148t sich dieses Ergebnis
erheblich verbessern. Die Funktionen v(zy,x2) = a(z; + x2) + brixs sind fiir
jedes a,b € R harmonisch. Da /2 z,2y < /|z125] auf 0Q gilt, ist /2,25 eine
punktweise untere Schranke der gesuchten Losung u. Ferner gilt (/7125 < %(:cl +
x9) fiir alle 21 > 0, x5 > 0. Deshalb erfiillt die gesuchte Losung die Ungleichung

S

(x1 +x2) in Q.

N —

\/§$1$2 < u(.flfl,.l’g) <

Satz 4.17 (A priori-Abschitzung) Sei Q C R" ein beschrinktes Gebiet, L
ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung mit ¢ > 0, es sei f € C°(Q)
und u € C*(Q) N C°Q).

(1) Ist Lu < f, gilt

supu < supu’ + Msup ft. (4.15)
Q a9

(2) Im Fall Lu > f gilt
igfu > iargu_ + Minf f~

(3) Schliefllich geniigt die Losung u der Poisson-Gleichung Lu = f der a priori-
Abschétzung
[ullso2 < N|ullo,00 + M| fllocs - (4.16)

Die Konstante M > 0 hdngt nur vom Durchmesser von ) und von aio 16| 00,25
s. Definition 4.11, ab.

Beweis
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(1)

(3)
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Ohne Einschriankung gelte 0 < z; < ¢ fir alle z = (z1,...,2,) € Q. Mit
den Grofien ap > 0 und ||b||co,o aus Definition 4.11 erhélt man fiir geniigend
grofies d > 0 die Abschitzung

(L—c(x))e®™ = (—d?ayi(x)+dbi(2))e™ < (—apd®+d|[b]|con)e™ < —ag,
z.B. fird=1+ Wa;’;’“ Jetzt betrachte man die Vergleichsfunktion

1
w(z) =suput + — (e — ™) sup f+ > 0.
o0 Qo Q

Offensichtlich gilt w > u auf 0§2 sowie

+ icx el — edmr) — (L — ¢(z))(e1) ) sup f+
cla)supu’ 4 (c(a)( ) = (L —e(@))(e*) ) sup f

> sup f* > f(r) > Lu(x).
Q

Lw(x)

v

Nach dem Vergleichssatz (Korollar 4.14 (2)) folgt w > u in €, also (4.15)

mit M = L e,
o

Der Beweis von (2) verlduft analog mit Hilfe der Vergleichsfunktion
PR _
v(z) =infu™ + —e™ inf f~ <0,
o0 O{O Q

welche v < wu auf 092 und Lv < f < Lu in € erfiillt.
folgt aus (1) und (2). u

Bemerkung 4.18 (1) Die a priori-Abschétzung (4.15) ist die direkte Verallge-

meinerung von (4.13) auf den Fall f* = max(f,0) # 0. Nur Punkte 2 € Q
mit f(x) > 0, in denen im Fall L = —A die Funktion u superharmonisch ist,
miissen bei der Abschitzung von supg, u gesondert beriicksichtigt werden.

Sei uy, eine z.B. numerisch gewonnene Néherung des Dirichlet-Problems Lu =
fin Q u = g auf 9Q und gelte

Luh = fh in Q, Up = gh auf 0f).
Dann impliziert (4.16) die Fehlerabschétzung
Ju — uhHoo,Q <llg - thoo,aQ + M ||f = fullooq-

Um die Eindeutigkeit der Losung einer elliptischen Gleichung mit Neumann-

oder Robin-Randbedingung zu beweisen, wird eine andere Version des starken
Maximumprinzips benotigt.
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Lemma 4.19 Sei Q) C R" eine offene Menge und u € C?*(Q) subharmonisch. Es
sei xg € 02 ein Randpunkt mit den folgenden FEigenschaften:

(i)  Vu ist stetig nach xq fortsetzbar,
(i)  u(xo) > u(x) fir alle x € Q,

(iii) 00 gendigt in xo € OS2 der inneren Kugelbedingung, d.h., es gibt eine Kugel
Bgr(y) C Q mit xy € 0Bgr(y).

Dann gilt

fiir die duflere Normalenableitung.

Abbildung 4.3: Die innere Kugelbedingung

Die gleiche Aussage gilt fiir einen elliptischen Operator L und eine Funktion
u mit Lu <0, falls die Bedingung

c(x)u(zg) >0  fir alle x € Br(y)
erfillt ist.

Beweis Wir benutzen eine subharmonische Hilfsfunktion A auf dem Kreisring
A = Bgr(y)\Br/2(y) mit den Eigenschaften

Oh

h =0 auf 0Bgr(y), h>0in A, AN

(l’o) < 0.
Konkret betrachtet man
h(z) = e ele=vl® —e=eB 5 0,

Offensichtlich verschwindet h auf 0Br(y), mit N = N(zg) = =% gilt

~ Jzo—yl

oh

a7 (70) = =20 - (g — y)e 7 <0,
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und fiir o > 0 geniigend grof3 erhdlt man
Ah(z) = 20" (2alz —y[? —n) >0 in A.
Mit der Hilfsfunktion A definiert man
ve(x) = u(x) — u(zg) + ch(x), €>0.

Auf Grund der Voraussetzungen an u und h gibt es ein gentigend kleines € > 0,
so dass

ve < 0 auf A, wv.(xy) =0
—Av, = —Au—cAh<0 inA

gilt. Mit dem schwachen Maximumprinzip (4.10) folgt v. < 0 in A. Wegen
v.(z9) = 0 muss folglich 2% (z,) > 0 gelten, also

ON
ou oh
R > e ——
g (w0) 2 —¢ g (0) > 0.

Der Beweis im Fall Lu < 0 wird vollkommen analog gefiihrt. Wie zuvor gibt
es ein geniigend grofies a > 0, so dass (L —c¢)h < 0 gilt; dabei ist ¢~ = min(c, 0).
Dann ist

(L—c)ve(z) = Lu—c u—-cu(zg)+c u(zg)+e(L—c )h
< ¢ (@)(u(wo) — u(z)) — c(z)u(zo)
< 0,

so dass das schwache Maximumprinzip (4.13) mit L — ¢~ an Stelle von L

supv. < supvl =0
A 9A

impliziert. Jetzt fithrt der erste Beweisteil wieder zur Aussage 2% (z) > 0. n

Satz 4.20 (Starkes Maximum- und Minimumprinzip) Sei @ C R" ein
Gebiet und L ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung.

(1) Seic =0 und Lu < 0 bzw. Lu > 0 in Q. Nimmt u sein Mazimum bzw.
Minimum in einem Punkt 1 € ) an, ist u konstant in 2.

(2) Seic > 0 und Lu < 0 bzw. Lu > 0 in Q. Nimmt u ein nichtnegatives
Mazimum bzw. ein nichtpositives Minimum in 0 an, ist u konstant in 2.

Beweis Wir betrachten den Fall ¢ > 0 und Lu < 0, in dem u sein Maximum
u(x1) > 0 in einem Punkt z; € Q) annimmt. Angenommen, u ist nicht konstant
in Q. Dann ist Q@ := {x € Q : u(x) < u(xy)} nichtleer und offen, und 92~ NQ #
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(). Man wéhle einen Punkt y € Q, der niher an 90~ als an 09 liegt, und
anschliefend die grofite Kugel B,.(y) in Q. Nach Konstruktion schneidet B, (y)
den Rand 02~ in einem Punkt z(, in dem die Voraussetzungen von Lemma 4.19
erfiillt sind: u(zg) = u(xy) > u(z) fir alle z € B,(y) C Q, und in x, geniigt 2~
der inneren Kugelbedingung. Ferner gilt ¢(z)u(xg) > 0 in Q. Also gilt fiir einen in
OQ\Q~ hineinweisenden Normalenvektor N die Aussage Ou/ON (zg) > 0, welches
zu einem Widerspruch zu u = u(z;) in Q\Q~ fiihrt.

Die anderen Félle werden analog bewiesen. [ ]

Satz 4.21 Sei Q2 C R" ein beschrinktes, glattberandetes Gebiet, so dass in je-
dem Randpunkt die innere Kugelbedingung erfillt ist und die Normalableitung
ausgewertet werden kann. Ferner ser L ein elliptischer Differentialoperator zwei-
ter Ordnung und ¢ > 0.

(1) (Eindeutigkeitssatz) Die Poisson-Gleichung

Lu=fin$) (4.17)
mit Neumann-Randbedingung
ou
— = Q 4.1
oy = 9 auf 9 (4.18)
oder mit Robin-Randbedingung
ou
— = Q 4.1
aN+au g auf 0 (4.19)

besitzt fiir Daten f € C°(Q),g € C°(09) und 0 < o € C°(0Q) hichstens
eine Losung u € C*(Q) N CYQ), falls ¢ oder o nicht identisch 0 ist. Gilt
c=0und a =0, ist u nur bis auf Konstanten eindeutig bestimmdt.

(2) (Vergleichssatz) Fiir Funktionen v,w € C*(Q) N CY(Q) gelte

ov ow
Lv<Lwin — < — Q.
v<Lwin und aN+av_aN+awauf8
Falls ¢ oder oo micht identisch 0 ist, gilt v < w in Q.
(3) (EinschlieBungssatz) Es sei ¢ oder o nicht identisch 0, und es gelte

o

ON

ow

Lov< f<Lwin® d
v< f<Lwin un N

+av<g< + aw auf 0N).

Dann geniigt die eindeutig bestimmte Losung u € C*(Q)NCY(Q) des Poisson-
Problems Lu = f mit Randbedingung (4.17) oder (4.19) der Ungleichung

v<u<uwin .
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Beweis

(1) Sind uy, us Losungen von (4.17), (4.18) bzw. (4.17), (4.19), geniigt u = u; —us
den Gleichungen Lu = 0 und

ou ou
N 0 auf 092 oder N +au=0 auf d. (4.20)

Ist w nicht konstant, nimmt w (oder —u) nach Satz 4.20(2) sein Maximum
u(zo) > 01in einem Punkt zq € 09 an, und es gilt u(x) < u(zy) fiir alle z € Q.
Nach Lemma 4.19 folgt du/ON (zy) > 0 ein Widerspruch zur Randbedingung
(4.20). Also stimmt u in © mit einer Konstanten M iiberein. Ist a # 0, folgt
aus (4.20) 0 = aM, also M = 0; im Fall ¢ # 0 folgt aus 0 = Lu = cM
ebenfalls M = 0.

(2) Nach Voraussetzung gilt L(v—w) < 0in Q und (32 +a)(v—w) < 0 auf 0.
Falls v < w nicht gilt, wiirde v —w nach Satz 4.20(2) sein positives Maximum
auf 0€) annehmen. Da die Mo6glichkeit v — w = const > 0 ausgeschlossen ist,
liefert Lemma 4.19 wieder den Widerspruch d(v — w)/ON > 0 in einem
Randpunkt.

(3) folgt sofort aus (2). Man beachte, dass die Existenz einer Losung u € C*(Q)N
C1(2) hier nicht gezeigt werden wird. n

In unbeschréinkten Gebieten wie dem Halbraum R} = {z = (2/,,) : 2’ €
Rt 2, > 0} oder dem AuBenraum R™\ Bg der Kugel Br muss das Verhalten
der Losung u auch im Unendlichen vorgeschrieben werden, um Abschéatzungen
durch Maximumprinzipien oder Eindeutigkeit zu beweisen. Der Einfachheit hal-
ber soll nur das Dirichlet-Problem zu —Awu = f untersucht werden. Eine Sonder-
rolle spielen zweidimensionale unbeschrinkte Gebiete, da die Fundamentallosung
E(x) = —5= logr fiir r = |z| — oo unbeschréinkt ist.

Satz 4.22 (Schwaches Maximum- und Minimumprinzip in unbe-
schrinkten Gebieten) B
Sei QgR” ein unbeschrinktes Gebiet und u € C?*(2) N C°(Q).

(1) Istn > 2 und u subharmonisch, gilt

sup v = max{sup u, limsup u(x)}. (4.21)
Q

o9 |z|—00
Falls u superharmonisch ist, gilt

nflzfu = mm{lar}lf w, liminf u(z)} .

|z|—o00

(2) Ist n = 2 und u nach oben beschrinkt und subharmonisch bzw. nach unten
beschrdankt und superharmonisch, gilt

= . infu=infu. 4.22
sgpu Sélé)u bzw infu = infu (4.22)
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Beweis
(1) Offensichtlich gilt
supu > M := max{sup u, limsup u}.
Q 00 |a|—oo

Zum Beweis der Ungleichung supgu < M braucht nur der Fall M < oo
betrachtet werden. Nach Definition des limes superior gibt es zu € > 0 ein
R. > 0, so dass |u(z)| < M + ¢ fir alle z € Q mit |z| > R, gilt. Aus
9N Bg) C (002N Br) U (2N OBR) folgt damit fiir jedes R > R.

sup u< M+e¢€.
O(QNBR)

Dann liefert das schwache Maximumprinzip (4.10) in 2N Bg die Abschitzung

supu= sup u< M+e firR>R.,
QNBr d(QNBg)

also supou < M + ¢ im Grenzfall R — oco. Da € > 0 beliebig ist, folgt die
Behauptung fiir subharmonische Funktionen. Die Aussage fiir superharmo-
nische Funktionen wird analog bewiesen.

(2) Nach (1) ist fiir eine beschriankte, subharmonische Funktion u nur noch
lim sup|, oo u(7) < supgg u zu zeigen. Zum Beweis wihlen wir einen Punkt

79 € R?\Q sowie eine Zahl C' > 0 mit C dist(zg, ) > 1 und betrachten die
subharmonische Funktion

ue(r) = u(x) — elog(Clr — wol)

auf Q. Da u von oben beschrinkt ist, gilt limsupy, ., u:(z) = —o0, also
nach (1) fiir jedes x € Q

ue(z) < SUP Uz = SUD U < SUp .

Fiir ¢ — 0+ erhélt man daraus die Abschétzung u(x) < supyg u. Die Aus-
sage fiir superharmonische Funktionen v wird analog mit der Hilfsfunktion
us(x) = u(x) 4+ elog(Clz — xo|) bewiesen. [

Bemerkung 4.23 Das Dirichlet-Problem
—Au=0 inQ=R"By, u=0 aufdBy, u—1 inoo  (4.23)

besitzt fiir n > 3 die Losung u(x) = 1 —r?~". Diese Losung ist nach Satz 4.22 (1)
eindeutig. Im Fall n = 2 wiirde eine Losung u jedoch

supu =supu =0 =infu =infu,
Q a0 o0 Q

also v = 0 im Widerspruch zur Bedingung v — 1 in oo erfiillen. Das Dirichlet-
Problem (4.23) besitzt im zweidimensionalen Fall keine Losung.
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Satz 4.24 Se: Qg]R" ein unbeschrinktes Gebiet.

(1) (Eindeutigkeitssatz) Fiir beliebige Daten f € C°(Q), g € C°(9) und uy €
R besitzt das Dirichlet-Problem

—Au=f inQ, u=g auf 0, u(xr) = us  fiir x| — oo

héchstens eine Lisung u € C?(Q) N C%(Q). Im Fall n = 2 darf die Voraus-
setzung fir |z| — oo durch die schwdichere Annahme u beschrdnkt® ersetzt

werden.
(2) (Vergleichssatz) Die Funktionen v,w € C*(Q) N C°(Q) sollen den Unglei-
chungen
—Av < —-Aw inQ, v<w aufdf, limsup v(z) < liminf w(x)

gentigen. Dann qilt v < w in Q. Im Fall n = 2 darf die Voraussetzung fiir
|x| — oo durch v nach oben beschrinkt, w nach unten beschrankt “ ersetzt
werden.

Beweis
(1) Die Differenz zweier Losungen u;, us zu den Daten f, g, u, erfiillt nach Satz
4.22 (1) die Bedingung supq(u; — uz) = 0 = info(u; — ug). Also ist u; = us.

(2) Nach Voraussetzung ist v — w subharmonisch. Ferner gilt supyg(v —w) < 0
und lim supy, (v — w)(x) < 0. Dann liefert Satz 4.22 (1) die Behauptung.

Die schwéchere Voraussetzung im zweidimensionalen Fall wird mit Satz
4.22 (2) behandelt. u

4.3 Greensche Funktionen und Poisson-Kerne

Sei 2 C R” ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Im Dirichlet-Problem der
Laplace-Gleichung wird zu einer vorgegebenen Randfunktion a : 92 — R eine
Funktion u € C?(Q) gesucht mit

—Au = 0 in
(4.24)
u = a aufdQ.
Dabei bedeutet u = a auf 0f2, dass fiir jedes x € OS2
a(z) = lim u(y) (4.25)

Yy—x
yeN
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gilt. In diesem Fall ist a in z stetig, denn zu jedem £ > 0 gibt es ein 6 > 0
mit |a(z) — u(y)| < ¢ fir alle y € Bs(x) N Q. Betrachtet man jetzt eine Folge
(yr) C Bs(x) NQ mit y,, — 2’ € Bs(x) NOQ, folgt aus (4.25)

la(z) —a(2')| < e fiir alle 2’ € Bs(x) NoON.

Analog wird das Neumann-Problem der Laplace-Gleichung durch
) ou
—Au =0 in€Q, N~ ° auf 09 (4.26)
definiert.

Lemma 4.25 In der Greenschen Formel (4.2) ersetze man die Fundamen-
tallosung E(x — y) durch

mit einer Funktion g : {2 X Q — R, die fiir festes x € Q bzgl. y € Q2 harmonisch
ist und g(x,-) € CY(Q) erfillt. Dann gilt fir u € C*(Q) und jedes v € Q die
Integraldarstellung

u(z) = /QG(:E, y)(—Au)(y)dy + /aQ (%G(z, y) — ua?\[yG(z, y)) do,. (4.28)

Beweis Man wiederhole den Beweis von Satz 4.3, indem man mit dem Integral
[ G(z,y)(—Au)(y)dy iiber Q\B.(z) startet. Da g keine Singularititen in Q x Q
besitzt, entstehen keine neuen Terme oder Schwierigkeiten beim Grenziibergang
e — 0+. ]

Zur Losung des Dirichlet-Problems (4.24) versuche man, die Funktion ¢ in Lemma
4.25 derart zu wahlen, dass G(z,y) fiir jedes x € Q und y € 02 verschwindet.
D.h., fiir alle x € Q) gelte

g(x,:)=E(x—-) auf 0. (4.29)

In diesem Fall heiit G(x,y) = E(x —y) — g(z,y) die Greensche Funktion zu —A
auf (). Offensichtlich hat G fiir jedes x € €2 die folgenden Eigenschaften:
G(z, ) ist harmonisch in Q\{z}
G(z,-) € C'(Q\{z}) (4.30)
G(zx,-) = 0 auf 02
G(z,y) ~ E(x —y) fir y — =.
Satz 4.26 Fir das beschrinkte, glattberandete Gebiet 0 C R™ gebe es ei-

ne Greensche Funktion G(x,y). Dann gilt fir jede harmonische Funktion u €
C*(Q) N CY(Q) die Integraldarstellung

0
N G(z,y) doy . (4.31)
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Beweis Ist u € C%(Q), folgt die Behauptung mit Lemma 4.25. Falls nur u €
C*(Q) N CY(Q) gilt, benutzt man (4.28) mit der gegebenen Greenschen Funktion
G auf einer geeigneten Folge von Gebieten (£ ), die € von innen ausschopfen, vgl.
den Beweis von Korollar 4.4. Mit (4.30) folgt fiir jedes x € 2 — unter Weglassen
weiterer Details —, dass

ou 0
/aﬂk (a—N G(l’,y) —u aNy G(Z’,y)) doy

fiir k — oo gegen die rechte Seite von (4.31) konvergiert. [ |

Die Formel (4.31) liefert eine mogliche Losung des Dirichlet-Problems (4.24),
ndamlich

ue) == [ aty) 55 Glan)do,.

Im Einzelfall muss jedoch gezeigt werden, dass u tatsédchlich harmonisch ist und
die Randwerte a im Sinne von (4.25) annimmt.

Beispiel 4.27 Sei ! = R? = {z = («/,z,) : o € R" z, > 0} der obere
Halbraum. Obwohl €2 unbeschrankt ist, fithrt das zuvor beschriebene Verfahren
zum Ziel. Fir o = (2, z,,) € §2 sei

/

= (2, —x,) € R
der am Halbraumrand 092 = {(2/,0)
G(r,y) = Ex—y) - E@" —y)
= E@@-y)-E@-y).
Da E(x* — y) keine Singularitit fiir z € Q, y € Q besitzt, erfiillt G die Bedin-
gungen (4.30) und ist eine geeignete Greensche Funktion. Fiir y = (¢/,0) € R,

n > 2, berechnet man mit dem Normalenvektor N, = —e,, = (0,...,0,—1) den
sog. Cauchy-Poisson-Kern

: o' € R"1} gespiegelte Punkt, und sei

0 0 2 x
K(z,y) = ——G —4+—0G =— "
(2,9) IN, (2,9) o (2,9) o e
also
/ 2 xn . n / n—1
K(z,y') = firz e R", ¢y e R". (4.32)

D (T R ATE
Offensichtlich hat K fiir y = (y/,0) € OR"} die folgenden Eigenschaften:

K (z,y') ist harmonisch in z € R ,

(’/

z,y') — 0 fir v — 29 € IR, 20 #y,
z,y) >0 firz>0, (4.33)
(

K
K(z,

/ K(z,y)dy'=1 firzeRY}.
OR™
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Die erste Eigenschaft folgt aus der Harmonizitat von GG in x und aus der Definition
K = —%G. Zum Beweis der wichtigen Integralbedingung (4.33), benutze man

(4.28) fiir u = 1 auf der oberen Halbkugel
By ={y=(y,y) € Br: ya >0} CR}

mit # € B} und lasse R gegen unendlich laufen. Nach (4.28) ist

1= / K(z,y")dy —/ i G(z,y) do,,
ly'|<R

oy ONy

wobei fiir y € aBE N ]R:‘_ wegen Ny = %

0 1 =y rr—y Yy
G(z,y :—< — )_
ON, (@) wn Nz —y[* fzr =y [yl

gilt. Die Summanden mit x|z — y|™" bzw. z*|z* — y|™" sind fiir y € dB;;, NR"
vom Typ O(R™™). Ferner gilt

n

1— = =y["(1+O0(R™),

|y

und [z* — y|" = |y|"(1 + O(R™)), so dass auch

|z —y|" = |y|"

( y y ): 2" —y[" = e —y|"

|z —yl» | =yl |z —y[m - |o* —y|"

vom Typ O(R™") ist. Da das OberflichenmaB von 9B} N R’ nur wie O(R"')
anwéchst, folgt fir R — oo die Integralbedingung (4.33),.

Satz 4.28 Fliir jede beschrinkte, stetige Funktion a € BC°(R™™!) ist
ue) = [ aly) Koo)' (431
Rnfl

eine harmonische Funktion in BC°(R™), die die Randwerte a auf OR" annimmd.

Beweis An der Darstellung des Cauchy-Poisson-Kerns (4.32) liest man das Ab-
klingverhalten

: c(zn) c(n)

e Gy = Tyl
mit einer von z, abhingigen Konstanten c(x,) fiir |y'| — oo ab. Da sich das
Abklingverhalten bzgl. |y/| — oo fiir partielle Ableitungen nach z nicht ver-
schlechtert, zeigt man mit Hilfe von Differenzenquotienten die Differenzierbarkeit
von u nach z.. Insbesondere diirfen partielle Ableitungen fiir u(z) unter dem In-
tegralzeichen auf K(z,y’) angewandt werden. Da K bzgl. z harmonisch ist, gilt
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Au = 0. Aus (4.33)34 folgt die Abschitzung |u(z)| < ||a|w, so dass u auf der
oberen Halbebene beschrinkt ist.

Der Beweis, dass u(z) — a(z() fir z € R}, v — (2(,0) € OR", konvergiert,
benutzt die sich aus (4.33), ergebende Darstellung

u(@) —alzy) = [ K(z,y) (aly) - alxp)) dy',
Rn—
die Stetigkeit von a und (4.33);_3. Da in Satz 4.31 ein analoger Beweis fiir die Ku-
gel Q = Bg(0) gefithrt werden wird, soll an dieser Stelle auf weitere Beweisdetails
verzichtet werden. n

Bemerkung 4.29 Die Losung u aus (4.34) des Dirichlet-Problems (4.24) ist
nicht eindeutig, denn neben wu ist u(x)+aw, fir jedes o # 0 eine Losung von (4.24)
zum Randwert a. Dagegen kann man mit einem Approximationsargument wie
im Beweis der Integralbedingung (4.33), zeigen, dass (4.24) nur eine beschréankte
Losung besitzt.

Beispiel 4.30 Sei 2 = Br = Bg(0) C R". Analog zum Fall Q = R" wird
die Greensche Funktion aus der Fundamentallésung durch eine Spiegelung von
Punkten x € Q) an 02 gewonnen. Zu x € B bezeichne

den Punkt auf dem durch 0 gehenden Strahl mit der Normbedingung ‘9;;' ‘% .

Dann sei

G(z,y) == E(z —y) — E(% (" — y)) . (4.35)

Offensichtlich ist g(z,y) = E(‘—g (z* —y)) harmonisch in y € Bg. Auf Grund der
Gleichung

(e —y1)” = R = 2oy LD (e y?

und E(x —y) ="E(Jz — y|)” gilt aber

G(r,y) =Gy, x),

so dass G auch bzgl. x € Bg\{y} harmonisch ist. SchlieBlich verschwindet G
fir y € 0Bg, denn y* = y fiir |y| = R. Die in Anbetracht von Satz 4.26 zu
berechnende Normalableitung in G fiir |y| = R liefert den Poisson-Kern

0 R? — |x|?

K(fcay):—w
)

(4.36)
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Abbildung 6.4: Die Greensche Funktion G(z,y) in By C R? fiir y = (73/%) und

fiir y = (71/*) (auf gecigneter Hohe abgeschnitten)

\
N
WA

SR

Abbildung 4.5: Der Poisson-Kern fiir B; C R? (auf der Hohe 2 abgeschnitten)

Satz 4.31 (1) Fiir jede harmonische Funktion v € C*(Bgr) N C°(Bg) gilt die
Poissonsche Integralformel

u(r) = - K(x,y) uly) doy (4.37)

mit dem Poisson-Kern K aus (4.36).
(2) Fiir jede Randfunktion a € C°(OBg) ist

u(zr) = . K(z,y)a(y) do,

die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems (4.24).
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Beweis

(1)

Fiir u € C?(Bg) N C'(Bg) folgt die Behauptung sofort mit Satz 4.26. Ist
dagegen u € C?(Bg) N C°(Bg) harmonisch, betrachte man fiir A > 1 die
skalierte Funktion

T _
ux(x) = u(x) € C*(Bg),
die ebenfalls harmonisch ist. Dann gilt mit Satz 4.26 und mit (4.36) fiir
xr € Bp
2 |2 y
)\ (A)nR O0BRr ‘ZI: - y|n
Da u € C°(Bg) ist, folgt fiir A — 1+ die Aussage (4.37).

Da K(x,y) fiir y € 0B keine Singularitit bzgl. x in € hat, folgt sofort die
Differenzierbarkeit von u(x) und insbesondere die Harmonizitét von w in 2.
Es bleibt also fiir jeden Randpunkt zy € 0Br die Konvergenz

u(x) — a(xg) fir z € Br, * — x9

zu zeigen. Da K > 0 und nach (4.37) mit u = 1

K(z,y)do, =1 (4.38)
9Bg

gilt, schitzen wir fiir ein geeignetes 6 > 0 wie folgt ab:

|u(z) = a(wo)| K(z,y) (a(y) — a(xo)) doy

} OBRr

- ( yedBR + yEOBR )K(%yﬂa(y)—a(zoﬂdoy.
ly—zo|<d ly—zo|>6

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihlt man auf Grund der Stetigkeit von a ein § > 0
mit -
la(y) — a(xg)| < 3 fir alle y € 0Bg, |y — 0| < 9.

Damit wird das erste Integral auf der rechten Seite wegen K > 0 und (4.38)
durch § abgeschitzt. Fiir das zweite Integral iiber 0Bg\ Bs(2o) benutze man
fiir |z — zo| < 2 die Abschétzung

/ L 4 </ R P (i
veosy Jo—y[n Y = [ veone (572 Y = @72

ly—z0|>0 ly—z0|>0
woraus man
R2 _ |l’|2 wan—l

K(2,9) lay) — alwo)] do, < 2lall = 5 T

y€EOBR
ly—zo|>d
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ableitet. An dieser Stelle wéhlt man |z — zo| (< £) und damit R* — |z|?
zusitzlich so klein, dass die rechte Seite kleiner als § wird. Zusammenfassend
erhdlt man ein ¢’ = §'(¢) > 0, so dass |u(z) — a(zg)| < ¢ fiir alle x € Br mit
|z — xo| < ¢ folgt. u

Korollar 4.32 Fiir die zweidimensionale Kreisscheibe By und fiir jede stetige
2m-periodische Funktion a : R — R ist (mit x = (rcos, rsinf))

wn) = [ Lo (o) di

T or r2—2rcos(9—g0)+1a

die eindeutige Losung des Dirichlet-Problems (4.34) mit Randwerten a(yp) in x =
(cos,sinp), 0 < ¢ < 27.

Abbildung 4.6: Losung des Dirichlet-Problems in B; mit den Randdaten a(yp) =
max(0, 5§ — |7 — 2¢p|)

Mit der Methode von O. Perron (1923) 148t sich das Dirichlet-Problem
—Au=0 inQ, u=a auf df (4.39)

fiir beliebige beschriinkte Gebiete Q C R" und fiir Randdaten a € C°(0Q) (ein-
deutig) losen, falls 02 geeignete Bedingungen erfiillt.

Satz 4.33 Sei Q) CR", n > 2, ein beschrinktes Gebiet und a € C°(99).

(1) Das Dirichlet-Problem (4.39) besitzt genau eine Lisung u € C*(Q) N C°(Q),
falls 0) die folgende Regularititsbedingung erfillt:

Fall n > 3 In jedem Punkt x € 02 geniigt Q2 der &ueren Kugelbedingung,
d.h., es gibt eine Kugel B,(y) C R"\Q mit x € 0B, (y).

Diese Bedingung ist erfillt, falls sich OS2 lokal — nach einer geeigneten ortho-
gonalen Koordinatentransformation — als Graph einer C*-Funktion schreiben

lift.

Fall n = 2 Zu jedem Punkt x € 09 gibt es eine doppelpunktfreie (stetige)
Kurve v C R*\Q mit Anfangspunkt x. Mit anderen Worten: keine Zusam-
menhangskomponente von R™\$ besteht aus einem isolierten Punkt.
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Abbildung 4.7: Zur duleren Kugelbedingung

NORD

Abbildung 4.8: Zur Regularitat im Fall n = 2

(2) Der Rand ,0Q sei von der Klasse C**, d.h., 02 lifst sich lokal — nach einer
geeigneten orthogonalen Koordinatentransformation — als Graph einer C3-
Funktion schreiben. Ferner gelte a € C3(0S2). Dann gilt u € C?(Q), und es
gibt eine Konstante C'= C(£2) > 0, so dass

[ullcz@ < Cllallc2a0)
erfiullt ist.

Beweis Zum Beweis, der iiber die in §§4.1 — 4.2 bewiesenen Eigenschaften fiir
(sub-)harmonische Funktionen weit hinausgeht, sei auf die Monographien

D. Gilberg, N.S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer Verlag 1977, 1983

J. Jost: Partielle Differentialgleichungen, Springer Verlag 1998
verwiesen. ]

Bemerkung 4.34 (1) Dieim Fall n = 2 geforderte Randregularitét ist minimal,
der Beweis benutzt funktionentheoretische Methoden, die nur fiir n = 2 zur
Verfiigung stehen.

(2) Das Dirichlet-Problem (4.39) besitzt fiir die punktierte Kreisscheibe 2 =
By \{0} mit den Randdaten v = 0 auf 0B; und v =1 in = 0 keine Losung
u € C*(Q)NC°%Q); zum Beweis wende man das schwache Maximumprinzip
auf u(x) +eloglz|, e >0, in B1\B,, 0 <r < 1, an.

(3) Die Regularitéitsaussage von Satz 4.33 (2) gilt bereits, falls ,0Q von der
Klasse C**“, 0 < a < 1, ist und a € C?%(99) gilt. In diesem Fall geniigt u
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der a priori-Abschiatzung
[ullc2o@) < Cllallcze o) -

(4) Satz 4.33 1aBt sich mit Hilfe von §4.1 auf die Losung des Poisson-Problems

—Au = fin Q, v = a auf 99 fiir Daten f € C*({2), 0 < a < 1, und
a € C°(00) bzw. a € C**(0N) verallgemeinern.

Mit Satz 4.33 beweist man die Existenz der Greenschen Funktion G(x,y) zum
Dirichlet-Problem in beschrankten Gebieten 2 C R"™ und analysiert anschlieSend
ihre Eigenschaften, ohne G' genau zu kennen.

Satz 4.35 Sei ) C R"™ ein beschrinktes Gebiet, welches die Regularititsanforde-
rungen an OS2 nach Satz 4.33 (1) erfiillt.

(1) Es gibt genau eine Greensche Funktion G(-,-) zum Dirichlet-Problem von
—A auf Q. Fir alle z,y € Q mit x # y gilt

0<G(r,y) <E(r,y) , n=3

(4.40)
0 < G(z,y) ,  n=2
(2) Sei O von der Klasse C? (oder C**, 0 < a < 1). Dann ist G symmetrisch,
d.h.
G(z,y) =G(y,z) firalle z,y€Q, x#y. (4.41)

Ferner gilt fiir alle z,y € €
G(y) € C*(Q\{y}), Gla,-) € C*(Q\{z})

sowie 5
N G(x,y) <0 firzed, ye. (4.42)

Beweis

(1) Nach Satz 4.33 (1) gibt es fiir jedes feste z € Q) eine eindeutig bestimmte
Funktion g(x,-) mit den Eigenschaften

—Ayg(z,y) =0 in Q, g(z,y) = E(xr —y) auf 0.

Dann ist G(z,y) = E(xr —y) — g(x,y) die eindeutig bestimmte Greensche
Funktion.
Im Fall n > 3 ist infyepn E(z —y) > 0, so dass nach dem schwachen
Minimumprinzip g(z,y) > 0 fiir alle y € Q folgt. Also ist G(x,y) < E(x—1y).
Nun sei n > 2 und z € Q fest gewihlt. Da g(z,-) € C°(Q) und
E(x —y) — 4oo fiir y — x, gilt fiir alle r > 0 geniigend klein:

G(z,y) =E(xr —y)—g(x,y) >0 firye dB.(z) C Q.
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Da aulerdem G(z, -) harmonisch in Q\ B,.(x) und G(z, -) = 0 auf 02 ist, folgt
mit dem schwachen Minimumprinzip

G(z,-) >0 in Q\B,(z).

Im Grenzfall r — 04 erhélt man die Behauptung G(x,y) > 0 fiir alle y € Q,
y# .

Nach der Regularititsaussage Satz 4.33 (2) gilt g(z,-) € C?*(Q), also auch
G(z,-) € C*Q\{z}) fiir alle z € Q. Zum Beweis der Symmetrie schneide
man disjunkte Kugeln B, = B.(z) und B. = B.(y) aus {2 aus und benutze
die Greensche Formel auf ' = Q\B.\B.. Fiir € > 0 geniigend klein gilt

0= /Q (G(z,2) - AG(y, z) — AG(z, 2) - G(y, 2)) dz

_ (/69+/8BE+/83,)(G(x,z>~%Gw,z)—%G(x,zwc:(y,z))doz.

(4.43)
) ()

Abbildung 4.9: Zur Anwendung der Greenschen Formel

Auf Grund der Randbedingung an G auf 02 verschwindet das Integral iiber
0Q. Auf 0B.(z) gilt G(z,z) = O(e*™), n > 3, bzw. G(z,z) = O(|logel),
n > 2, wihrend 8%,2 G(y, z) fiir ¢ — 0+ beschriankt bleibt. Daraus folgt

0
G(x,z) - ———G(y,z)do, — 0 fiire -0+ .
/aBsm (@.2) 5 G0

Ebenso konvergiert faBg(y) a;zavz G(z,2) - G(y, z) do, fir e — 0+ gegen 0. Ent-
scheidend ist das Verhalten
0 0 gl-n

N G(z,2) = N E(x—2)+0(1) = o

+0(1)

fir z € 0B.(x), ¢ — 0+, welches wegen der Stetigkeit von G(y,z) in z =«
die Konvergenz

0
— G(x,2) - G(y, z)do, — Gy, x
|, 5 ) G2 do- = Gl
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fiir ¢ — 0+ liefert. Analog beweist man, dass das verbleibende Randintegral
tiber 0B, (y) fiir ¢ — 0+ gegen G(z,y) konvergiert. Zusammenfassend erhélt
man aus (4.43) fiir ¢ — 0+ die Aussage

0= —G(y,l’) + G(:L’,y) ’

also die Symmetrie.

Da G(z,y) fir festes x € Q zweimal stetig partiell differenzierbar bzgl.
y € Q\{z} ist, liefert die Symmetrie, dass G auch bzgl. z von der Klasse C*
ist. Insbesondere gilt fiir festes y € 2

G(z,y) =0 fir xz € 09, G(z,y) >0 firze Q\{y}.

Dann beweist Lemma 4.19 angewandt auf G(-,y) in Q\B.(y) die Aussage
0G(z,y)/ON, < 0 fur z € 0. n

Korollar 4.36 Sei Q) C R” ein beschrinktes Gebiet mit Rand von der Klasse C?

(oder C?*, 0 < a < 1), sei f € COQ), a € C°(IN) und sei u € C*(Q) N C°(Q)
die Losung des Dirichlet-Problems

—Au=f inQ, u=a auf0f).

Dann gilt fir x € Q
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5 Die Warmeleitungsgleichung im R"

5.1 Die Fourier-Transformation und Faltungsintegrale auf LP(R")

Definition 5.1 Sei 1 < p < oo und €2 C R” ein Gebiet. Dann ist
Lr(Q) = {u :Q — R (oder C) : w ist ,,messbar®,

1/p
lully := ( fo lute)lr dz) ™ < oo}
Fiir p = oo definiert man

L>*(Q) = {u:9Q — R (oder C) : u ist wesentlich beschrénkt,

||t]| o = ess suplu(x)| < co};
zeN

dabei heifit u wesentlich beschrénkt, falls es eine Nullmenge N C €2 gibt, so dass
lu| auf Q\ N gleichméBig beschriankt ist. Bei der Bestimmung des wesentlichen
Supremums esssup von |u| werden Nullmengen N C 2 bei der Berechnung des
Supremums von |u| nicht beriicksichtigt. Man beachte, dass die Norm || - ||, auch
in der Form

|t|low = Inf{K >0:|u(x)] < K ,fast iiberall“}
geschrieben werden darf.

Satz 5.2 Fir jedes p € [1,00] und fir jedes Gebiet Q@ C R™ ist LP(Q) ein
vollstindiger, normierter Vektorraum. Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung

lu +vllp < flull, + [v]l,

fiir alle u,v € LP(Q).

Satz 5.3 Sei 1 < p < oo, und sei p' := p%l (p' =1, falls p = oo, bzw. p = o0,
falls p = 1) der zu p konjugierte Exponent. Dann gilt fir u € LP(Q), v € L (Q)
stets uv € LY () und

lu- vl < flullpllvlly-| - (Holder-Ungleichung)

Satz 5.4 Seip € [1,00] und u € L*(R™),v € LP(R™). Dann konvergiert das sog.
Faltungsintegral

uxv(z) = / “ulr — y)(y)dy

fiir fast alle z € R™ und definiert eine Funktion uxv € LP(R"™) mit der Eigenschaft

[ux vllp < lullif[ollp-
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Korollar 5.5 Das Faltungsprodukt x aus Satz 5.4 hat die folgenden Eigenschaf-

ten:

(1) usv=wvx*xu fi. (Kommutativitét)
fiir alle w € L'(R"),v € LP(R"),1 < p < oo.

(2) (uxv)*xw=ux(v*w) (Assoziativitat)
falls zwei der Funktionen wu,v,w in L'(R™) liegen und eine in LP(R"),1 <
p < 00, liegt.

(3) (u+v)*w=u*xw+vxw (Distributivgesetz)

fir u,v € L*(R"),w € LP(R") oder u,v € LP(R"),w € L'(R").

Definition 5.6 Fiir eine Funktion f € L'(R") wird die Fourier-Transformierte
f=F(f) punktweise fir & € R™ definiert durch

for= [ e

Fiir eine Funktion h = h(€) € LY(R™) wird die Fourier-Riicktransformierte F~'h
punktweise fiir x € R" definiert durch

h(z) = F'h(z) =

oHiTe '
oy [ e

Satz 5.7 (1) Fir f € L'(R") gilt f € CO(R™) und f(€) — 0 fiir |¢] — cc.

(2) Gilt neben f € L*(R™) sogar |z|f(z) € LY (R™), so ist f stetig partiell bzgl. £
differenzierbar, und es gilt

o= —i@mnE. 1<i<n

(3) Gilt f € L*(R™) N CH(R™) sowie Vf € LY(R™)", so ist

0;f(&) =i f(§),] 1<j<n.

(4) Analoge Aussagen gelten auch fir die Fourier-Riicktransformation.

Beispiel 5.8 Im R' besitzt die L'-Funktion h(r) = e=*/2 die Fourier-
Transformierte h(&) = v/2me~¢"/2. Insbesondere ist F~' o Fh = h.

Satz 5.9 Fiir beliebige Funktionen f,g € L'(R"™) gilt

—_—

frg=7f-g.
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Satz 5.10 (Umkehrsatz) Ist f € LY(R") und auch f € LY(R™), so gilt

Flf=FoFf=f| fi.

Satz 5.11 Fiir f € C°(R") gilt f € L*(R") sowie

1£12 = 11/

dabei wird die Integration von f tiber £ € R™ bzgl. ¢ = ﬁ d¢ genommen, d.h.

1 22 e 9
Gy | M@= | If(@)Pa

Bemerkung 5.12 Zu jeder Funktion f € L?(R") gibt es eine Folge (fix) C
Cs°(R™) mit f, — f in L*(R") fiir k — oo, d.h.

| f = full, — 0 fiir & — oo.
Also gilt nach Satz 5.11

I fx — Fill, = |l fe = fill, — O fiir k,j — oo.

Die Folge ( fk) C L?(R") ist also eine Cauchy-Folge, und es gibt nach Satz 5.2 ein
g € L*(R") mit R
fr — g in L*(R™) fiir k — oo.

Deshalb definieren wir die Fourier-Transformierte f von f € L?*(R") durch g =
limg_.o fr € L? (Rn)

Satz 5.13 Die in Bemerkung 5.12 durchgefiihrte Konstruktion gestattet eine Er-
weiterung der Fourier-Transformation von L*(R™) auf L*(R"). Die wieder mit F
bezeichnete Abbildung

F=L*R") — L*R"), f+ f,
hat die Figenschaften:

(1) F ist linear, stetig und bijektiv, F~' o F = id auf L*(R"™).
(2) Fiir f,g € L*(R™) gilt

Ifll, = IIflly| (Satz von Plancherel)

sowie die Formel von Parseval

p—

| J@g@dr = | 1) g()ae

mit ¢ = hede.
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(3) Fiir f € L*(R™) lassen sich f aus f und f aus f als L*-Grenzwerte wie folgt
berechnen.:

(x)e”™¢de —  f(&)  fiirR — oo,

Br

B feet™tae — f(x) firR— oo

mit d&€ = de.
Korollar 5.14 (1) Sei u € L*(R") N C'(R") und Vu € L*(R"). Dann gilt

Vu(€) = i€a(€)
sowie £a(€) € L*(R™) und [|€a(€)]) = || Vuls.

(2) Umgekehrt sei v € L*(R™) und £u(€) € L*(R™). Dann besitzt u partielle
Ableitungen 1. Ordnung d;u € L*(R™) im folgenden Sinne (sog. schwache
Ableitungen ):

/ udjpdr = — Oju-pdx
n Rn
fir alle reellwertigen Funktionen ¢ € C§°(R™).

Beweis (2) Zu ;a(€) € L*(R™) gibt es nach Satz 5.13(1) ein v; € L*(R™) mit
0; = i&;u. Dann gilt fiir alle reellwertigen Funktionen ¢ € C§°(R™) nach Satz

5.13 (2)
/u@gpdszz/u@dzzz/ﬁ@*@df
= [aggae=- [igipac - [o,5te= [vpan.
Eine Funktion v; mit dieser Eigenschaft ist eindeutig bestimmt. |

5.2 Der Wirmeleitungskern
Zur Losung der Wirmeleitungsgleichung

u—kAu = 0 in (0,00) x R"

u(0) = wuo firt=0 (5-1)

wird eine (formale) Fourier-Transformation bzgl. € R™ durchgefiihrt. Aus (5.1)
erhélt man die gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung

U+ klEPa =0, a(0) =g
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Abbildung 5.1: Der Wirmeleitungskern E(¢,z) im R*

bzgl. t mit Parameter £ € R™ und Anfangswert ug(£). Die eindeutig bestimmte
Losung lautet

i(t, &) = e M ta(¢),
also nach Satz 5.9

u(t,z) = F 1 (e Mty (€)) (z) = F (e M) wug(z) . (5.2)

Zur Berechnung von F~'(e € benutzen wir Beispiel 5.8 wie folgt: fiir jedes
x = (x1,...,2,) € R" gilt punktweise

f_l(e_k|§|2t)(x) = ﬁ / o </ i1 p—kERt d§1>  pibnmn ,—kERt d,,
R R

= FN ) @) - ) )

n

mit der Fourier-Riicktransformation ]-"j_l, 1 < j < n, iiber R!. Nach Beispiel 5.8
und einer Anwendung der Substitutionsregel ist z.B. fiir j = 1

f;l(e—’fﬁt)(xl) = F! <€—(@51>2/2)(x1) e—(xlN%)?/z’

1
 V2r 2kt

woraus schlieilich ) ,
B

FHEM ) @) = e @

folgt. Wir definieren jetzt den Warmeleitungskern

1 _lel?
E(t, LC) = W e 4kt | (53)
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Damit erhélt man die formale Losung

ult,x) = B(t, ) * uolx) = W / )y (5.4)

von (5.1).

Satz 5.15 Der Wirmeleitungskern E(t,x) im R™ besitzt die folgenden Eigen-
schaften:

(1) E(t,z) ist unendlich oft stetig partiell differenzierbar in den Variablen
t > 0 und zq1,...,x, € R. Dariiber hinaus ist E sogar reell analytisch
int,x1,..., Ty, d.h., E laft sich als (n+1)—fache konvergente Potenzreihe
bzgl. t,x1, ..., x, mit beliebigem Entwicklungspunkt ty > 0, o1, ..., %o, € R
schreiben.

(2) E(t,z) >0 fir allet >0, z € R™.
(3) Fiirt — 0+ gilt

(4) / E(t,z)dx =1 fir allet > 0.

(5) Beziiglich der Faltung in der Ortsvariablen x gilt

E(t,-)* E(s,-) =E(t+s,-)| firallet,s>0.

(6) Fir jedest >0 und x € R" gilt

Beweis Die Eigenschaften (1) — (4) und (6) (bis auf die reelle Analytizitit) sind
trivial und ergeben sich aus der Definition. Die Normierungsbedingung (4) folgt
auch aus der Gleichung

/ E(t,x)dx = F(E(t,))(E=0) = e—klﬁlzq =1.

£=0

Die Faltungsidentitat in (5) 148t sich explizit nachrechnen, folgt aber auch aus
der Funktionalgleichung

MR —RIgs _ —KIEP(t+s)

und der Formel F~}(49) = u x v, s. Satz 5.9. n
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5.3 Existenz von Losungen der Wirmeleitungsgleichung

Satz 5.16 Seiug € BC'(R™) = CO(R™)NL>®(R™), also ein stetiger beschrinkter
Anfangswert. Dann ist

u(t,x) = E(t,-) *ug, kurz u(t) = E(t)uo,

eine unendlich oft stetig partiell differenzierbare und sogar reell-analytische Funk-
tion auf (0,00) x R™, die das Anfangswertproblem (5.1) lost. Dabei gilt u(0) = uq
im Sinne

u(t,x) — uo(xo) fir (t,z) — (0,z9), t>0. (5.5)

Beweis Wir beweisen, dass u(t) = E(t)ug nach x; partiell differenzierbar mit
Ableitung

O ) = (a% E(t, -)) ¥ () (5.6)

ist; analoge Ergebnisse gelten fiir 0, ..., d,, fir /0t und fiir partielle Ableitun-
gen hoherer Ordnung. Insbesondere folgt

(0 — Ayu(t,z) = (0 — AE(t,-)) *up =0

mit Hilfe von Satz 5.15(6). Zum Beweis von (5.6) betrachten wir der Einfachheit
halber nur den eindimensionalen Fall, also z = 1, und £ = 1. Es sei

1 2
. —x? /4t
f(.flf) - (47Tt)1/2€ )

so dass nach zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes fiir h # 0

1 ! / / 1 /
- (f(x+h) = f@) = (&) = [+ 6h) = ['(x) = O ["(x + O'h)
mit 0 < 6, 0’ < 1 gilt. Wegen f"(x) = W(—% + %)e‘ﬁm und der elemen-

taren Ungleichung

v o 2 s 2/8t 2/8t
A ) e L R e ,
4t 8t

die aus ye¥ < C fiir y > 0 folgt, gentigt f” fiir |h| < 1 der Abschétzung

‘f”(l’ + 9/h>| < t:;% e—(m+€’h)2/8t < ts% e—m2/8t e\h| |x|/4¢

C

t?’? e—x2/8t e:c2/16t 64h2/t < O(t)e—:c2/16t;

<
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dabei wurde in der vorletzten Ungleichung % < f—;t + Z—i ausgenutzt. Man

beachte ferner, dass die Konstante C(t) von #’, h und = unabhéngig ist. Nun folgt
fiir festes t > 0
0

[ (ult, 2+ ) =t 2)) — (- B, ) #uo(a)]
:‘A(%(f(x+h—y)—f($—y>)—f/@—y))“(](y)dy‘
gC(t)/RIhle_(x_y)2/16t|uo(y)\dy

< (IO luol o / o~ (Ev2/16t gy
R
—0 fiirh—0.

Also ist u(t, z) bzgl. = differenzierbar, die Ableitung lautet 2 E(t, ) * ug(z). Aus
der reellen Analytizitiat von E, s. Satz 5.15 (1), folgt — ohne Beweis (!) — die reelle
Analytizitdt von u(t, ).

Zum Beweis von (5.5) sei g € R™ und € > 0 gewéhlt. Da ug in xq stetig ist,
gibt es ein ¢ > 0 mit

£
uo(y) — uo(wo)| < 5 falls |y — xo| < 20.

Fir x € Bs(xg) erhdlt man die Abschitzung
ulta) = woleo)l = | [ Bt~ ) (uolv) ~ uo(o0) dy
< [ Bty luoly) - uolan)ldy
ly—z|<d
o[ Bt = o) - uleo)] dy.
ly—z|>d

da nach Satz 5.15 E(t,-) > 0 und [p, E(t,z)dz = 1 fiir ale t > 0 gilt. Aus
x € Bs(xg) und y € Bs(x) folgt |y — xo| < 29, so dass das erste Integral auf der

rechten Seite durch
€ €
Et,z —y)=dy < =
/:y—x<6 2 2

beschrankt ist. Das zweite Integral wird durch

2 0
[ Bt =2y =20l [t
ly—z|>8 T |Z|Z\/ZW

abgeschitzt; es ist also kleiner als §, falls 0 < t < &' = §'(0, ) ist. Insgesamt
folgt

e €
t,z) — <Z4i=
lu(t, ) — ug(zo)| 5 + 5 €

fiir |xt —xo| <d=6(e) und 0 < t < ¢'. u
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Korollar 5.17 (1) In Satz 5.16 ist die Konvergenz u(t,z) — wug(zo) sogar
gleichmdfig beziiglich xo € R™, falls w € BUC(R™) gilt, d.h., falls u €
BC(R™) sogar gleichmdfig stetig ist.

(2) Satz 5.16 gilt sogar, wenn ug € C°(R™) der Wachstumsabschiitzung
lug(z)| < ceM®l 2 >0, M R,
gentigt.
Beweis

(1) folgt aus einer Inspektion des 2. Beweisteils von Satz 5.16.

(2) Wegen
luo(y)| < ceWl < ceMlel Mlv=2l < (1) eslv=2I?

fiir beliebig kleines ¢ > 0 bleibt der Beweis von Satz 5.16 auch bei der
Wachstumsabschitzung aus (2) giiltig. [

Bemerkung 5.18 Die Losung u(t) = E(t)uy hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Wegen E(t,-) > 0 und [, E(t,z)dr = 1 gilt das sog. schwache Mazimum-
und Minimumprinzip

inf ug < wu(t,z) <supug auf [0,00) x R".

Wihrend fiir einen konstanten Anfangswert ug die Losung u = ug lautet, gilt
fiir jeden nichtkonstanten Anfangswert ug nach Satz 5.15 (2), (4) sogar

inf ug < u(t,x) <supug auf (0,00) x R™.
Falls umgekehrt u(t,z) = inf ug oder u(t,x) = supug in einem Punkt (¢, z)
mit ¢ > 0 gilt, ist u = ug konstant (starkes Mazimum- und Minimumprinzip).

(2) Fiir alle ¢ > 0 ist u(t,x) eine unendlich oft stetig partiell differenzierbare
Funktion bzgl. z, auch wenn ug nur stetig ist oder sogar nur in L>°(R") liegt.
Im Fall uy € L>®(R") gilt

u(t,x) — ug(xg) furt — 0+, z — xg

nur, falls die Punktauswertung wug(zo) sinnvoll ist und ug in einer Umgebung
von xq f.i. mit einer stetigen Funktion iibereinstimmt. Andernfalls wird der
Anfangswert u(0) = wg in der sog. schwachen Form angenommen: fiir jede
Testfunktion ¢ € C§°(R™) gilt

[ w2y pteyde = [un@) ot 0yde ~ [ @) o) do
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fiir t — 0+, wobei p(t,x) = E(t,-) * ¢(x) die Losung der Warmeleitungs-
gleichung (5.1) mit Anfangswert ¢ bezeichnet. Zum Beweis benutzt man die
aus dem Satz von Fubini folgende Identitét

/n(Et * ) () p(x) de = /uo(x) (Ey % ) () de .

(3) Der Losungsoperator uy — E(t)uy hat also eine stark regularisierende Wir-
kung; nicht differenzierbare Stellen von ug und sogar Unstetigkeiten von wy
werden fiir jedes noch so kleine t > 0 weggegléttet!

(4) Wegen E(t,x) > 0 fir alle t > 0 und fir alle z € R™ beeinflussen die
Funktionswerte von ug in B.(xy) die Losung u(t, x) fiir jedes ¢ > 0 und in
jedem x € R™. Im Gegensatz zu den bei der Wellengleichung besprochenen
Phénomenen besitzen Losungen der Warmeleitungsgleichung eine unendlich
groffe Ausbreitungsgeschwindigkeit. Insofern ist die Warmeleitungsgleichung
kein realistisches Modell der Warmeausbreitung.

(5) Der Losungsoperator
E(t) : BC°(R™) — BC*(R™), wg+— E(t)ug,

ist fiir jedes ¢ > 0 ein linearer, stetiger Operator, wenn BC°(R") mit der
Supremumsnorm ||-||o, versehen wird: fiir alle ug, vg € BC°(R") gilt

1E()uo = E(t)vollee = [[E(t)(u0 = vo)lo < [l = volloc -

Ferner besitzt E(-) wegen E(t,-)* E(s,-) = E(t+ s, -) die Halbgruppeneigen-
schaft

E(t)E(s) = E(t+s) furallet,s >0,
E(0) = id.
Auf dem mit der Supremumsnorm || - || versehenen Raum BUC(R") ist
E(-) nach Korollar 5.17 (1) sogar im folgenden Sinne stark stetig:
E(t)uo — E(to)UO fiir t — to, to >0,
Et)uy — up firt - 0+ .
Unter Vorwegnahme der Eindeutigkeit der Losung, s. Satz 5.23, stellt die

Wirmeleitungsgleichung also ein wohlgestelltes Problem im Raum BUC(R")
dar.

Das Anfangswertproblem (5.1) kann mit Hilfe der Formel u(t,z) = E(t,-) *
uo(x) = E(t)up und von Satz 5.4 auch fiir Anfangswerte ug € LP(R™) betrachtet
werden.
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Satz 5.19 Sei ein Anfangswert ug € LP(R"),1 < p < oo, gegeben. Dann ist
u(t) = E(t)ug eine unendlich oft bzgl. t > 0 und x € R™ differenzierbare Funktion,
die das Anfangswertproblem (7.1) im Sinne

u(t,") —uo in LP(R™) fir t — 0+ (5.7)
lost. Ferner gilt
u(t,-) € LP(R™),  u(t,)llp < [luoll, fiir allet > 0. (5.8)

Beweis Aus 0 < E(t,-) € L'(R") und [, E(t, x)dz = 1 folgen mit Satz 5.4 die
Aussage u(t,-) € LP(R") und die Abschéitzung

[ult, o = 1B, )+ uolly, < [1EE )1 uollp = lluoll, -

Zum Beweis der Differenzierbarkeit betrachten wir exemplarisch die Ableitung
01 = 0/0xy und nutzen aus, dass ug beliebig gut in der LP-Norm durch C§°(R™)-
Funktionen approximiert werden kann: zu k € N gibt es ¢ € C§°(R") mit

1
o — elly < 7 (59)

Nach Satz 5.16 ist die Losung E(t)¢y unendlich oft differenzierbar in ¢ > 0 und
x € R”, und es gilt z.B.

(B0 @) = [ o0 Bt~ v) nly) dy.

Dabei ist ( \ okt )
—\21 U _lz—yl®
0, E(t,r —y) = ¢
1 ( z y) (47kat)n/2 e
und geniigt der Abschéitzung
g 1 _\w*y\Q

e B (t,x — < B —— t,
‘a 1 ( x y)‘ \/% (47T]{7t)"/2 € s

da m—\;iyl' e~ lT=ul*/8kt oleichméBig beschrinkt ist. Insbesondere gilt mit p’ = 1%
100, E(t, )l < C(2)

mit einer Funktion C' : R, — Ry (man kann C(t) = ot T wéhlen). Analog
erhédlt man
1l + 10 )y + [V2E(E )y < C).

Mit der Holder-Ungleichung (Satz 5.3) folgt

|E(t) uo(z) — E(t) pr(z)] < / CB(t e —y) luoly) — er(y)l dy
< [[E® )y luo — erlly
< C(t) %
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also die gleichmdifige Konvergenz der Funktionenfolge ( ) gegen E(t)uy;
insbesondere ist E(t)uo fiir jedes ¢ > 0 stetig. Da 0, (E(t)u ) = (6, E(t, )) * U
gelten soll, leiten wir zuerst die Abschéatzung

|@E@J*m—&quw@@ﬂ§qﬂ%

analog her. Die Funktionenfolge der Ableitungen (0, E(t, ) * o) L =01 (E(t)er) L
konvergiert also gleichméfig gegen die Funktion 0y E(t, ) * ug. Daraus folgt mit
Standardargumenten der Analysis, dass E(t)uy partiell nach z; differenzierbar
ist, und dass
81 (E(t, ) * U()) = 81E(t, ) * U

gilt. Analoge Aussagen gelten fiir 0y,...,0, und fiir die Zeitableitung d;. Da
diese ersten Ableitungen stetig sind, ist u(t, z) sogar stetig partiell differenzierbar.
Hohere Ableitungen werden analog behandelt.

Zum Beweis der Aussage (5.7) benutzen wir wieder (5.9) und folgern mit (5.8)
und der Dreiecksungleichung fiir die LP-Norm, s. Satz 5.2,

|E(t)uo —uoll, < || E(t)(uo — or)llp + I1E#)er — orllp + [lox — uollp
2lluo — @rllp + [1E®)er — @kl

2
T | E()er — @rllp -

IN

IA

Wihlt man zu e > 0 ein k € N mit & > 2, bleibt fiir ¢ = ¢, € C5°(R")
HE@¢—¢M<% fiir 0 < ¢ < & (5.10)

fiir ein geeignetes ¢’ > 0 zu zeigen. Dazu benutzen wir wieder Satz 5.15(2), (4)
und schétzen mit der Hélder-Ungleichung wie folgt ab:

1EGe -l < [ ([ Bw)lete -y - e@ldy)'do
~ [ ([ B Ben ot =y - )] dy) s

(.
v ~\~
p

< [(([= tydy) " B et - ) - ey i

J/

v

= [ Bt / ol —9) — plw)lPdr ) dy.

Das letzte Integral iiber y € R™ wird aufgespalten in die Anteile iiber y € By
und iiber y ¢ Bs mit einem geeigneten § > 0. Da ¢ € C§°(R"™) einen kompakten
Tréager hat und folglich gleichméafig stetig ist, findet man zu € > 0 ein ¢ > 0 mit

/ lo(z —y) — @(x)|P dz < (Z)p fiir alle y € By .
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Fiir den Anteil y € Bs gilt

/|>5E(t’y> lo(- =) = llpdy < (2||<P||p)”/ E(t,y) dy

ly|>6
Cllellp)? P
= ez < (2)7
21> 147

falls 0 < ¢t < ¢’ mit einem geeigneten & > 0 erfiillt ist. Insgesamt erhalten wir

[E#)e — ol < / / E(t,y) /\ap r—y)— go(x)\%lx) dy

YyEB;s y¥ZBs

< / E(t,y)dy +

) /., (2

EN\P

< hd

< 2(3)

und folglich (5.10). Damit ist (5.7) bewiesen. u

Als Beispiel einer inhomogenen Wirmeleitungsgleichung betrachten wir das
Anfangswertproblem

—kAu = f(t,x) in (0,00) x R"

5.11

u(0) = 0. (5.11)

Nach Duhamel’s Prlnmp, vgl §3.4 zur Wellengleichung, kann man die Losung in

der Form w(t fo -)ds gewinnen, wobei U(t,s,-) die Warmeleitungs-
gleichung

U — kAU =0, U(s,s,-) = f(s,")
lost. Nach Satz 5.16 oder Satz 5.19 ist

U(t,8,~) :E(t_s>f(57'> :/nE(t_Sv x_y>f(svy>dy

eine Losung, woraus

u(t,z) = /0 Bt —s.) % f(s,)(x) ds (5.12)

folgt. Eine formale Rechnung zeigt, dass w (5.11) lost. Ein Problem entsteht
jedoch z.B. bei der Zeitableitung

[ oEG =50 rawas = [ (s,

welche ein singuléres Integral liefert. Unter geeigneten Voraussetzungen an f
erhélt man den folgenden Satz, den wir nicht beweisen wollen.
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Satz 5.20 Sei f € BC(R, x R") lokal Hélder-stetig bzgl. x, d.h., es gibt ein
d > 0 und zu jedem Kompaktum K C R"™ ein ¢ = ¢(K) mit

\f(t,z) — f(t,y)| < clz —y|° firallez,y € K undt>0.
Dann lost u aus (5.12) die inhomogene Wirmeleitungsgleichung
w—kAu=f in Ry xR" u(0)=0.

5.4 Das Maximumprinzip und die Eindeutigkeit von Losungen

Satz 5.21 (Schwaches Maximumprinzip) Sei Q C R" ein beschrinktes Ge-
biet, sei T > 0, Qr = (0,T) x Q und sei

ue C'Qr) mit u, € C%Q7), Viu e C%(Qr)

gegeben (V*u € C°(Qr) bedeutet 9;0;u € C°(Qr) fiir alle 1 <, j <n). Erfillt u
die Ungleichung
uy — kAu <0 in Qp,

qgilt

max u = maxu, (5.13)
ﬁT 8pQT

wobes

0Qr = {(t,x) €Qr:t=0 oder z€ N} = ({0} x Q) U([0,T] x 0Q)
den parabolischen Rand von € bezeichnet.
Beweis Im ersten Teil des Beweises gelte sogar

u — kAu <0 in Qf.

Dann nimmt u fiir jedes ¢ € (0,7) sein Maximum in Qr_. in einem Punkt
(t,z) € Qr_. an. Falls (¢, x) ein innerer Punkt von {)r_. wire, gilt in (f,x) € Qp_.

u(t,z) =0 und Au(t,z) <0

im Widerspruch zur Voraussetzung (u; — kAu)(t,z) < 0. Wére t =T — ¢, wiirde
u(t, ) > 0 und wie zuvor Au(t,z) < 0 gelten, woraus wieder ein Widerspruch zu
(ur — kAu)(t,x) < 0 folgen wiirde. Also liegt (¢, ) auf dem parabolischen Rand,
und es gilt

maxu = max u < maxu firallee € (0,7).
QT7€ 6pQT75 8pQT

Da u stetig auf Qp ist, folgt fiir ¢ — 0+ die Behauptung.
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Nun gelte u; — kAu < 0 in Q. Statt u betrachte man die Funktion
v=u—ct, >0,

fir die
v —kAv=1u —kAu—e <0 in Qp

gilt. Nach dem ersten Teil des Beweises folgt

max(u — et) = max(u — et) < maxu.

QT 8pQT 8,,QT
Im Grenzwert € — 04 erhélt man die Behauptung. [ |
t
T ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
T
|
' X
Ol 0 ¢

Abbildung 5.2: Der parabolische Rand 9,Qr fiir Q = (;,¢) C R?

Korollar 5.22 (A priori-Abschitzungen und Eindeutigkeit in be-
schriinkten Gebieten) Sei Q) C R™ ein beschrinktes Gebiet, und seiu € C°(Qr)
mit Oyu, Viu € C°(Qr) eine Lisung des Anfangsrandwertproblems

u—kAu = f in Qp
uw(0) = wy  firt=0
u =g auf (0,7") x 09

mit stetigen Funktionen f € C°(Qr), ug € C°(Q) und g € C°([0,T] x Q). Dann
qilt die a priori-Abschdtzung

[ulloe < lluolloo + [1glloc + T floo - (5.14)

Insbesondere ist u eindeutig durch die Daten f,ug und g bestimmt.
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Beweis Die Funktion wy = f+u — t|| f||o geniigt den Voraussetzungen von Satz
5.21; insbesondere gilt

(wi)t — k:Awi = :tf — ||f||oo S 0 in QT .
Also liefert Satz 5.21 die Abschéitzung

(Fu = [ fllee) (&, 2) < lluolloo + llglloe

und damit (5.14). Auf Grund der Linearitit des Problems reicht es, zum Beweis
der Eindeutigkeit den Fall f = 0, uyp = 0, ¢ = 0 zu betrachten. In diesem Fall
liefert (5.14) jedoch sofort die Eindeutigkeit u = 0. n

Das schwache Maximumprinzip (Satz 5.21) fithrt in Korollar 5.22 zur Eindeutig-
keitsaussage fiir die Warmeleitungslgleichung in beschrinkten Gebieten. Zusam-
men mit einer weiteren Bedingung, einer Wachstumsabschéitzung fir |z| — oo,
werden wir daraus die Eindeutigkeit fiir {2 = R"™ ableiten.

Satz 5.23 (Schwaches Maximumprinzip und Eindeutigkeit fiir 2 = R")
Sei Q2 = R" und sei u € C°(Qp) mit uy, V*u € C°(Qr) und

up —kAu <0 in Qpr =(0,7) x R"
gegeben. Ferner gelte die bzgl. t € [0,T) gleichmdfige Abschitzung
u(t,z) < Me™™  fir alle x € R" (5.15)

mit Konstanten M,a € R. Dann gilt

max u = maxu(0, ). (5.16)
Or Q

Insbesondere ist eine Losung u der Wirmeleitungsgleichung im R™ innerhalb der
Funktionenklasse

ChraQr) ={u e C°(Qr) :  es gibt M;a € R: |u(t,z)| < M in R™Y
eindeutig.

Beweis Um in (5.15) mit exponentiell anwachsenden Termen (a > 0) arbeiten
zu konnen, wird die Funktion
~ 1 |z
E(t,x) = —5 XD ( + 7)
(dmk(2T — 1)) k(2T — 1)

fir v € R", 0 <t < 2T, benutzt. Da E(t,xy,...,x,) = EQT — t,ixy, ..., ix,)
gilt, erkennt man F sofort als Losung der Wéarmeleitungsgleichung in (0, 27"). Zur
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Anwendung von Satz 5.21 betrachten wir fiir jedes y € R™ die Kugel G = B,(y),
p > ly| > 0, sowie im Raum-Zeit-Zylinder Gy = (0,T) x G die Funktion

v (t, o) = u(t,z) — pE(t,x) mit g > 0.
Da (0, — kA)v, < 0 in Gr gilt, liefert Satz 5.21 die Aussage

max 'U“ = max ’Uu .
Gr 6PGT

Dabei gelten fiir v, auf 9,Gr die Ungleichungen
v,(0,2) <u(0,z) firzed

sowie fiir z € 0G, t € (0,7)

vt z) < Medlal® — a 73 eXD 21"
(47k(2T — 1)) k(2T — 1)
2
< Mealvl+e)? _ I (p—1yl) '
= e SekTy2 P 7 RkT
Ist jetzt
1
< -
¢S SkT

erfiillt und wéhlt man p = p(a,y, T, u, M) geniigend groB, folgen die Abschétzun-
gen maxu, < maxu(0,z) und mit Satz 5.21
pT G

< ).
né_z;xvu < mgxu(O, )

Im Limes y — 0+ ersieht man daraus die Behauptung (5.16). Falls die Annahme

a < %LT nicht erfiillt ist, folgt mit einer Zahl 7 € (OvsTla) in endlich vielen
Schritten aus

u(t,x) < mgxu(t —71,)<...< mgxu(O, )

die erste Behauptung (5.16).
Ist u € C},(Qr) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung, gilt (5.16) fiir fu.
Daraus folgt im Fall ug = 0 sofort u = 0. [ ]
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6 Trennung der Variablen — Beispiele

Beispiel 6.1 Gesucht wird die Losung der Gleichung

—Au=0 inQ=(0,1)x(0,1)

1
u=g auf 0. (6.1)

Aufgrund der Geometrie des Quadrats €) ist es naheliegend, Losungen in der
Form

u(z,y) = X(@)Y (y), (6.2)
d. h. mit ,getrennten Variablen“, zu suchen. Setzt man eine solche Funktion u in
(6.1) ein, erhélt man

—X"(@)Y(y) - X(2)Y"(y) = 0

und folglich
X// Y//
—Y(l‘) = 7(y)~

Da die linke Seite eine Funktion in z ist, die rechte Seite aber eine Funktion in y,
miissen beide Seiten gleich einer Konstanten sein. Es gibt also eine Zahl A € C
mit der Eigenschaft

—X"=AX i (0,1), =Y =AY in (0,1), (6.3)

so dass X und Y Eigenfunktionen des Differentialoperators —(%)2 zum Eigen-
wert A bzw. —A\ sind.

Konkret betrachten wir in (6.1) einen stetigen Randwert g auf 02 mit g =0
fiir x =0 und = = 1, aber

9(x,0) =0, g(z,1) = f(), (6.4)

so dass f die Kompatibilitdtsbedingung f(0) = f(1) erfiillt. Dann muss auch
X (0) = X (1) = 0 gelten. Daraus folgern wir, dass X das Figenwertproblem

—X"=AX in (0,1), X(0)=X(1)=0, (6.5)

16st. Die allgemeine Losung von (6.5) ist - ohne Beriicksichtigung der Randwerte
- Linearkombination der Funktionen e¥=** und e~V=**, oder in anderer Schreib-
weise, Linearkombination der Funktionen cosv/Az und sin v Az. Aufgrund der
Randbedingungen besitzt (6.5) nur fiir die Werte

2_2
Ap =n"m*, n €N,
eine nichttriviale Losung, ndmlich

X,(x) =sinnma.
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Wegen \, = n?7?, (6.3) und (6.4), muss Y dann die Gleichung
—Y" = —n?7%Y, Y(0)=0,
erfiillen. Folglich ist Y ein Vielfaches der Funktion
Y, (y) = sinh nmy.
Zusammenfassend schliefen wir, dass
un(z,y) = X, (2)Y,(y) = sinnrx sinhnry

eine spezielle Losung von —Au = 0 in  mit der Randbedingung u(x,0) =
u(0,y) = u(l,y) = 0 ist.

Um auch die Randbedingung u(z,1) = f(z) zu erfiillen, bilden wir formal
eine beliebige Linearkombination der Losungen w,,:

u(z,y) = Z cpsinnre sinhnry

n=1
mit zu bestimmenden Koeffizienten ¢, € C, n € N. Dann muss fiir y = 1

f(x) = i(cn sinhnr) sinnre, « € [0, 1],

n=1

gelten, also mit b, = ¢, sinh nm,

f(z) = i b,sinnmx in [0, 1].

n=1

Diese gesuchte Reihendarstellung von f auf [0,1] stimmt mit der Fourier-
Reihenentwicklung der ungeraden Funktion f auf [—1,1] als reine Sinus-Reihe
iberein, wenn man f durch Spiegelung ungerade von [0, 1] auf [—1, 1] durch

. f(x), z € 0,1]
flz) =
—f(—l’), VS [_170)
fortsetzt. Die Unbekannten b, sind die entsprechenden Fourier-Koeffizienten

1 1
b, = / f(x)sinnrx dr = 2/ f(z)sinnmx dx.
-1 0

Damit erhalten wir als formale Losung u der Laplace-Gleichung (6.1), (6.4)
die unendliche Reihe

o0
b, . ,
u(z,y) = E - sin nmx sinh nmy,
sinh nm
n=1

) (6.6)
b, = 2/ f(x)sinnrx dx.
0
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Da fiir f € C°[0,1] die Fourier-Koeffizienten (b,) eine Nullfolge bilden und

sinhnm ~ €™, sinh nry ~ Le™™ fiir n — oo gilt, ist die Reihe in (6.6) nicht nur

fiir alle (z,y) € Q konvergent, sondern sogar zweimal nach z,y partiell differen-
zierbar. Insbesondere gilt —Awu = 0 in 2. Aulerdem werden die Randwerte

u(0,9) =0, u(l,y) =0, u(z,0) =0

angenommen. SchliefSlich gilt

[e.e]

u(z, 1) = Z b, sinnmz,

so dass unter geeigneten Voraussetzungen an f, z. B. f € C'0,1] und f(0) =
f(1) = 0, auch u(z,1) = f(x) giiltig ist. Es bleibt jedoch die Frage offen, ob u
fiir y = 1 stetig ist, d. h., ob die Konvergenz

u(z,y) — flx) firy — 1— (6.7)
gilt.

Beispiel 6.2 Wir betrachten nun die Laplace-Gleichung auf der Kreisscheibe
Bl = Bl(o) - R2a
—Au=0 1in Bl,

6.8
u=g auf 0By, (6:8)

und versuchen mit Polarkoordinaten (r, ), r > 0, ¢ € [0, 27|, den Separations-
ansatz

u(@) = u(r, ) = R(r)o(e). (6.9)
Wegen
Au = %u + lﬁru + %Qiu
r r

erhalten wir R"¢ + %R’ o+ T%Rgb” = 0 und somit

Lo o / ¢”
E(T R'"+rR)(r) = —E(gp).
Folglich gibt es eine Konstante A € C mit
—¢" = X¢ in [0, 27]. (6.10)

Da ¢ 2m-periodisch in ¢ ist, hat dieses Eigenwertproblem genau die folgenden
Losungen:

)\0 =0 und (b(]((p) = 1,
=C

6.11
M= eN, und  ou() = cosng, én(p) = sinmg; OV
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jedes A\, = n?, n € N, ist also doppelter Eigenwert. Dann muss R(r) fiir A = )\, =
n? die sog. Eulersche Differentialgleichung

PR +rR —n’R=0, rel0,1], (6.12)

erfiillen. Als Randbedingung wird nur gefordert, dass R(r) fiir r — 0 stetig ist.
Im Fall n = 0 erhélt man die Lésung

R(r) =a+blogr,
wobei b = 0 gelten muss. Fiir n € N hat das charakteristische Polynom
p(A) = AN = 1)+ A —n?
zu (6.12) die Nullstellen A = +n, so dass die allgemeine Losung von (6.12)
R(r)y=ar"+br ™"

lautet. Wegen der Stetigkeit von R in r = 0 muss b = 0 gelten. Somit liefert der
Separationsansatz (6.9) die Losungen

Un (1, ) = apr" cosng + b,r"sinng, n € N.

Allgemein erhélt man die formale Losung

u(r, @) = % + Z(anr" cosny + b,r" sinny) (6.13)

n=1

von —Awu = 0 in By; man beachte, dass hier wie in der Theorie der Fourierreihen
der konstante Term in der Form < geschrieben wurde.
Zur Losung des Randwertproblems (6.8) muss zusétzlich (formal)

g(p) =u(l,p) = % + Z(an cos N + by, sinny) (6.14)

n=1

gelten. Die Unbekannten a,,b, sind also die Fourier-Koeffizienten der 27-
periodischen Funktion g(¢p), und es gilt

1

27 27
a, = —/ g(p) cosnpdp, b, = —/ g(¢) sinnp dep.
™ Jo ™ Jo

Da (ay) und (b,) Nullfolgen sind, konvergiert die Reihe (6.13) fiir alle ¢ € [0, 27]
und r € [0, 1) und stellt eine unendlich oft stetig partiell differenzierbare Funktion
bzgl. r, und auch bzgl. z,y dar. Fir r = 1 gilt (6.14) punktweise fiir alle
¢ € [0,27], wenn g z.B. stetig differenzierbar ist. Dagegen ist die Konvergenz

u(r, ) — u(l,p) firr— 1—,

also die punktweise Annahme der Randwerte, schwieriger zu analysieren.
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Beispiel 6.3 Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung auf dem In-
tervall (0,1):

Uy — gy =0 in R x (0,1)
u(0,)=f firt=0
u(0,-)=0 firt=0

u(t,0) =u(t,l) =0 fiirt=0.

(6.15)

Dabei sollte f die Kompatibilitdtsbedingung f(0) = f(I) = 0 erfiillen. Der Sepa-
rationsansatz

u(t,z) = X(x)T(t), (6.16)
vgl. Beispiel 6.1, liefert die Gleichungen
— X" = XX in (0,1) —T" = X*T in R (6.17)
X(0)=X({)=0 T'(0) =0

Das erste Randwertproblem in (6.17) besitzt eine nichttriviale Losung X nur fiir

A=\, = DT it Xn(x) :sin#, n € N.
Zu A = )\, besitzt das zweite Randwertproblem in (6.17) die (bis auf skalare

Vielfache) eindeutige Losung

T, (t) = cos #t.

Zusammengefasst liefert der Separationsansatz (6.16) die allgemeine (formale)
Losung

t
u(t,x) = Z by, sin I s C (6.18)

gelten. Die Unbekannten b,, sind also die Fourier-Koeffizienten der Entwicklung
von f in eine Sinus-Reihe auf (0,1), vgl. Beispiel 6.1, und es gilt

!
bnzg/f(:r)sin@dz.
A z

Die Eigenschaft, dass (b,) eine Nullfolge ist, reicht aber nicht aus, um die Kon-
vergenz der Reihe (6.18) mit elementaren Mitteln zu zeigen. Dariiber hinaus ist
nicht ohne Weiteres klar, ob u nach ¢t und = zweimal partiell differenzierbar ist.



88 R. Farwig: Elementare partielle Differentialgleichungen

Beispiel 6.4 Die Wirmeleitungsgleichung auf dem Intervall (0, 7)

uy — kg, =0 in (0,00) x (0, )
u(0,-)=f in (0,7) (6.19)
u(-,0) =u(-,7) =0 1in (0,00)

legt den Separationsansatz
u(t, x) = X (z)T'(t),

vgl. (6.16), nahe. Dabei geniige f wieder der Kompatibilitdtsbedingung f(0) =
f(m) = 0. Statt (6.17) gelangen wir zu den Anfangs- bzw. Randwertproblemen

X' = AX |
{ A (Om) g = (6.20)

X0)=X(m)=0
Daraus erhalten wir
Ap =1, X,(z) =sinnz und T,(t) = e ™" neN,

sowie die formale Losung
u(t,z) = f: bue~ ™ sin . (6.21)
n=1
Um den Anfangswert u(0,-) = f zu erfiillen, muss zusétzlich
f(x) = i b, sin nx

gelten. Die Unbekannten (b,,) sind also wieder die Fourier-Koeffizienten von f als
Sinus-Reihe auf (0, 7), d. h.,

b, = %/OW f(z)sinnx dx. (6.22)

Da (b,) eine Nullfolge ist und e~"** fiir jedes ¢ > 0 exponentiell schnell in n € N
abklingt, ist u(¢, ) in (6.21) beliebig oft nach ¢, x partiell differenzierbar und 16st
die Warmeleitungsgleichung u; — ku,, = 0. Die Aussage

u(t,z) — u(0,z) = f(z) firt— 0+ (6.23)

verlangt jedoch einen aufwindigeren Beweis. Wegen u(t,0) = u(t,m) = 0 ist u
unter der Annahme (6.23) also die eindeutige Losung von (6.19).
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Fiir jedes feste t > 0 setzen wir (6.22) in (6.21) ein und erhalten

u(t,x) = Z /f smnydy) "sinnx
n=1

= /7r fy)K(z,y,t)dy

0

mit dem Integralkern
K(z,y,t Ze ! sin ny sin na (6.24)

dem sog. Wirmeleitungskern; dabei ist die Vertauschung der Integration mit
der Summenbildung wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Reihe in (x,y) €
[0, 7] x [0, 7] gerechtfertigt. Der Kern K ist eine unendlich oft differenzierbare
Funktion auf [0, 7] x [0, 7] x (0,00) mit K(x,y,t) = K(y,x,t) und K(0,-,-) =
K(m,-,-) = 0. Ferner hat K die folgenden Eigenschaften

(1) K >0 auf [0, 7] x [0, 7] x (0,00)
2) [ K(z,y,t)dy <1 fiir alle z € [0,7] und ¢ > 0.

Zum Beweis von (1) nehmen wir die Existenz eines Punktes (x,y) € (0,7) x (0, )
und ¢ > 0 mit K(z,y,t) <0 an. Da K stetig ist, gibt es ein € > 0 mit

K(z,y',t) <0 fiir alle |y —y| <e. (6.25)

Dazu wihlen wir eine Funktion f € C°[0,7] mit f > 0 im Intervall (y — 5,y +3)
und f = 0in [0, 7]\(y — §, ¥+ 5). Dann gilt fiir die eindeutige Lésung u von (6.19)
mit Anfangswert f

u(et) = /f K (. y.1)dy
y+e/2

= / fy)K(z,y,t)dy

—/2
< 0.

Nach dem schwachen Minimumprinzip (analog zum schwachen Maximumprinzip,
s. Satz 5.21) gilt aber

min wu = min u=>0
[0,¢] x[0,7] t=0 oder z€{0,7}

Damit ist die Annahme (6.25) falsch, und (1) ist bewiesen.
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Zum Beweis von (2) betrachten wir eine Folge (f,) € C°0, 7] von Anfangs-
werten mit der Eigenschaft f,(0) = f.(7) = 0,0 < f, < 1 und f,(z) = 1 auf
1

[+, 7 — 2]. Dann gilt fiir die entsprechenden Losungen (u,) von (6.19)

wet) = [ h@EEyd
0
— /K(m,y,t)dy fiir n — oc.
0

Auflerdem ist nach dem schwachen Maximumprinzip Satz 5.21

max uy,(t, ) < max U, = max f, = 1.

[0,7] t=0 oder z€{0,7} [0,7]
Damit ist auch die Aussage (2) bewiesen. Wir erwihnen noch, dass in (2) kein
Gleichheitszeichen stehen kann, da fow K(z,y,t)dy fir z = 0 und = = 7 ver-
schwindet.

Beispiel 6.5 (Wirmeleitungsgleichung und Wellengleichung mit Neumann-
Randbedingung)
Wir betrachten die Gleichungen

Uy — Uy = 0 auf R x (0,/)
u(0) = f auf (0,¢) (6.26)
u(0) =0 auf (0, /)
Ug(t,0) = ux(t, ) =0 firt e R

sowie

Up — Uge = 0 auf (0,00) x (0,¢)
u(0) = f auf (0, ¢) (6.27)
Ug(t,0) = ux(t, ) =0 fiir ¢t > 0.

Der Separationsansatz u(t, z) = X (x)7T'(t) liefert fiir X das Randwertproblem
X" =AX, X'(0)=X'(f)=0

mit den nichttrivialen Losungen

A=\, = (%)2 und Xn(at):cosn—y, n € Ny.

Man beachte, dass hier n = 0 und Ay = 0, Xo(z) = 1 zugelassen sind. Dann
erhélt man wie in den vorhergehenden Beispielen 6.3 und 6.4 die formale Lésung

1 = nmt nmwr
u(x,t) = 500 + Z iy, COS —5= COS —,—
n=1
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fiir (6.26) sowie
1 o0
u(x, t) = 5@0 + ; ane_(nﬂ/e)zt CcoS niex
fiir (6.27). Die Koeffizienten (a,) sind die Fourier-Koeffizienten von f aus der

cosinus-Reihe i,
flz) = % + ;ancos$,
so dass also ,
2 nmwT
Ap = — cos — dx
;| f@eos™
gelten muss.

Beispiel 6.6 (Wirmeleitungsgleichung und  Wellengleichung mit  Robin-
Randbedingung)

Wie im Beispiel 6.5 betrachten wir die Wellengleichung sowie die Wirmeleitungs-
gleichung im Intervall (0, ¢) mit Anfangswert «(0,-) = f (sowie ggf. u(0,-) = 0);
als Randbedingung wéhlen wir jedoch die Bedingungen

uz(t,0) — agu(t,0) =0

U (t, 0) + agu(t, £) =0 (6.28)

mit positiven Konstanten ag und a,. Die Wahl der Vorzeichen ergibt sich z. B.
im Fall der Warmeleitungsgleichung, wo u die Temperatur und u, den Tempe-
raturgradienten bezeichnen: ist die Temperatur im Innern (in (0,¢)) grofer als
auflen, wird Energie nach auen abgestrahlt (u,(¢,0) > 0 > wu,(¢,¢)), vgl. das
Fourier’sche Gesetz.

Der Separationsansatz u(t,z) = X (x)7T(t) fithrt auf das Randwertproblem

—X"=XX 1in (0,¢)
X' —aqX =0 inx=0 (6.29)
X +a,X =0 ine ="/
mit den zu bestimmenden Eigenwerten A € C. Im Folgenden schreiben wir der

Einfachheit halber \ = 3.
Die allgemeine Losung

X(z) = ccos fzx + dsin Sz (6.30)

der Differentialgleichung 2. Ordnung muss jetzt die Randbedingungen in (6.29)
erfiillen. Folglich miissen die Unbekannten ¢,d € C das homogene lineare Glei-
chungssystem

—ay B cy (0
agcos B — Bsin Bl BeosPBl+ apsinl) \d)  \0
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16sen. Um (¢, d) # (0,0) erreichen zu kénnen, muss die Determinante der obigen
Matrix verschwinden. Diese Determinantenbedingung fiithrt auf die transzendente
Gleichung

(6% — agar) tan ¢ = (ag + ar) 3 (6.31)

falls cos B¢ # 0 ist, bzw. auf die Gleichung
cos B0 =0, [%= agay. (6.32)

Die zweite Moglichkeit (mit 8 = +y/apar, § = (k + 3)Z, k € Z) kann nur
auftreten, falls 1/@0&(% = |k + 1|, k € Z, gilt; eine zugehorige Eigenfunktion ist

X (x) = Bcosfx + agsin fz, [ = \/apay.
Deshalb widmen wir uns jetzt der Analyse der Gleichung (6.31), die wir zu

tan 00 = 7(% + )8

—— (6.33)

umschreiben kénnen.

Zuerst suchen wir Nullstellen 5 > 0 von (6.33); mit 3 > 0 ist auch —f eine
Nullstelle, fiihrt aber zum gleichen Eigenwert A = 3% mit der gleichen Eigenfunk-
tion X nach (6.30). Gleichung (6.33) kann nur numerisch gelost werden. Eine
Diskussion der Graphen der Funktionen

(ap + ap) 8

tan ¢ und 7 aoay’

8 >0,

liefert jedoch sofort das Ergebnis, dass (6.33) in jedem Intervall (ZF, ("?)”),

n € Ny, genau eine Nullstelle 3, hat. Folglich gibt es eine Folge von Eigenwerten
A, = (32 mit

(7)< a < (DT s

Auflerdem erkennt man, dass
. nmy2
Jim (3= (7)) =0

gilt. Wegen —agc+ (,d = 0 ist X,,(z) = cos B,z + 5o sin Gnx, oder, nach Normie-

rung,
1 Qo
arctan

Xo(2) = cos V(2 — o), oy = oW oW

eine zugehorige Eigenfunktion. Es fallt auf, dass mit n — oo sich die Eigen-

(6.34)

nm

werte \, wie die Eigenwerte (—)2 des Neumann-Problems verhalten und dass

]
sich die Eigenfunktionen cos /A, (z — a,,) wie die Eigenfunktionen cos “Fx des

Neumann-Problems verhalten, da die Phasenverschiebung «,, fiir n — oo gegen
0 konvergiert.
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Nach der Diskussion der Eigenwerte A = 3% > 0 von (6.29) ist noch zu zeigen,
dass es keine weiteren Eigenwerte A < 0 oder A € C\R gibt.

Lemma 6.7 (1) Das Eigenwertproblem (6.29) besitzt nur Eigenwerte X > 0.

(2) Eigenfunktionen zu wverschiedenen FEigenwerten stehen im Sinne des L*-

Skalarproduktes
‘
(u,v) = / uv dx
0

senkrecht aufeinander.
Beweis

(1) Sei A € C ein Eigenwert von (6.29) und X (z) eine zugehorige (komplex-
wertige) Eigenfunktion. Wir testen (6.29) mit X und erhalten mit partieller
Integration

¢ ¢ ¢
>\/ | X|?dr = / MX - Xdx = —/ X"X dx
0 0 0
Z —
= / X' de — X'X |
0
‘
- / X' di + af X (O + agl X (0)2 > 0.
0
Folglich muss A > 0 sein.
(2) Seien X,Y Eigenfunktionen von (6.29) zu verschiedenen Eigenwerten A,y >
0. Dann folgt mit partieller Integration
¢ ¢ o ¢ -
)\/ XYdr = / —X"Y dx = / XY'de — X'Y |§
0
= / X'Y'"dx + ay(XY)(0) + ag(XY)(0)
_ / =
= ,u/ XY dz.
0

Wegen A # pu folgt daraus die Behauptung f(f XY dxr = 0.

Mit Kenntnis aller Eigenwerte ()\,,) C (0, 00) und zugehéoriger Eigenfunktionen
Xn(z), s. (6.34), konnen wir die Anfangsrandwertprobleme der Wellengleichung
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und der Warmeleitungsgleichung bei gegebenen Anfangswerten wie in den Bei-
spielen 6.3— 6.5 formal durch einen Reihenansatz l6sen. Fiir die Wellengleichung
erhédlt man mit den Funktionen

t) =cos/Apt, neN,

als Losung der Gleichung —7" = A\, T, T'(0) = 0, die formale Losung
u(t,z) = Y by Xu(x) To(t)
n=1

= Zb cos ( Vo (z — o, ) cos (mt) (6.35)

mit o, aus (6.34). Dabei sind die Koeffizienten b, aus der Anfangsbedingung

f@) =u(0,2) =Y b, X, (x) (6.36)

zu bestimmen. Analog benutzt man fiir die Warmeleitungsgleichung die Funktio-
nen
T,(t) =e ™! neN,

als Losung der Gleichung 7" = —\,, T und erhélt die formale Losung
= by Xp(z) e (6.37)
n=1

Wie zuvor miissen die Koeffizienten b,, aus der Anfangsbedingung f(x) = u(0, z),
also aus (6.36) bestimmt werden.

Es bleibt das Problem, (b,) aus (6.36) zu bestimmen. Unter der Vorausset-
zung, dass die Reihe in (6.36) gleichmiBig auf [0, ¢] konvergiert, folgt aus der Or-
thogonalitéit der Eigenfunktionen (X, (z)) N = (cos VAn(z—an)), o S- Lemma
6.7(2), fiir jedes k € N

(f, Xi) = Zb /X - X )d:):—bk/Xk ) da. (6.38)

Die Grofle ,
/0 X2(x)d = || cos /Al — o) 20

das Quadrat der L?(0, /)-Norm der Funktion cos (v/Ay(z—ay)) kann nicht explizit
berechnet werden; es gilt jedoch fiir grofle £ € N

VA (l—ay) (k+1
||Xk||L2(0g) \/_ /\/_ cos®ydy < %/ cos?ydy < ¢
g -7
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sowie
9 /¢ (k—1)m ) /
HXk||L2(07g) > m/o cos“ydy > 1
Mit der Notation [|ulls = ||ulz2(0,0 = (u, u)'/? folgt aus (6.38)

(f, Xn)
by = . 6.39
X3 (0:39)

Wir interpretieren (b,,) als die verallgemeinerten Fourier-Koeffizienten von f bzgl.
des Orthogonalsystems (X,,)nen, und (6.36), d.h. die formale Reihenentwicklung

fl@) = bXu(x)=> % : (6.40)

als verallgemeinerte Fourier-Reihenentwicklung bzgl. (X,). Die Konvergenzana-
lyse von (6.40) und der Losungen (6.35) bzw. (6.37) ist jedoch wesentlich schwie-
riger als bei der klassischen Theorie der Fourier-Reihen.

Beispiel 6.8 Wir betrachten die zweidimensionale Wellengleichung fiir die Kreis-

scheibe
Q={(z,y) eR? r=a22+y><a},

also das Problem

uy — Ay = 0 in RxQ
u = 0 auf R x 002
(6.41)
u(0) = 0 firt=0
u(0) = f firt=0.

Benutzt man Polarkoordinaten (r,¢), r > 0, ¢ € [0, 27], fir (x,y) sowie den
Ansatz

u(t,r, @) = T(t) R(r) (),
erhilt man aus (6.41) die Gleichung
T// R// R/ ¢//
ST ,
AT R rR  r?p

Folglich existiert eine Konstante A\ mit 7" = —c?\T, ferner eine Konstante v mit
¢"/d = —~, so dass insgesamt die drei gewohnlichen Differentialgleichungen

T"+ANT = 0 (6.42)

¢"+v¢ = 0 (6.43)

1
R'+~R+(\-5)R = 0 (6.44)



96 R. Farwig: Elementare partielle Differentialgleichungen

entstehen. Da ¢(y) 2m-periodisch ist, hat (6.43) wie in Beispiel 6.2 genau die
Eigenwerte und —funktionen

Yo =12 bu(p) = A, cosng + B, sinng, n € Ny. (6.45)

Damit wird (6.44) zum Randwertproblem
/! 1 / n2 .
R'+ - R+ (A=—=)R=0, R(a)=0, R(0) endlich; (6.46)

r2

die Bedingung R(a) = 0 ergibt sich aus der Randbedingung u(¢,-) = 0 auf 09,
und die Bedingung ,, R(0) endlich“ soll implizieren, dass v im Ursprung (z,y) =
(0,0) definiert ist.

Die gewohnliche Differentialgleichung (6.46) kann nicht explizit gelost werden,
hat jedoch fiir » — 0 Ahnlichkeit mit der Eulerschen Differentialgleichung

rh” +rh' —n*h =0,

welche die linear unabhéngigen Losungen r™ und r~" besitzt. Zur Vereinfachung
von (6.46) fithren wir die neue Variable p = v/Ar ein und betrachten statt R(r)
jetzt die Funktion S(p) = R(\%). Wegen R, = VAS, und R,, = \S,, erhilt
(6.46) dann die Standardform

1 2
S, + 5 S,+ (1- %)S =0, S=0firp=aVX, S(0)endlich. (6.47)

Die Differentialgleichung in (6.47) heifit Besselsche Differentialgleichungund kann
durch den Potenzreihenansatz

Jn(p) = pn Zakpka ap € Ra Qo 7é Oa
k=0
gelost werden. Mit der Normierung ag = 2;—,” liefert ein Koeffizientenvergleich die
Losung
2 S (2D oy
_ J F
—r Z jln+7)! ;j!(n—l—j)! (2) ’
die Besselfunktion der Ordnung n. Die Funktionen J,, n € Ny, haben die folgen-
den Eigenschaften:

Jn(p) ~ \/szcos (p— Z) + O( ) fiir p— o0 (6.48)

J, hat unendlich viele emfache Nullstellen

fir p — 0

0< M1 < A2 <Az <... (6.49)
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(die erste Figenschaft ist trivial, die beiden anderen Eigenschaften konnen hier
nicht bewiesen werden). Die Bedingung ,,5(0) endlich“ in (6.47) ist fiir S(p) =
Jo(p) erfiillt. Dagegen kann die Randbedingung R(a) = S(av/A) = J,(avV/X) =0
nur erfiillt werden, wenn av\ mit einer Nullstelle Anm, m € N von J, iiberein-
stimmt. Damit erhalten wir die Losungen R, (r) = Jn(% 7“), n € Ng, m € N,
von (6.44). SchlieBlich muss in (6.42) A = (Aum/a)? gesetzt werden, und die all-
gemeine Losung lautet T, (t) = C,,;, cos (0)‘% t) + D, SIn (0)‘% t). Fasst man
alle Anteile R(r), T'(t) und ¢(yp) zusammen, erhélt man die formale Losung

u(t,r,p) = Z JO()\OZT) (COm cos (CA;m t) + Dy, Sin (c)\()m t))
m=1

a
+ i Jn(A"mT)(Anm cosny + By, sinny) (6.50)
m,n=1 a
)\nm . )\nm
X (C’nm cos (C t) + D, Sin (C t))
a a
Um die Koeffizienten A,,,, ..., D, aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen,

nehmen wir an, dass die obige Reihe gleichméfig in » € [0,a] und ¢ € |0, 27]
konvergiert, und benttigen, dass die beteiligten Eigenfunktionen orthogonal zu-
einander sind. Zur Vereinfachung sei im Folgenden

T (1) = Jn()‘namr)‘

Lemma 6.9 (1) Fir jedesn € Ng und m # k € N gilt
/ T (1) Jpg(r) rdr = 0., (6.51)
0
(2) Fiir festes m € N und beliebige n # ¢ € Ny gilt

/ Jnm (1) cosny « Joy (1) cos b d(x,y) = 0. (6.52)
Q

Die analoge Aussage gilt, wenn cos ny und/oder cos {p durch sin ng und/oder
sin ly ersetzt wird.

Beweis Da (2) eine einfache Konsequenz der Orthogonalitidt der Funktionen
cosng und sinng zu coslp und sinfy auf [0,27] ist, bleibt (1) zu beweisen.
Wegen

o2+ Lo (o) =) =

a r2
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- [

gilt

n2

24 = 8 +< Azm)z__ﬂ Jnm + Ing rdr

r2

= — Tk T Ty I )dr + T T 7|
0
a2
+( ) / JnmIn krdr—/ %JnmJnkrdr
0
= —/ (J;lmJ;Lk+—2JnmJnk)rd7’+ (>\nm)2/ Jrm g Tdr;
0 r a 0

hierbei wurde partielle Integration sowie J,,(a) = 0 benutzt. Ebenso gilt

a 2 o
' _/ (oo + 5 JokTam )+ (Mf/ U —
0 r a 0

Subtrahiert man beide Gleichungen voneinander und beriicksichtigt 0 < A\, #
Ank fir m # k, erhélt man die gewiinschte Orthogonalitidt von J,,, und J,; bzgl.
des Skalarprodukts

(u,v)q ::/qud(:z,y).

Dieses Skalarprodukt stimmt fiir radialsymmetrische Funktionen u,v auf €2 mit
2 [¢ u(r)v(r) rdr iiberein. u

Fiir t = 0 liefern (6.50) und (6.41) die Gleichungen

0 = O T,SO ZJOm COm

+ Z Jrm (1) (Apm cos g + By, sinng)Cy,

m,n=1

und

> CAom,
f:ut((]??nv@) = mz_lj(]m(r)DOm CS

CAm

+ Z Jnm (T)(Anm cosny + Bnm sin ngO)Dnm

a
m,n=1

Dann folgt aus den Orthogonalititsbedingungen von Lemma 6.9 sofort Cy,, =

(faJNM(T)COSNgo)Q = /JJzVM(T)TdT'WANMDNMC)\;VM’
0

@ A
(f,J]\”\/[(r)sinng)Q = /J]%,M(r)rdr-ﬁBNMDNMC;VM,
0
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fiir N, M € N sowie eine entsprechende Identitét fiir Dy,,. Mit der Wahl Cy,,, =
Com = 0, Dy, = 1 fiir alle n,m € N reduziert sich (6.50) auf die formale
Reihenentwicklung

u(tr @) = 3 o) Doesin (21
m=1

CA\nm f)

+ Z T (1) (A cos np + By, sinngp) sin (

m,n=1

mit den verallgemeinerten Fourier-Koeffizienten

Dy,, = (f,JOm(r)) L(/o ngrdr)_l, m € N,

2 cAomT

a ‘o, -1
Apm = (f,Jnm(r)cosn¢)9m</o Jnmrdr) . n,m€EN,

. a ¢ -1
B, = (f,Jnm(r)smngp)Qc)\ 7T</0 Jnmrdr> , n,mé&N.
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Al [P’-Raume und Faltungsintegrale

Zur Behandlung von linearen partiellen Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten im Ganzraum R" wird héufig die Theorie der Fourier-
Transformation, s. A2, und die Darstellung der Losung durch Faltungsinte-
grale benutzt. Fiir eine moderne Darstellung und die Analysis von Integra-
len iiber dem R” ist es sinnvoll, das Lebesgue-Integral dem Riemann-Integral
vorzuziehen. Der Abschnitt Al liefert jedoch keine mathematisch prézise Ab-
handlung des Lebesgue-Integrals und des dafiir bendtigten Lebesgue-Mafes,
sondern stellt nach einer kurzen Einfithrung die wichtigsten Eigenschaften des
Lebesgue-Integrals zusammen. Anschlieend werden Faltungsintegrale und in A2
die Fourier-Transformation definiert und z.T. streng analysiert.

Das Lebesgue-Mafs n auf dem R™ ist eine abzéhlbar-unendlich additive, nicht-
negative Volumenfunktion, die auf einem groflen System von Teilmengen des R",
auf der sog. Lebesque’schen o-Algebra L, definiert ist. Praziser formuliert gilt

(i) 0 € L und p(®) =0, R" € £ und p(R™) = +o0.
(i) AeLlL=A€eL.
(i) Ay, Ag,...e L= U2, A e L.
Es gilt sogar: Aus A;NA; = 0 fiir alle ¢ # j folgt p( U2, Ai) = >oioy w(4y).
(iv) A=la1, ] x ... %X [an,b,] € L und p(A) =[], (b; — a ).

i=1

Die Teilmengen A € L heiflen auch Lebesgue-messbar. Insbesondere sind alle
offenen, alle abgeschlossenen und auch alle Jordan-messbaren Teilmengen des
R™, die bei der Definition des n-dimensionalen Riemann-Integrals benotigt wer-
den, Lebesgue-messbar. Fiir Jordan-messbare Mengen stimmen Jordan-Inhalt
und Lebesgue-Maf iiberein.

Bemerkung A1.1 Eine Sonderrolle spielen die Lebesgue-Nullmengen, also die
Mengen N € £ mit u(N) = 0. Nullmengen haben die folgenden Eigenschaften:

(i) N1, Na,... € L Lebesgue-Nullmengen = p( ;2 N;) =0

(i) N € L Lebesgue-Nullmenge =
jede Menge M C N ist Lebesgue-Nullmenge.

(iii) M € L und N € L Lebesgue-Nullmenge =
MUN, M\N €L, p(MUN) = pu(M\N)=u(M)=0.

Insbesondere ist jede endliche und jede abzéhlbar unendliche Menge wie z.B. Q"
eine Nullmenge; es gibt jedoch auch iiberabzahlbare Lebesgue-Nullmengen.

Eine Funktion f : R™ — R heifit (Lebesgue)-messbar, falls

f_l((—oo,a)) ={zeR": f(x) < a}
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fiir jedes @ € R Lebesgue-messbar ist, d.h. f‘l((—oo,a)) € L. Durch ein
Approximationsargument mit Hilfe von Treppenfunktionen, die auf Lebesgue-
messbaren Teilmengen des R™ konstant sind, kann jetzt jeder nicht-negativen
Lebesgue-messbaren Funktion f : R™ — R, das Lebesgue-Integral

- f(z)dz € [0, 0]

zugeordnet werden. Fiir eine beliebige Lebesgue-messbare Funktion f : R" — R
benutzt man die Zerlegung f = f, — f_ mit

fo=max(£,0) = S(f1+ ). f-=max(~£,0) = (f - f).

Gilt dann [, fi(z)dz < oo und [, f-(z)dz < oo, definiert die reelle Zahl

(x)dz = - fi(x)dx — f-(z)dz

R R

das Lebesque-Integral von f auf R™. Ist 2 C R™ eine beschrinkte oder unbe-
schrinkte Lebesgue-messbare Menge und ist f : 2 — R gegeben, werden die
obigen Definitionen auf f ausgedehnt, indem man die Fortsetzung

. flx), ze€Q
0, x & Q

betrachtet. Insbesondere wird dann das Lebesgue-Integral [, f(z)dz durch
Jen f(x)dz definiert.

Sei 0 C R" eine beschriankte, Jordan-messbare Menge und f : @ — R
Riemann-integrierbar. Dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und das Riemann-
Integral von f iiber €2 und das Lebesgue-Integral von f iiber () stimmen iiberein.
Das Lebesgue-Integral stellt jedoch eine echte, weit reichende Erweiterung des
Riemann-Integrals dar. Ein elementares Beispiel ist die Funktion

1, z€Q

€T) = €Tr) =
£(2) = xel) {0’ R
die bekanntlich auf keinem beschriankten Intervall [a,b], a < b, Riemann-inte-
grierbar ist. Dagegen ist f Lebesgue-integrierbar, und mit Bemerkung A1.1 kann
man

b
/ f(x)de =0 firalle —oco<a<b< +o00
zeigen. Ferner darf eine Lebesgue-integrierbare Funktion f : R®™ — R auf jeder

Lebesgue-Nullmenge beliebig abgeéndert werden, ohne dass sich der Wert des
Integrals dndert. Genauer gilt:
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Bemerkung A1.2 Ist f : R® — R Lebesgue-integrierbar, und ist N € L eine
Lebesgue-Nullmenge, so ist jede Funktion ¢ : R® — R mit der Eigenschaft

g(x) = f(z) fir alle z € R™\N,

kurz: g = f fast iiberall oder g = f f.ii., ebenfalls Lebesgue-integrierbar, und es
gilt

f(x)dm:/ g(x)dx .
R n
Bemerkung A1.3 Wie das Riemann-Integral besitzt das Lebesgue-Integral

die folgenden elementaren Eigenschaften (fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen
f,g: € — R auf einer Lebesgue-messbaren Menge {2 C R"):

(i) [, (af(2) +bg(x))dx = a [, f(x)dz+b [, g(z) a,beR.
(ii) f>0fi. = [, f(z)dz > 0.

(iii) | [, f(@)dz| < [, |f(x)]de.

Ferner gilt fiir das Lebesgue-Integral messbarer Funktionen:

Jolf(@)|de=0 <= f=0Tfi.
(v)  f Lebesgue-integrierbar <= | f| Lebesgue-integrierbar

Definition A1.4 Fiir 1 < p < oo wird der Lebesgue-Raum LP(R™) durch

LP(R™) = {u :R"™ — R Lebesgue-messbar,

= (] (o az) <o)

definiert. Analog wird fiir ein Gebiet {2 C R"™ und fiir komplex-wertige Funktionen
u: Q — C der Raum LP(Q) mit LP-Norm [ul[,0 = ( [, [u(z)[? dz) Y7 definiert.

Eine Funktion u € L'(2) heiBt absolut-integrierbar, eine Funktion u € L?(12)
auch quadrat-integrierbar.

Damit die fundamentale Norm-Eigenschaft ||ul|, = 0 = u = 0 erfiillt ist, muss
nach Bemerkung A1.3 die Definition Al.4 leicht abgeindert werden. Statt der
Funktion u : Q@ — R betrachtet man im Raum LP(2) die Aquivalenzklasse

[u] = {v:Q — R Lebesgue-messbar, v = u f.i.}

von Funktionen v, die mit w f.ii. iibereinstimmen und folglich ||v||, = |||, sowie
|u — v||, = 0 erfiillen. Préaziser formuliert ist

LP(Q) = { [u] : es gibt einen Lebesgue-messbaren Reprisentanten

v Q= Rin [u] mit [|[u]]], = |lv]l, = (/Q |v(x)|pdx)1/p < oo}.
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Streng genommen ist LP(€2) also kein Raum von Funktionen, sondern eine Menge
von Aquivalenzklassen; je zwei Reprisentanten in einer Aquivalenzklasse stimmen
f.ii. iiberein. Mit dieser Definition gilt:

Iulll,=0 = |v|l,=0 Yveu = v=0~%fi Vv e [u.

Obwohl wir im Folgenden die Unterschiede zwischen einer Funktion « und ihrer
Aquivalenzklasse [u] nicht streng beachten wollen, ist zu betonen, dass nicht von
einzelnen Funktionsauswertungen u(x) einer ,,Funktion® u € LP(Q2) gesprochen
werden darf: u ist nur f.i. eindeutig definiert

Definition A1.5 Sei 2 C R” ein Gebiet, und sei p = co. Dann definiert man
den Raum L>(Q2) der wesentlich beschrinkten Funktionen auf 2 durch

L>*(Q) = {u : Q — R (oder C) : u ist Lebesgue-messbar,

||t|loo = esssup |u| < oo} :
Q

Dabei ist das essentielle Supremum
|t)lo = Inf{K >0: |u(x)] < K fi. in Q}.

Wie auch im Fall LP(Q2), 1 < p < oo, wird L>(Q2) streng genommen nicht als
Funktionenraum definiert, sondern als Menge von Aquivalenzklassen [u], so dass
zwel Elemente vy, vy € [u] f.ii. iibereinstimmen. Dann gilt

[u]lloo =0 = [[V||o=0 Yv € [u] = v=0~%i Vv e [u].

Satz A1.6 Sei Q@ C R" ein Gebiet und 1 < p < oo. Dann ist LP(QQ) ein
vollstindiger, normierter Raum, d.h., es gelten die folgenden Figenschaften:

(i) Mull, =0 wnd flufl, =0 <= u=0,

(i) | Aullp =M lull, fir alle X € R (bzw. X € C),
(i) +oll, < llullp + llvll

sowie

(iv) Ist (ug) C LP(QY) eine Cauchy-Folge, gibt es ein Element u € LP(S)) mit
up — u in LP(Q) fir k — oo, d.h.

|lu—ugl, = 0 firk— oo.
Zusdtzlich gibt es eine Teilfolge () (ug,) von (uy), so dass

uy; — u punktweise f.i. fir j — oo.
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(v) Firl <p< oo liegt die Menge der Funktionen
Cye(Q) ={f € C*(Q) : supp f kompakt in Q}

dicht in LP(QY), d.h., zu jedem f € LP(S2) und zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
fe € C5°(2) mit
If = fellpo <&
Diese Aussage ist fiir p = oo nicht giltig!
(vi) Firl <p<oo gilt in LP(R"™) die folgende Stetigkeit im LP-Mittel:

lf =fC=mllp =0 firh—0,

wobei f(- — h) die Funktion © — f(x — h) in LP(R™) bezeichnet. Diese
Aussage ist fiir p = oo nicht giiltig!

Beweis Die Norm-Eigenschaften (i) — (iii) sind in den Féllen p = 1 und p = oo
trivial. Die Dreiecksungleichung (iii) beruht fir 1 < p < oo auf der Holder-
Ungleichung, s. Satz A1.7. Zum Beweis der Aussagen (iv) (Satz von Riesz-Fischer)
und (v), (vi) wird auf die Lehrbuch-Literatur zur Maftheorie und zur Funktio-
nalanalysis verwiesen.

Satz A1.7 (Holder-Ungleichung) Sei Q@ C R™ ein Gebiet, 1 < p < oo und

p' = L5, also

' 11
p D

fir p =1 sei p = oo, fiirp = oo sei p = 1. Dann gilt fir v € LP(2) und

1
v e LP(Q)

u-v€LNQ) und |[luv]li < [Jullp o]y

Fiir p = p’ = 2 erhdlt man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

/Q‘“U|d$§ </Q|U|2dx>1/2(/Q|U\2d$)1/2.

Beweis Der Beweis ist in den Féllen p = 1 und p = oo trivial; fiir beliebiges
p € (1,00) benutzt man dagegen die Youngsche Ungleichung

abglap%—l,bp, fir a,b > 0. [
p p
Ein entscheidender Vorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-
Integral ist ein Konvergenzsatz, der die Vertauschung von Integration und Grenz-
wertbildung bei Funktionenfolgen unter relativ schwachen Voraussetzungen er-
laubt. In der Theorie des Riemann-Integrals wird an dieser Stelle iiblicherweise
gleichméflige Konvergenz gefordert.
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Satz A1.8 (Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz) Sei
(ug) C LY(Q) eine Folge integrierbarer Funktionen auf einem Gebiet Q C R™,
die f.i. gegen eine Funktion u konvergiere. Ferner existiere eine ,Majorante*

g € LY(Q) mit
lug(x)| < g(x)| fii. inQ  fir alle k € N.

Dann ist auch u € LY(Q), und es gilt fiir k — oo

/ukdxﬁ/udx,
Q Q

/ lup — u|dx = ||ug —ully — 0.
0

In Satz A1.8 ist die Grenzfunktion u(x) = limg_ o ug(x) nur f.i. in  definiert, al-
so fiir x € Q\N, u(N) = 0. Da aber Elemente in L'(Q) nur f.ii. eindeutig definiert
sein miissen, ist die Aussage v € L'(2) sinnvoll. Entscheidende Voraussetzung in
Satz A1.8, der hier nicht bewiesen werden soll, ist die Existenz einer von k € N
unabhiingigen Majorante g € L*(Q).

Satz A1.9 Sei f € L'(R") und g € LP(R"™) fiir ein 1 < p < co. Dann emistiert
punktweise fiir fast alle x € R™ das Faltungsintegral

(fxg)(x) = . flx—y)gly)dy.

Ferner gilt f x g € LP(R™) und

1F * glly < W[ £l Nlglls -

Beweis Ohne Beweis benutzen wir, dass f * g Lebesgue-messbar ist, sowie ei-
ne Version des Satzes von Fubini fiir Lebesgue-Integrale. Zur Herleitung der
Abschétzung von ||f * g||, verwenden wir im Fall p € (1,00) die Holder-
Ungleichung (Satz A1.7) und erhalten

~~ ~~
P

</|f(x_y)|dy>l/p,(/'f(f—y)llg(y)l”dy)l/p.

| [ra-wswa| < [ge=pl " 1= )P low)] dy

IA
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Dabei gilt [ |f(z — y)|dy = [|f(2)|dz = || f|: fiir alle x € R™. Jetzt folgt mit
dem Satz von Fubini

£l =[] [ 1@ gwi] @
< [ [ 18- )lgtl dy) da

= 1Y [ lowl ([ 17~ wlds) dy

= SR Ngliy,

da £ +1 = p. Aus der Aussage || f*gl|, < oo kann man schliefien, dass punktweise
f.ii. (f*g)(z) wohldefiniert ist. In den Féllen p = 1 und p = oo ist die Abschitzung
1 gl < [[fllx llgll, trivial. .

Bemerkung A1.10 Das in Satz A1.9 definierte Faltungsprodukt * hat die fol-
genden Eigenschaften:

(i)  fxg=gx*f (Kommutativitit) fir f € L'(R"), g € LP(R"), d.h., fiir fast
alle z € R" gilt

Fro@ = [ se=newdr= [ o) o) du= g flo).

n

(ii)) (f*xg)*h=f=(gx*h) (Assoziativitét), falls zwei der Funktionen f, g, h in
LY(R™) und eine in LP(R™), 1 < p < oo, liegen.

(i) f*(g+h)=fxg+fxh, (af)xg=fx*(ag) =a(f*g) (Distributivitit),
falls f € L'(R™) und g,h € LP(R"), 1 < p < oo, (oder umgekehrt) und
a € R (bzw. C).

Die Beweise beruhen auf dem Satz von Fubini und der Substitutionsregel auf

LY(R™).

A2 Die Fourier-Transformation

A2.1 Die Fourier-Transformation in L'(R")

Definition A2.1 Fiir eine Funktion f € LY(R™) wird die Fourier-Transformierte
f = F(f) punktweise durch

fe) = [ et

definiert; dabei bezeichnet x - £ = 22:1 x;§; das Skalarprodukt fiir Vektoren
x,& € R™. Analog ist die Fourier-Riicktransformation F~! fiir eine Funktion
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h € L'(R") durch

h(z) = F~H(h)(z) = (271r)" /n h(E)et e d¢ = 5 h(E)etErae

mit
1

(2m)"
definiert. Man beachte, dass in beiden Fillen der Integrand wegen |e*®¢| =1 in

LY(R™) liegt und das L'-Integral fiir jedes x € R™ bzw. fiir jedes £ € R™ definiert
ist.

d¢ =

dg

Satz A2.2 Die Fourier-Transformation F hat die folgenden Figenschaften:
(1) Fiir jede Funktion f € L'(R™) ist f(€) stetig, und es gilt
f(&) =0 fiir|¢] — oo.

(2) Gilt neben f € L'(R™) sogar || f(z) € L'(R™), so ist f stetig partiell diffe-
renzierbar, und es gilt

oj

5e (O = —in(©), 1<i<n.

(3) Gilt f € LY(R")NCYR"™) und Vf € LY(R™)", so ist

0;f(&) =i f(§), 1<j<n.

Analoge Aussagen gelten fiir die Fourier-Riicktransformation.

Beweis

(1) Zum Beweis der Stetigkeit in & € R” betrachte man eine Folge (&) C R”
mit &, — £ fir k — oo. Dann gilt fiir fast alle x € R”

fl@)e™ — f(z)e™* und |f(2)e | < |f(2)],

k—o00

| fl st also eine L'-Majorante fiir die Folge (f(x)e™**), . Dann liefert der

A~

Satz von Lebesgue (Satz A1.8) die Konvergenz f(§x) — f(§), k — oo, also
die Stetigkeit von f in &.

Wegen e~ ™ = —1 gilt

f(g) _ _/f(l,)e—if'(x+7r£/|f|2)dx — —/f(:l:' _ 7T§/|€|2)e—i€~x dr .
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Daraus folgt mit Satz A1.6 (vi)

1 o\ it
FO1 = 15 [ (@ = @ me/gP)e e s
17— 76— me/ieP,

— 0

IA

fiir |£] — oo.

Mit dem j-ten Einheitsvektor e; € R" gilt fiir 0 # h — 0

1 ; ' '
E(e_l(g_i_hej).x _ 6—z§~x) N _il,je—lf'x
sowie 1 1
e ) = e - 1) <l

da man e~™%i — 1 als foh (e~ i) dt = ix; foh e~ dt schreiben kann. Also
ist 2] f(z) € L*(R") eine zuliissige Majorante im Differenzenquotienten

/%(e—i(f-l-hej)-x . e—if-x) f(l‘) d.ﬁl],

und der Satz von Lebesgue beweist die Konvergenz dieses Ausdrucks gegen
—iz; f(£). Da nach (i) z;f in £ stetig ist, ist f sogar stetig partiell differen-
zierbar.

Da f € LY(R™) N CH(R"), gibt es wegen

Rn|f(93)|d93=/000</83 |f(y)| doy dR < oo

eine Folge (Ry)reny von Radien mit Ry — oo und
/ |f(y)|doy — 0 fir k — oo.
0Bg,

Ferner gilt mit dem Satz von Lebesgue und partieller Integration

O f(x)e™8dx = lim 0;f(x)e ¢ dx

Rn k—o0 Br,
= lim (z)i&e ™ do
k—o0 BRk
+ lim fly)e ¢ Y doy,
k—oo aBRk Rk
= i)

fiir jedes j € {1,...,n}. |
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Beispiel A2.3 Im R! besitzt hiz) = %e_ﬁ/z die Fourier-Transformierte
h(§) = e /2.

Beweis Nach Satz A2.2(2) ist h(€) stetig differenzierbar mit

d - 1 ’ 2
— ey —twé —x? /2
T h(§) \/ﬁ/ ize ""e dz

— —zm§ —m2/2) dr

V2
— \/2_/56—290{ —z2/2 dl’
s

wobei die partielle Integration im letzten Schritt durch ein Limes-Argument ge-
rechtfertigt werden muss. Es gilt also

d
d¢

1 )
0)=— [ e 2dr=1.
) \/27T/R

Folglich stimmt iL(f ) mit der eindeutig bestimmten Losung e=$/2 der gewOhnli-
chen Differentialgleichung u' = —&u, u(0) = 1 {iberein. n

h(€) = —€h(€)

sowie

>

Das Beispiel A2.3 liefert eine Funktion 2 € L'(R) mit den Eigenschaften
F(h) = v2m h und folglich
FltoF(h)=h.

Die Aussage F ! o F = id kann aber nicht fiir alle Funktionen h € L'(R) oder
h € L'(R") gelten, da fiir b € L'(R") i.a. h nicht in L'(R") liegt. Zur Vorberei-
tung des Fourier’schen Umkehrsatzes A2.6 beweisen wir zuerst einen wichtigen
Zusammenhang zwischen Faltungsintegralen und der Fourier-Transformation.

Satz A2.4 Fiir alle f,g € L*(R™) gilt

frg=1-9.
Beweis Mit Hilfe des Satzes von Fubini auf L'(R") folgt
Frate) = [ [ s =) o)) ds
= /e W g )(/e i(e=y) 5f(x— y) dz) dy

= / e () dy) f(€)
= f(&)-9(¢). m
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Lemma A2.5 FEs seien h(z) = % e 2 ho(z) = Lh(2) fire >0 und
H(E) = h(§) = e/,
(i) Pire >0 gilt H(e€) = ho(€) und h. = F~'(H(e")) .
(ii)  Fiir jede Funktion f € L*(R) gilt
frhelo) = [ He) fl6) e

(iii) Fiir jede Funktion f € L*(R) gilt
f*he— f in L'(R) fire— 0+ .
Beweis

(i) folgt mit Beispiel A2.3 und der Substitutionsregel.
(i) Mit dem Satz von Fubini und (i) liefert die Gleichungskette

1 .
- _ - i€y
frite) = [ #e—0)(5; [ HE i) dy
= [ 160 (5 [ Ha-pesemay) g
2T
die Behauptung. Man beachte @¢¢ = % dg .
(i) Da [ h-(y)dy = [ h(y)dy =1 fiir jedes e > 0 gilt, ist fiir fast alle z € R

/ F(&— ) haly) dy — f(z) = / (Fx — ) — F(2)) hely) dy

Mit dem Satz von Fubini folgert man bei beliebigem § > 0 die L'-Abschiit-
zung

J1 [ 1= htwdy - fa)|ds

< [( [ 1860~ ra) de) hutw) dy

< /| =9 = Al ) dy 201, / he(y) dy

ly|>d

Zu beliebigem 7 > 0 gibt es nach Satz A1.6 (v) eind > 0 mit || f(-—y)—f]|1 <
3 fiir alle |y| < 0. Fiir ein derart bestimmtes ¢ > 0 gilt

1 _,2 7’]/2
he(y)dy = / e Py < — 15—
/;>5 ) SQTE2T )2 1>5/e 21 fll+1
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fiir alle 0 < ¢ < g, 5. Fasst man die bisherigen Abschétzungen zusammen,
erhélt man

1f# he = fll <
fir 0 <e<eyy. m

Satz A2.6 (Fourierscher Umkehrsatz) Sind f € L'(R") und f € L'(R"),
qgilt )
Flf=f fi.

Beweis Im Beweis sei n = 1; der allgemeine Fall n > 1 folgt mit einer Verallge-
meinerung von Lemma A2.5 fiir n > 1. Mit Lemma A2.5(ii) und dem Satz von
Lebesgue gilt die punktweise Konvergenz

friute) = [ HE fOeag — [ feea,

da f € LY(R), H(ef) — 1 fiir e — 0+ und |H(e€)| < 1.

Zudem konvergiert fxh.(z)in L'(R) gegen f fiir ¢ — 0+ . Diese Aussage wird
in Satz 5.19 zur Wirmeleitungsgleichung mit Anfangswerten in L'(R") detailliert
bewiesen, denn h. stimmt mit dem eindimensionalen Warmeleitungskern E; fiir
t =¢? (und k = 3) iiberein; der Beweis von Satz 5.19 benutzt selbstverstindlich
nicht Satz A2.6. Jetzt folgt nach dem Satz von Riesz-Fischer (Satz A1.6(vi))
f*he;(x) — f(x)f.i. punktweise fiir eine Folge (¢;) mit ; — 0 gilt. Also stimmt
f it mit F~1(f) iiberein. ]

Korollar A2.7 Stimmen fir Funktionen f,g € LY(R™) die Fourier-Transfor-
mierten f und g f.i. dberein, gilt f = g (f.4.).

Beweis Die Funktion u = f — g erfiillt die Voraussetzungen von Satz A2.6.
Daraus folgt v = F~(a) = F~1(0) = 0 f.ii. ]

A2.2 Die Fourier-Transformation in L*(R")

Die Fourier-Transformation von L'(R™) 148t sich iiber ein Dichtheitsargument auf
L*(R™)-Funktionen ausdehnen. Auf L?(R™) besitzt die wieder mit F bezeichne-
te Fourier-Transformation besonders schone Eigenschaften, denn sie ist dort ein
isometrischer Isomorphismus, d.h. F : L*(R") — L?*(R") ist bijektiv, und es gilt
1£ll2 = [|f]l2 fiir alle f € L2(R™). Zur Vorbereitung dieses wichtigen Satzes be-
weisen wir diese Isometrie-Eigenschaft zuerst fiir die in L?(R") dichte Teilmenge
der Cg°-Funktionen.

Satz A2.8 Fiir f € C°(R™) gilt f € L2(R") sowie

£l = 11£12
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wenn fiir die L*-Norm im Fourierraum d@ £ = (2m)~"d¢ benutzt wird; d.h.

175= [ 1F@Prae.

Beweis Der Einfachheit halber fithren wir den Beweis nur fiir n = 1. Nach Satz
A2.2 gelten f() (&) = (i€)* F(€) und f®)(&) — 0 fiir |£] — oo und fiir jedes k € N.
Deshalb klingt f(&) schneller als jede Potenz | 5\’“ k € N, ab; insbesondere liegt f
im Raum L?(R).

Neben f betrachtet man noch die Funktion f(z) = f(—x), fiir die man sofort

~

}(5) = % und folglich mit Satz A2.4

~

IFO1F = F(&) f&) =F(f* )

nachweist. Wir werden deshalb die Funktion g := f x f genauer untersuchen.
Wegen f, f € C°(R) € LY(R) gilt g € LY(R )ﬂCO( )

— [ 10— ) gy dy = 1712
und auf Grund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

ol =| [ 1= T

Da g stetig und beschriinkt ist und h in L'(R) liegt, folgt mit dem Satz von
Lebesgue (Satz A1.8) fiir ¢ — 0+

=y dy| < 1@ =2 17112 = 1715

g% he(0) = / o(—y) hely)dy = / 9(—ey) h(y) dy

- / g0y dy = g(0).

Andererseits beweisen Lemma A2.5 und der Satz von Lebesgue die Konvergenz

g% h(0) = / H(c€) §(6) 36 — / §©)ae = |12

fiir € — 04. Also gilt || f]l2 = ||.f]|2 - =

Satz A2.9 Die Fourier-Transformation F auf L'(R™) N L*(R™) l4ft sich in ein-
deutiger Weise zu einer wieder mit F bezeichneten Abbildung

F:L*R") — LXR"), [ f=F(f)

auf L?(R™) fortsetzen. Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften:
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(1) F ist eine stetige, lineare und bijektive Abbildung. Ihre Inverse F~! ist eine
Fortsetzung der in Satz A2.6 benutzten Fourier-Ricktransformation.

(2) Fiir f,g € L*>(R™) gelten die Formeln
Iflle = Il (Satz von Plancherel)

/fﬁd:)? = /fEdS (Formel von Parseval).
(3) Fiir f € L*(R"™) gelten fiir R — oo
/ flx)e ™ de — f(€)
Br(0)
[ e~ s
Br(0)

im Sinne der L*-Konvergenz.

Beweis Sei f € L*(R") gegeben. Nach Satz A1.6 (v) gibt es eine Folge (fi) C
Cs°(R™), die bzgl. |||l2 gegen f konvergiert. Dann ist auch (f,) C L*(R") eine
Cauchy-Folge, denn mit Satz A2.8 gilt

1fi = fell2 = 1 fe — fella — O fiir b, € — oo

Da L*(R") nach Satz A1.6 (iv) vollstéindig ist, gibt es eine eindeutig bestimmte
Funktion f € L*(R"), so dass

fr — f in L*R") fiir k — oo

gilt. Aus || fill2 = || fxll2 folgen auBerdem || f||2 = ||f|l> sowie die Aussage, dass f
nicht von der zuvor ausgewéhlten Folge (fy) zur Approximation von f abhéngt.

Ist f € L*(R™) N L'(R"), so gibt es in Verallgemeinerung von Satz A1.6 (v)
sogar eine Folge (fy) C C§°(R"), die in der L*~ und in der L'-Norm gegen f
konvergiert (ohne Beweis). In diesem Fall konvergiert (f;) auch bzgl. der L>—
Norm gegen Frirn)(f) € C°(R™). Mit Satz A1.6 (iv) schlieBt man

f=Fri@n(f) ti.

Also ist die soeben konstruierte Fourier-Transformation eine Fortsetzung der
Fourier-Transformation von L'(R™).

Analog zu F auf L?(R") wird der Operator F~! auf L*(R") definiert. Insbe-
sondere gilt || F~1gll2 = ||g]|2 fiir alle g € L?(R").

Um die entscheidende Aussage, dass F~! die Fourier-Riicktransformation ist,
also F~1o F = id gilt, zu beweisen, betrachte man zu f € L?*(R") wieder eine
approximierende Folge (fi) C C§°(R™). Da der Fouriersche Umkehrsatz (Satz
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A2.6) auf fp angewandt werden kann, gilt f, = F ! o F fi, wobei fiir F und
F~! die soeben definierten Operatoren auf L?-Réumen benutzt werden diirfen.
Im Sinne der L?-Konvergenz folgt jetzt

f=lim fi = lim F(fi) = F}(lim fi) = F(f) = F Lo Ff.

Da analog F o F~! = id auf L*(R") gezeigt werden kann, ist F tatséchlich ein
Isomorphismus und eine Isometrie auf L*(R™).
Zum Beweis der Formel von Parseval benutzt man die elementare Identitét

Afg=|f+gl> = If — g +ilf +ig]* —i|f —ig|*.

Integration bzgl. x € R™ und der bereits bewiesene Satz von Plancherel liefern
dann die Gleichungskette

4/f§d:v = gl I — gl il gl —illf — g2

= |f+alls = IIf =gl +ill f +igllz — il f —igll3

- 4/f§d§.

Damit sind (1) und (2) bewiesen.

(3) Sei f € L*(R™) gegeben, und sei xr die charakteristische Funktion der
Kugel Bg(0) € R", d.h., xg(z) =1 fiir x € B,(0) und xg(z) = 0 sonst. Aufgrund
der Abschitzung

1/2 1/2
] de = / s@lde< ([ 1rpa)” / Lar) " < o0
Rn Br(0) Rn Br(0)

liegt fxgin L*(R™)NL?*(R"). Ferner liefert der Satz von Lebesgue die Konvergenz
fxr — f in L*(R") fiir R — oo,
woraus mit dem Satz von Plancherel

17 xr = fll2 = lfxe— fllo— 0 fir R — oo

folgt. Damit ist der Beweis der ersten Behauptung von (3) abgeschlossen. Der
zweite Teil wird genauso bewiesen. [ ]

A3 Fourier-Reihen

Das Ziel in der Theorie der Fourier-Reihen ist die Entwicklung von 2mw-perio-
dischen Funktionen in die Grundschwingungen sinx und cosx sowie die Ober-
schwingungen sinnx und cosnz, n > 2. Da sin Az und cos Ax Losungen der
gewoOhnlichen Differentialgleichung

u” + Nu =0
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sind, gestattet die Darstellung einer Funktion f als unendliche trigonometrische
Reihe
flz) = %4 Z(an cos nx + by, sin nx) (A3.1)
2 n=1

héufig die explizite Losung von gewohnlichen und partiellen Differentialgleichun-
gen.

Lemma A3.1 FEine Funktion f € C°|—x, 7| besitze die auf [—m,w| gleichmifSig
konvergente Reihendarstellung (A3.1). Dann gilt

1 s
a, = %/ f(z) cosnxdx, n >0, (A3.2)

sowie

b, = %/ f(x)sinnwrdx, n>1. (A3.3)

Beweis Integriert man f(z) coskx, k > 0, bzw. f(x) sinkz, k > 1, auf [—7, 7],
so diirfen wegen der gleichméfiigen Konvergenz in (A3.1) Integration und Reihen-
bildung vertauscht werden. Eine kleine Rechnung beweist die Orthogonalitdtsre-
lationen

L[ I 1, n=k
—/ cosnxcoskxd:c:—/ sinnxsinkxdxzémk::{’ "

TJ x T ) x 0, n#k’
1 [" . 1 /" 1 /™ .

— cosnx sinkrxdr =0, — cosnxdr = — sinnrdx =0

7T —Tr 7T —TT 7T —T

(A3.4)
fiir alle k,n > 1 sowie % ffﬂ 1dx = 1. Daraus folgen die Integraldarstellungen

von a, und b,. Insbesondere impliziert die Darstellung von ay den Faktor % vor
ap in (A3.1). u

Definition A3.2 Sei f € L!'(—7, 7). Dann heiflen die in Lemma A3.1 benutzten
Groflen a,, n > 0, und b,, n > 1, die Fourier-Koeffizienten, und die unendliche
Reihe in (A3.1) heiBt die Fourier-Reihe von f. Da fiir f € L'(—m,m) oder auch
f € C°l—m, 7] die punktweise oder sogar gleichmiiflige Konvergenz der Fourier-
Reihe i.a. nicht gesichert ist oder die Fourier-Reihe in einem Punkt z nicht gegen
»f(x)“ konvergiert, schreiben wir kurz

f(z) ~ % + Z(an cosnx + by, sinnx) ,

n=1

wenn die Fourier-Koeffizienten a,,, b, von f wie in Lemma A3.1 definiert sind.
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Um eine kiirzere Darstellung der Fourier-Reihe (A3.1) zu gewinnen, benutzen wir

die Formeln

1 . ) 1 . .
siny = —(e”? —e cosy = —=(e? +e 7).
iny 2Z( W W), y 2( " Y)

Damit 1a88t sich (A3.1) auch in der Form
f(z) = Z cre™”
k=—o00

mit ¢p = % und

1 1
Cp = i(ak - Zbk), C_ = §(ak + Zbk>7 k>1, (A35>

schreiben. Die (¢;) werden wieder Fourier-Koeffizienten von f genannt und nach
(A3.2) — (A3.3) aus

k= %/ f(xye ™*de, kelZ, (A3.6)

berechnet. Schlieflich vereinfachen sich die Orthogonalititsrelationen (A3.4) zu

1 s

= emxe—zkm dr = 6n,k )
2 J_,

Die komplexwertige Darstellung einer (u.U. komplexwertigen) Funktion f €
L' (—m, ) lautet also

fl@)~ ) et (A3.7)

mit den Fourier-Koeffizienten ¢, £ € Z, aus (A3.6). Mit Hilfe der einfachen
Formeln

ar = (Ck + C_k) , b= i(Ck + C_k) (A38)

gelangt man zur reellen Darstellung zuriick.

Satz A3.3 (Lemma von Riemann-Lebesgue) Fiir f € L'(—m, ) gilt
/ f(x)e " dx — 0 fiir |r| — oo.

Insbesondere konvergieren die Folgen (ci) fir |k| — oo und (ay,), (b,) firn — oo
gegen 0.
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Beweis Wir setzen f durch 0 zur Funktion f € LYR) fort und schreiben
I f)e ™ de = [; fx)e™ " do. Wegen e "H+7/T) — —e= gilt dann

r —irz _ 1 r —ire __ —ir(z+m/r)
/Rf(x)e dx 2/Rf(:c)(e e )dx
1 ~

= 5 [ (@) = o= D) as
— 0
fiir  — oo nach Satz A1.6 (vi) (Stetigkeit im L'-Mittel). ]
Lemma A3.4 Fiir f € L*(—n, ) bezeichne sy(x) die N-te Fourier-Partialsum-
me
N ‘ o &
sy(x) = Z cpe’t® = > + Z(an cos nx + by, sinnx) .
k=—N n=1
Dann gilt
1 ™
w(e) = 5= / F(#) Dz — t) dt (A3.9)

mit dem sog. Dirichlet-Kern

sin(N + 3)t

1
sin 2t

Dy (t)
Insbesondere ist Dy eine gerade, 2m-periodische Funktion mit der Eigenschaft

/OWDN(t)dt:ﬂ.

T T T
20+ 2N+1=21

2N+1=9

Abbildung A3.1: Der Dirichlet-Kern Dy fiir N =4 und N = 10
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Beweis Nach (A3.6) gilt

N
1 & I
w@zg/fMEyW”w
-m k=—N

wobei der Integralkern

. ikt iNt .- it\k ve L — €GN
Dy(t) = Y eM=e ™Y (e = e S
k=—N k=0
eit(N+1/2) _ ,—it(N+1/2) sin(N + %)t
- oil/2 _ o—it/2 - sin

ist. Offensichtlich ist Dy gerade und 2m-periodisch. Schlielich folgt fiir f = 1,
also sy = 1, die Integralbedingung fo7r Dy =m. ]

Wie Abbildung A3.1 zeigt, ist der Dirichlet-Kern fiir groles N eine stark
oszillierende Funktion. Zudem kann man zeigen, dass die L'-Normen || Dy||; auf
[—m, x| fir N — oo wie log N anwachsen. Deshalb lassen sich die Methoden,
mit denen fiir die Laplace-Gleichung die Annahme von Randwerten und fiir die
Wirmeleitungsgleichung die Annahme des Anfangswertes gezeigt werden, nicht
ohne weiteres auf die Konvergenzanalyse sy(z) — f(x) fiir N — oo iibertragen.

Satz A3.5 Sei f € L'(—m,7) in der Umgebung eines Punktes v € (—m, ) diffe-
renzierbar oder auch nur Holder-stetig, d.h., es gibt einen Exponenten o € (0, 1]
und ein € > 0, so dass

1f(t)— f()] <clt—t|* firalet,t' €z —e, x+¢]
gilt. Dann konvergiert die Fourier-Reihe in x gegen f(x), also
sy(z) — f(x) fir N — oco.

Beweis Nach Voraussetzung soll f in einer Umgebung [z — e, 2 + €], € > 0,
von x f.ii. mit einer in z differenzierbaren oder auf [z — ¢, x + ¢] Holder-stetigen
Funktion iibereinstimmen. Ohne Einschrankung werde diese Funktion wieder mit
f bezeichnet. Man beachte, dass nach dem Mittelwertsatz eine Funktion f &€
Cllxr — ¢, x + ¢] Holder-stetig mit jedem Exponenten « € (0, 1] ist. Ferner ist es
vorteilhaft, f 2m-periodisch auf R fortzusetzen, so dass (A3.9) auch in der Form

sn(z) = %/_ F(t+ 2) Dy (t) dt

geschrieben werden kann. Mit Lemma A3.4 folgt dann

™

sv@) = @) = 5 [ (e+2) = @) Da(o)de
=: % _::g(t) sin (N + %) t) dt
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mit

gty = Hr D) =St

e
sz

Nach Voraussetzung ist |f(t + z) — f(x)| < c[t|* fiir [t| < e, so dass wegen
[t/ sin(t/2)] < 7 die Funktion g auf [—¢,¢] durch die L'-Funktion cr|t|*~! ab-
geschétzt werden kann. Da ¢ auf [—m, —¢] und auf [e, 7] integrierbar ist, folgt
g € L'(—n, 7). Dann liefert das Lemma von Riemann-Lebesgue (Satz A3.3) die
Behauptung sy(z) — f(xz) — 0 fiir N — oo. n

Satz A3.5 gilt in abgewandelter Form, falls f in z eine Sprungunstetigkeit
hat.

Satz A3.6 Die Funktion f € L'(—m,7) sei unstetig in x € (—m,7), besitze
jedoch einseitige Grenzwerte

lim f(z —h).

- h—0+

flz+) = hlir&f(x +h) und f(x—)
Ferner sei f in x rechts- und linksseitig differenzierbar, d.h.,

f(z%) ;== lim %(f(a::i: h) — f(z+))

h—0+

existiere. Dann gilt
sw(w) = 5 (Fet) + flz-)) fir N = oo.

Beweis Nach Voraussetzung stimmt f in einer Umgebung von x f.ii. mit einer
Funktion iiberein, fiir die f(z4) und f’(z+) existieren. Analog zum Beweis von
Satz A3.5 gilt hier

1 K

(@) = 5 (74 + =) =5 [ gtysim( + e

mit der Funktion

g(t)zsi%-{

2

Wieder ist in einer kleinen Umgebung von ¢t = 0 die Funktion ¢(¢) auf Grund der
Voraussetzungen an f im Punkt z beschrinkt, so dass g € L'(—m, ) folgt. Dann
beweist das Lemma von Riemann-Lebesgue die Konvergenz von sy(z) gegen den
Mittelwert 1(f(z+)+ f(z—)). m
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.. . . . -1, <0

Beispiele A3.7 (1) Die Vorzeichenfunktion f(x) = sgnz =
+1, z>0

erfiillt die Voraussetzungen von Satz A3.6. Als Fourier-Koeffizienten berech-
net man ¢g = 0 und ¢, = = (e7*7 — 1), also

0, k gerade
cp = .
g %, k ungerade

Die Fourier-Reihe von f lautet deshalb

4 K sin(2n + 1)z
f(x)w%; 20+ 1

Nach Satz A3.6 konvergiert sy(z) = Z N /2 % gegen —1 fiir x €

(—m,0), gegen +1 fiir z € (0,7) und gegen O = 2(1 —1) fiir 2 = 0 (hier gilt
jedoch bereits sy(0) = 0 fiir alle N € N).

JWANAY!

05

-05

SIANYARA A

Abbildung A3.2: Die Fourier-Partialsummen sy, N = 3,9 und 19, zu f(z) = sgnx

n+1)a
Die Konvergenz der Fourier-Reihe 2 3> | Smgnnfl gegen f kann auf

dem gesamten Intervall [—m, 7] nicht glezchmaﬂzg sein, da andernfalls f als
Grenzwert einer gleichméflig konvergenten Funktionenfolge stetiger Funk-
tionen ebenfalls stetig sein miisste. Dagegen ist die Konvergenz in jedem
kompakten Intervall [—7 + ¢, —¢| und [e, 7 — €], € > 0, gleichmé&Big, s. Satz
A3.15.

Ferner fillt auf, dass die Fourier-Reihe von f eine reine sinus-Rethe ist:
da f ungerade bzgl. 0 ist, verschwinden alle Fourier-Koeffizienten ay, k € Nj.

Die Funktion f(z) = |z|, z € (=, 7), kann als stetige und stiickweise ste-
tig differenzierbare, 2m-periodische Funktion auf R fortgesetzt werden. Als
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Fourier-Koeffizienten berechnet man ¢y = 7
N 0, k gerade
C — _9
—%, k ungerade,

so dass die Fourier-Reihe
T 4 Z cos 2n + 1
2n + 1

der geraden Funktion |x| eine reine cosinus-Reihe ist. Wegen der quadratisch
abklingenden Koeffizienten (2k + 1)~2 konvergiert diese Reihe auf [—, 7]
gleichméfig gegen |z|.

Abbildung A3.3: Die Fourier-Partialsummen sy, N = 1 und 7, zu f(z) = |z|

In = = 0 erhélt man die Identitdt 0 =2 — 25> (2n+1)72, also

L
—(2n+1)2 87

Die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten ¢, konnte in diesem Beispiel
mit Hilfe einer partiellen Integration aus Teil (1) gewonnen werden: wegen
L \z| =sgnz, x #0, gilt fir k #0

L .
= —/ sgn ze” ' dy = —;z \x|e_”“” = ik¢y, .

Lemma A3.8 (1) Die Funktion f € C°(R) sei 2mw-periodisch und besitze ei-
e ,schwache Ableitung® f' € L'(—m, ) im folgenden Sinne: fiir jede 27 -
periodische Funktion ¢ € C*(R) sei die partielle Integration

/_: fo'dr = —/_7; flodx (A3.10)
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erlaubt. Bezeichnen (ci) bzw. (¢),) die Fourier-Koeffizienten von f bzw. von
1, gilt
¢, =tkcy, k€eZ.

(2) Fir eine 2m-periodische C™-Funktion, m > 0, klingen die Fourier-
Koeffizienten wie o(|k|™™) fir k — doo ab. Insbesondere konvergiert die
Fourier-Reihe punktweise in [—m, 7] gegen f, falls m > 1 ist, und sogar
gleichmapfig, falls m > 2 ist.

Beweis
(1) folgt mit ¢(z) = e~ aus einer partiellen Integration.

(2) Ist f € C™(R) 2m-periodisch, gilt c,(j”) = (ik)™¢y, fiir die Fourier-Koeffizienten
(c,(cm)) von f(™ wenn (c) die Fourier-Koeffizienten von f bezeichnet. Da
nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue |c](€m)| — 0 fiir £k — +o0, folgt
lek] = o(lk|™™). Ist m > 1, konvergiert die Fourier-Reihe nach Satz A3.5
punktweise in [—7, 7] gegen f. Im Fall m > 2 ist diese Konvergenz wegen
lcx| = o(|k|?) sogar gleichmiBig. ]

Ein typisches Beispiel einer Funktion mit ,,schwacher L!-Ableitung ist eine
stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktion f auf [—7, 7] mit f(—7) =
f(m). In diesem Fall ist f’ eine stiickweise stetige Funktion mit endlich vielen
Sprungstellen.

Eine einheitliche und elegante Konvergenzanalyse von Fourier-Reihen ist im
Rahmen von Funktionen im Raum L?*(—m,7) moglich, fiir die es eine bijektive
Beziehung zur Menge aller quadratsummierbaren Folgen (¢;), d.h. Y 70 |ei|* <
00, der Fourier-Koeffizienten gibt, s. Satz A3.14. Zur Analysis (komplexwertiger)
L?-Funktionen ist es hilfreich, neben der L?>-Norm ||-||o das Skalarprodukt

(f,9) / ft)gt)dt fir f,g € L*(—m, ) (A3.11)

zu benutzen, fiir das definitionsgemafl

(0= [ 1f0Pd = 113
gilt. Man beachte, dass das Integral in (A3.11) nach der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz fiir alle f,g € L?*(—n, ) existiert. Bekanntlich hat das Skalarprodukt
(-,-) die folgenden Eigenschaften (f,g,h € L?*(—n, ), A € C):

> 0 und (f,f)=0« f=0 (inL*(-m,m))

=( ) ( h% (fig+h)=(f,9)+(f;n)  (A3.12)
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Definition A3.9 Eine Folge (¢,)nez von Funktionen in L?(—m,m) heifit Or-
thogonalsystem in L*(—m,7), kurz: OGS, falls fiir das Skalarprodukt (-,-) auf
L*(—m, )

g = [ lpaDit=0  firalenzm,

(Pnsn) = ||S0n||% >0 fir allen € Z

gilt. Falls sogar die Normierungsbedingung ||¢,|l2 = 1 fiir alle n € Z erfiillt ist,
heifit (¢,) ein Orthonormalsystem, kurz: ONS.

Beispiele A3.10 (1) {¢,(t) = ¢™, n € Z} definiert ein OGS. Wegen ||p,]|5 =

2m ist {7 : n € Z} ein ONS auf L*(—m, ).

(2) {cosnt:n e Ny} U{sinnt : n € N} ist ein OGS. Dagegen ist {5=; C‘ij;t 'n €
N}uU {&\/2_’: :n € N} ein ONS.

Satz A3.11 Sei (pn)nez ein Orthogonalsystem auf L*(—m,m), und sei [ €
L*(—m,7) gegeben. Dann wird fiir jedes N € N das Minimum der sog. L*-Best-
approximation

En=|f- Z Enonlls  mit beliebigen k, € C

In|<N

von f durch die Fourier-Koeffizienten

1
Fin = Cn = 5 (f #n) (A3.14)
lnll3
angenommen. Der minimale Fehler min{Ey : k, € C, |n| < N} ist
2
1= 32 cogn, = 113 = D tenl® licall3- (A3.15)
[n|<N In|<N

Beweis Fiir die Approximierende sy =, -y knipp gilt mit (A3.11) die Fehler-
darstellung -

En = |If —snllz=(f —sn, [ —5sn)
= (f.f) —2Re(f,sn) + (sn,5n)
= [IfI3=2Re > En(fron) + Y |kl lonll3

In|<N In|<N

(da () ein OGS ist)

= 113+ D (kal® = 2ReFnca) lall3  (mit (A3.14))

In|<N

= 15+ Y k=l llonlls = D leal® lpall3-

[n|<N n|<N
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Der Fehler Ey wird also minimal fiir k, = ¢,, |n| < N; fir diese Wahl gilt
(A3.15). -

Korollar A3.12 Sei (p,,) ein OGS auf L*(—7,7), und sei f € L*(—n, 7). Dann
gilt die Besselsche Ungleichung

D leal liealls < 115 (A3.16)

In|<N
Insbesondere gelten fiir die Fourier-Koeffizienten aus (A3.2), (A3.3) und (A3.6)
die Ungleichungen

[e.e]

1 s

2 -~ 2
> el < 5 [ P,
k=—o00
@ N0 L[ 2
Z D) < — [ Pt
k=1 -
Beweis Die Besselsche Ungleichung folgt sofort aus (A3.15). |

Satz A3.13 Die Funktion f € C°(R) sei 2m-periodisch und besitze eine schwache
Ableitung f', s. Lemma A3.8, in L*(—m, 7). Dann konvergiert die Fourier-Reihe
von [ gleichmdflig auf [—m, 7] gegen f.

Beweis Da [’ € L*(—m,m) in L'(—m,m) liegt, gilt nach Lemma A3.8 fiir die
Fourier-Koeffizienten ¢, = ¢, (f) und ¢, = cx(f’)

1
lex| = T |c,|  fiir alle k # 0.

Fiir die Fourier-Partialsumme sy(2) = > <y Ck e*® von f folgt daraus fiir 0 <
N < M und fir « € [—m, 7] die Abschétzung

, 1
|sar (@) — sy-1(z)| = ) > 6””‘ < > ] il -
N<|k|<M N<|k|<M
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und Korollar A3.12 erhilt man dann

1\1/2 , & 1/2 1 1\1/2
I =svle = (2 =) (X lal) =B Y )
k=—00

N<|kISM N<|k|<M

Da Y77 75 < 0o ist, ist (sn)52, eine Cauchy-Folge in C°[—m, 7] und konvergiert
gleichméBig auf [—m, 7| gegen eine stetige Grenzfunktion f.

Um f = f zu zeigen, reicht es, nach Satz A3.5 die punktweise Holder-Stetigkeit
von f zu beweisen. Dazu betrachte man fiir beliebige Punkte —7m < 21 < 2o < 7
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stetige, stiickweise lineare Funktionen ¢ mit ¢(x) = 1 in [z, 2], ¢(x) = 0 fiir
r <zy—eund fiir ¥ > §+¢, € > 0 geniigend klein. Aus der Formel zur partiellen
Integration (A3.10), in der auch ¢ als Testfunktion benutzt werden darf, folgt

Tro+te 1 1 1 Tote
—/ f’apdt:—/ fdt——/ Fdt.
xr1—¢€ € Tr1—¢€ € T2

Da f stetig ist, gilt im Grenzfall e — 0+

_/fo,dth(«Tl)—f(f'fz)

und folglich mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
B 1/2 "z ) V2
o) = )| < [ Ar@lde < foa— o ([ 1r@Pa) "

Auf Grund der Periodizitdt von f erhélt man die gleiche Holder-Abschatzung
|f(z1) — f(x2)] < ||f'l|2 |w2 — 21|"/? auch fiir 21 = —7 bzw. 25 = 4. ]

|
|
|
|
!
|
|
|
|
!
|
|
|
|
T T
Xr1—¢€ X

Abbildung A3.4: Die Testfunktion ¢

Satz A3.14 (1) Fir jede L*(—m,)-Funktion f konvergiert die Fourier-Parti-
alsumme sy in der L>-Norm gegen f. Ferner gilt

> 1
Z ek = o 17115 (A3.17)

k=—00

(2) Fiir jede Folge (ci)rez komplezer Zahlen mit > - |ck|* < oo gibt es genau
eine Funktion f € L?*(—m,7), so dass (c) die Fourier-Koeffizienten von f
sind.

Beweis
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(1)

Sei f € L*(—m,m), € > 0, und sei g eine 2m-periodische C'-Funktion mit
|f —gll2 <5, s. Satz A1.6 (v) mit Q = (—n, 7). Nach Satz A3.13 gibt es ein
N € N mit

€
lg = su(9)ll2 < V2 llg = sulg)llec < 5 fiirallen = N.

Ferner gilt fiir die Fourier-Partialsummen s,(f) und s,(g) nach (A3.12),
(A3.13)

Isn(F) = su(@E = lsalf = )3 = || D e/ = )

[k <n
= D lalf = 9P lleells < If = gli3,

Jk|<n

wobei ¢,(f — g) den k-ten Fourier-Koeffizienten von f — g bezeichnet. Zu-
sammengefasst erhélt man die Abschétzung

1 = salDl2 < 1 = gllz+llg = su(@l2 + l15a(9) = 5a(F)]l2
< 2ff—gla+
< ¢ fiurallen>N.

Schliefflich gilt nach Satz A3.11 und dem zuvor bewiesenen Teil

115 = D lexl? llorlls = ILf = sa(HII5 — 0
|k|<n
fiir n — oo; damit ist auch (A3.17) bewiesen.

Es gelte Y |cx|> < oo. Dann geniigen die Partialsummen sy(x) =
D k< Gk €% nach (A3.12), (A3.13) fiir 0 < N < M der L*-Abschitzung

. 2
lsar = swald=|| D0 e

N<[|k|<M N<[|k|<M

Folglich ist (sx)3_, eine Cauchy-Folge in L?(—m, 7), und nach Satz A1.6 (iv)
gibt es ein f € L*(—m,7) mit ||f — syll2 — 0 fiir N — oo. Aus dieser L*-
und somit auch L'-Konvergenz folgt fiir jedes k € N

1 [ : 1 (7 ,
%/ f(x)e ™ dr = lim —/ sy(z)e ™  de = ¢ . m

N—oo 271‘ -

Anschlieflend soll noch die Frage der gleichméfigen Konvergenz auf Teilinter-

vallen von (—7, ) beantwortet werden, vgl. Beispiel A3.7 (2).
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Satz A3.15 Die Funktion f € L*(—x, ) stimme auf dem offenen Intervall (xo—
g, %9 +¢€) C (—m,m) mit einer C*-Funktion iiberein. Dann konvergiert die Folge
der Fourier-Partialsummen sy auf jedem kompakten Teilintervall [xg— 6, xo+ 6],
0<d<e, von (xg— e, zg+¢) gleichmdfiig gegen f.

Beweis Wir wihlen eine Abschneidefunktion ¢ € C§°(zg — €, g + €) mit
o) = 1in [xg — &, 29 + 0], § < & < ¢, so dass fip als eine C''-Funktion
auf (—m, ) betrachtet werden kann. Nach Satz A3.13 konvergiert die Folge der
Fourier-Partialsummen (sy(f¢)), gleichmiBig auf [—m, 7] gegen fo, also auf
[zg — 9, xo + 6] gleichméBig gegen f. Folglich bleibt zu zeigen, dass die Folge der
Fourier-Partialsummen (sy (f(1—¢))) v gleichméBig auf [zo — d, 7o + 0] gegen 0
konvergiert. Mit den Abkiirzungen g = f(1—¢) und r = N —l—% gilt nach Lemma
A3.4

sv(g)(z) = —/ (t + ) Dy(t) dt

t
= / 7( + ) sinrt dt
o o sm s

1 ™
= —/ g(t'—l—z) (sinrt—sinr(thz)) dt
. r

t

4 sin 5
1 (7 t t+x—12

= —/ (g(,_l_f) _g( . T’)> sinrtdt.
4 sin 5 sin%ﬁ

Da g auf [zg — &', xo + '] verschwindet, gilt auch fiir jedes x € [xg — 0, xo + 0]

hot) = SEED o g < o — 5

S1n D)

ferner ist h, € L'(—m, 7). Deshalb konvergiert

svlo@l < 5= [ [y =nate =] a
< C/‘ (t+ ) Q+x—gwﬁ

1 1

t—m/r
2

dt

+ gt +o-T)
¢ te[n, ] 9 v r

St .
S1n =
[1]>(5'—8) /2 2 s

gleichméBig bzgl. x € [xg — 6, o + 0] nach Satz A1.6 (vi) fir r — oo gegen 0. m



