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Analysis 1l — Gewdhnliche
Differentialgleichungen

6. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)
Gegeben sei das System 1. Ordnung

2'(t) = a(y(t) —x(t)),
y(t) = bat) —y(t) — x(t)=(t),
() = w()y(t) —ez(1),

fiir £ > 0, wobei a,c¢ > 0 und 0 < b < 1 Konstanten sind.

(a) Zeigen Sie, dass (0,0,0) ein kritischer Punkt des Systems ist.

)
(b)
)
)

Geben Sie die Linearisierung im kritischen Punkt (0,0, 0) an.

Was lésst sich {iber das Stabilitdtsverhalten der Nulllosung aussagen?

(c
(d) Was lésst sich im Fall b = 1 mit Hilfe der linearisierten Stabilitdt iber das Stabilitéts-
verhalten der Nulllésung aussagen?

LOSUNG: Wir setzen u = (z,y,2)T und f(z,y,2) = (a(y — x),bxr — y — z2, 2y — cz)T und somit

(
lasst sich das autonome System in der Form '(¢) = f(u(t)) schreiben.

(a) Es gilt £(0,0,0) = (0,0,0) und somit ist (0,0,0) ein kritischer Punkt des Systems.

(b) Es gilt —a a 0
Df(x,y,z) = ( b—z -1 —x ) .

Y r —c

Wie im Skript Kapitel IV setzen wir g(u) = f(u) — D f(0,0,0)u und

—a a 0
A=Df(0,0,0) = b -1 0
0 0 -—c

und erhalten somit als Linearisierung im Punkt (0, 0,0) die Gleichung v’ = f(u) = Au+g(u).
(c) Das charakteristische Polynom von A ist p(A) = (—c — A) (A2 + (a + 1)\ + a — ab). Als
Eigenwerte erhélt man Ay = —c und Ay3 = 3 (—a —1x+/(a—1)2+ 4ab>. Fiir b < 1 sind

alle Eigenwerte reell und negativ. Aus dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt (Kapitel IV,
Theorem 1.3) folgt, dass der Punkt (0,0,0) (d.h. die Nullldsung) asymptotisch stabil ist.

(d) Fiir b = 1 sind ebenfalls alle Eigenwerte reell, allerdings sind zwei Eigenwerte negativ und
ein Eigenwert 0. Das Prinzip der linearisierten Stabilitéit macht in diesem Fall keine Aussage.



(G 2)
Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die folgenden Differentialgleichungen:
(i) ¥"(t) —4y/(t) +4y(t) =0, t=0, (i) y"(t) = 2y"(t) + 2/(t) —y(t) =0, =0

LOSUNG: (i) Das charakteristische Polynom ist A(\) = A% — 4\ +4 = (A —2)%. Es hat \; = 2
als Nullstelle mit Vielfachheit 2. Nach Kapitel I1I, Satz 5.3 bilden

¢1(t) = ™, 2(t) = te*
ein Fundamentalsystem.

(ii) Hier ist A(\) = A3 —2X\2 42X\ —1 = (A —1)(A\2 — A+ 1). Daher sind die Nullstellen von A()\)

gegeben durch
14+ /3i 1—+/3i
5 A3 = 5

M=1, d=

Somit ist
pir(t)=c',  go(t) =M, ga(t) =M

ein Fundamentalsystem. Um ein reelles Fundamentalsystem zu bestimmen, definiere

i) = ¢u(t)

Valt) = 2(0a(0) +0a(0) = & (eHHF L HPFY) = bt aos 2y
Ualt) = 2(6a(t) — dal0) = esin Lot

Da 35 (1 1 invertierbar ist, und v ) — 21 41 b ) ist auch 1,190,153 ein
Fundamentalsystem.

(G 3)

Es sei A € C™*". Zeigen Sie:

(a) Aus der Stabiltat der Nulllosung des Systems y/(t) = Ay(t) folgt im Allgemeinen nicht
die Attraktivitat der Nulllésung.

(b) Ist die Nulllosung des Systems y'(t) = Ay(t) attraktiv, so ist sie stets auch stabil,
damit also asymptotisch stabil.

Bemerkung: Im Allgmeinen folgt aus der Attraktivitat einer Losung nicht die Stabilitét

der Losung.
0 -1
A_<1 : >

Die Eigenwerte von A sind +i. Das Phasenpotrait des Systems 3y = Ay ist ein Wir-
bel/Zentrum. Man erkennt sofort, dass die Nulllésung stabil, aber nicht attraktiv ist.

LosunaG: (a) Wir betrachten

(b) Wir nehmen an, die Nulllésung ist attraktiv, d.h. nach der Definition (Kapitel III, Definition

4.6) existiert ein § > 0, so dass fiir alle Losungen u(t) = 4z von

{x’(t) = Ax(t),
z(0) = m,

mit |zg| < 0 gilt:
lim |u(t)| = lim || = 0.
t—o0 t—o0



Insbesondere koénnen wir also xg = g - ¢; setzen, wobei e; den i-ten Einheitsvektor des R™
bezeichnet, und wir erhalten

6- tA
= lim Je(e;)| = 0,

d.h. die Norm der n-Spalten von e‘4 konvergieren alle gegen 0 fiir t — oo. Also folgt ins-
besondere, lim; .o ||e*4|| = 0, d.h. die Matrixnorm von e geht gegen 0 fiir t — oco. Diese
Beobachtung zusammen mit der Stetigkeit von ¢ — e'4 garantieren nun die Existenz einer
Konstante M, so dass ||e*|| < M fiir alle ¢ > 0.

Sei nun ¢ > 0 vorgegeben. Um die Stabilitdt der Nulllssung zu beweisen, muss gezeigt wer-

den, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir alle Losungen z(t) = e*4wq von

{w’(t) = Aw(t),

w(0) = w,
mit |wo| < & gilt:
|2(t)] = |eMwo| <e  t>0.

Setzen wir nun § = 17> dann erhalten wir
"o < [|e" | |wo| < Mwol| < e

fiir alle |wg| < 6 und somit haben wir die Stabilitéit der Nulllssung gezeigt.

Hausiibungen

(H 1)
Wir betrachten die folgenden beiden Systeme nichtlinearer Differentialgleichungen
0 {f@>= O DR {xw>=:—mw—ﬁ@x
y(t) = =) +y°(1), yt) = x(t) —y*(1),
fur t > 0.

(a) Zeigen Sie, dass beide Systeme (0,0) als einzigen kritischen Punkt haben.

(b) Zeigen Sie, dass eine Linearisierung im kritischen Punkt (0,0) jeweils auf das lineare
System

fiihrt.

(c¢) Geben Sie das Phasenpotrait fiir System (iii) an? Was lésst sich iiber das Stabilitéts-
verhalten der Nulllésung von System (iii) aussagen?

(d) Was ldsst sich iiber das Stabilitdtsverhalten der Nulllésungen der Systeme (i) und
(ii) aussagen? Betrachten Sie dazu, die Funktion r(t) := /22(t) + y%(¢), die den Ab-
stand des Punktes (x(t), y(t)) zum Nullpunkt misst. Steht das Stabilitdtsverhalten der
Nulllésungen im Widerspruch zum Prinzip der linearisierten Stabilitdt (Kapitel IV,
Theorem 1.3)?

LosuNG: Mit z(t) = (z(t),y(t))" und f(z,y) = (~y+2°,2+y°)" baw. h(z,y) = (~y—2®,2—y*)"
lassen sich die beiden Systeme (i) und (ii) in der Form 2/(t) = f(2(¢)) bzw. 2/(t) = h(z(t))
schreiben.

(a) Die kritischen Punkte von f bzw. h sind alle (z,y) mit f(z,y) = 0 bzw. h(x,y) = 0. Man
sieht recht leicht, dass in beiden Féllen (0,0) der einzige kritische Punkt ist.



(b) Es gilt
322 1 -3z -1
D= () p) wa b= (3 ).

Insbsondere ist also

1 0

Wie im Skript Kapitel IV beschrieben, sind die Systeme (i) und (ii) Storungen des linearen
Systems (iii) gegeben dur z/(t) = Az(t).

A:=Df(0,0) = Dh(0,0) = < 0 -1 )

(c) Die Matrix A hat die Eigenwerte \; 5 = +i. Somit ist das Phasenpotrait ein Wirbel/Zentrum
(vgl. Vorlesung). Die Nulllosung ist stabil (vgl. Kapitel III, Bemerkung 4.7 und Satz 4.8).

(d) Wir betrachten die Funktion r(t) := /22(t) + y2(¢), die den Abstand des Punktes (z(t), y(t))
zum Nullpunkt misst. Fiir System (i) gilt dann
oy = SO0+ OV _ a0+

20+ VR0 A0
fiir (z(t),y(t)) # (0,0). Dies bedeutet, dass mit zunehmender Zeit der Abstand von (z(t), y(t))
zum Nullpunkt stets grofer wird. Also laufen die Orbits von (0,0) weg, d.h. die Nulllosung
ist instabil. Fiir System (ii) gilt
() = z(t)'(t) +y()y' () _ —(z*(t) + ¥ ()

z2(t) + y*(t) z2(t) + y*(t)
fiir (x(t),y(t)) # (0,0). Also laufen die Orbits in (0,0) hinein, d.h. die Nulllésung ist asym-
ptotisch stabil.
Obwohl beide Systeme (i) und (ii) die selbe Linearisierung im Punkt (0,0) besitzen, zeigen
die Nulllésungen ein unterschiedliches Stabilitdtsverhalten. Dies ist kein Widerspruch zum
Prinzip der linearisierten Stabilitdt (Kapitel IV, Theorem 1.3), da dieses Theorem keine
Aussage fiir die Eigenwerte 43 trifft.

(H 2)
Betrachten Sie das System
) = 2(x(t) +yt) — 2()y(t) — 22(1)),

y(t) = —22(t) —y(t) —z()y(t),
() = 2(t) - 2(),

fiir ¢ > 0 und bestimmen Sie das Stabilitdtsverhalten der Nulllésung.

LOSUNG: Wir schreiben u = (z,y, 2)T und

2(x(t) +y(t) — 2(t)y(t) — 2%(t))
[z, 2) = —2z(t) —y(t) —z()y(?)
x(t) — z(t)

Da f(0,0,0) = (0,0,0) gilt, ist (0,0,0) ein kritischer Punkt des Systems v’ = f(u). Es gilt

2 2 0
Df(0,0,0)=| 0 —1 -2
1 0 -1

und das zugehorige charakteristische Polynom ist gegeben durch
PN =2-N1+N2—4d=—-N=31+2)=—-A—-1)*)(\+2).

Daraus kann man ablesen, dass A = 1 ein Eigenwert von D f(0,0,0) ist und somit folgt aus dem
Prinzip der linearisierten Stabilitét (Kapitel IV, Theorem 1.3), dass die Nulllssung instabil ist.



(H 3) (Mathematisches Pendel mit Reibung)

Im Skript, Kapitel IV wird die Gleichung des mathematischen Pendels ohne Reibung dis-
kutiert. Die Gleichung des mathematischen Pendels mit Reibung lautet

u'(t) +eu'(t) +sinu(t) =0, t>0,

wobei € > 0 gilt.

(a) Uberfiihren Sie diese Gleichung in das zugehorige System 1. Ordnung v'(t) = f(v(t)).
(b) Bestimmen Sie die kritischen Punkte des Systems v'(¢) = f(v(t)).

(¢) Bestimmen Sie das Stabilitdtsverhalten der kritischen Punkte.

LOSUNG: (a) Wir setzen v = (u,u/)T und f(x,y) = (y, —ey — sinz)T. Das zugehorige System 1.

Ordnung lautet nun
u ) u
/ o _ _
vit) = < u ) o < —eu/ —sinu > = /().

(b) Die kritischen Punkte von f, d.h. die Punkte (x,y) mit f(z,y) =0, sind (kx,0) fiir k € Z.

(c) Es gilt
0 1
Df(x7y)<—COSIL' _€>7
sowie
0 . 0 1 .
Df(km,0) = < 1 ) fiir k gerade, und Df(km,0)= < 1 e ) fiir £ ungerade.

Wir bestimmen zunéchst das Stabiltdtsverhalten der kritischen Punkte (k,0) fiir k& gerade:
Das charakteristische Polynom von Df(km,0) ist durch pi(A) = A% + e\ + 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhélt man

2
Al/gz—gi c y 1
Wir unterscheiden nun zwei Félle.
Fall 1: ¢ < 2.
In diesem Fall ist 2 —4 < 0, d.h. 4/ 524_4 € iR . Also gilt ReA; = ReAy = —§ < 0. Nach dem

Prinzip der linearisierten Stabilitédt (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die kritischen Punkte
(km,0) fir k gerade asymptotisch stabil.

Fall 2: ¢ > 2.

In diesem Fall ist 4/ a24_4 € R und es gilt 4/ 824_4 < \/% = 5. Die beiden Eigenwerte Ay,
sind reell und negativ. Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitidt (Kapitel IV, Theorem
1.3) sind die kritischen Punkte (k7,0) fiir & gerade asymptotisch stabil.

Nun bestimmen wir das Stabiltétsverhalten der kritischen Punkte (kw,0) fir k& ungerade:
Das charakteristische Polynom von D f(km,0) ist durch pa(A) = A2 + &) — 1 gegeben. Als
Eigenwerte erhéilt man

£ e2+4

)\1/2:_§i 4 .

Es gilt 522’4 > \/% = 5. Somit liegt jewils ein positiver und ein negativer Eigenwert vor.
Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitét (Kapitel IV, Theorem 1.3) sind die Punkte
(km,0) fiir k£ ungerade instabil.



