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Analysis 1l — Gewohnliche
Differentialgleichungen

5. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) (Lineare DGLen mit konstanten Koeffizienten)

(a) Bestimmen Sie jeweils ein Fundamentalsystem fiir die folgenden Differentialgleichungs-

systeme:
yi(t) = wi(t) + ya(t), ,
L4 ow(t) = wl), 0. L ¥ = () —wa(®),
zg(t) = gyg(t), {92(75) = 4y (t) — 3ya(t).

(b) Ist die Nulllésung jeweils stabil, instabil oder asymptotisch stabil?

LOsSUNG: (a) Wir schreiben die beiden Differentialgleichungssysteme in der Form y/(t) = Ay(t),
wobei A die entsprechende 3 x 3 bzw. 2 x 2 Matrix ist. Nach Kapitel III, Theorem 3.3
bilden die Spalten von e/ ein Fundamentalsystem. Somit muss in beiden Fillen gerade die
Exponential-Matrix ¢4 bestimmt werden.

1. In diesem Fall ist

tA

Da A bereits in Jordan-Normalform vorliegt, kann man e** wie im Skript beschrieben be-

rechnen und erhélt
et tet 0
el = 0 e 0 .
0 0 e*

1 -1
A= ( Lo > |
Das charakteristische Polynom ist det(A — Ad) = (1 —A)(=3 — A) +4 = (A + 1) und somit
ist A\; = —1 der einzige Eigenwert. Als zugehorigen Eigenvektor kann man z.B. vy = (1,2)T

wéhlen. Den Hauptvektor vy berechnen wir als Losung der Gleichung (A + Id)ve = v1 und
erhalten vy = (1,1)T . Mit der Transformationsmatrix

(1))

—1 L, (-1 1
S AS-J-( . _1>.

2. Hier ist nun

erhalten wir nun



Die Matrix-Exponentialfunktion lédsst sich nun leicht berechnen:

_ 11 et tet -1 1 _ 142t —t
tA __ tJ 1 _ — t
¢ =5ens _<2 1)(0 e—t><2 —1)‘6 ( at 1—2t>'

Es reicht auch aus
_ 1 1+¢
tAa _  —t
cro=c (2 1+2t>

zu berechnen, da dies ebenfalls ein Fundamentalsystem bildet.

(b) Die Matrix A in 1. hat Eigenwerte 1 und 2. Nach dem Satz aus der Vorlesung ist die
Nullldsung instabil. Die Matrix A in 2. hat den Eigenwert —1. Nach dem Satz aus der
Vorlesung ist die Nulllésung asymptotisch stabil.

(G 2) (Phasenbilder)
Skizzieren Sie das Phasenbild des Systems

{ vi(t) = —yi(t) + (a+ Dya(t),
yo(t) = (a—1)ya(t),
fiir die Parameterwerte « = —1 und o = 0.

LOsuNG: Wir schreiben das System in der Form y'(t) = A(a)y(t) mit

aw=(5 ath)

Im Fall @« = —1 haben wir die Diagonalmatrix
-1 0
Al=1) = ( 0 -2 )
mit den zwei negativen Eigenwerten Ay = —1 und A2 = —2. Die allgemeine Losung der Gleichung
—t
y'(t) = A(—1)y(t) ist also durch z(t) = < 061:,% ) fiir ¢1,c2 € R gegeben. Bei dem Phasenbild
2

handelt es sich somit um einen stabilen Knoten (vgl. Phasenbild (b) aus der Vorlesung). Bei der
Skizze ist allerdings zu beachten, dass im Vergleich mit der Darstellung in der Vorlesung die beiden
Koordinatenachsen zu vertauschen sind, da hier \; > Ag gilt (in der Vorlesung wurde Ay > )\;

angenommen).
Im Fall a = 0 liegt die Matrix
-1 1
ao=(3 1)

in Jordan-Normalform mit einfachem Eingenwert A = —1 vor. Die allgemeine Loésung von y/(t) =
—t —t
A(—=1)y(t) ist also durch z(t) = ( e C—Z_cfte > fiir ¢1,c2 € R gegeben. Das Phasenbild
2

entspricht dem Bild (k) aus der Vorlesung.

(G 3) (Stabilitét)

Es sei A € C"". Zeigen Sie: Ist die Nulllosung des Systems y' = Ay stabil (instabil,
asymptotisch stabil), so ist jede Losung des Systems stabil (instabil, asymptotisch stabil).



LosunG: Behauptung: Nulllosung ist stabil = jede Losung ist stabil.

Beweis: Sei y eine Losung des Systems 3’ = Ay und yo = y(0) der zugehorige Anfangswert. Dann
gilt y(t) = ety fir alle t > 0. Sei nun € > 0 vorgegeben. Da die Nulllssung stabil ist, gibt es
dann ein 6 > 0, so dass fiir alle Anfangswerte o € C" mit ||zo|| < 0 fiir die zugehorige Losung
x(t) = e gilt ||z(t) — 0] = ||=(t)|| < e fiir alle ¢ > 0.

Ist nun o ein Startwert mit ||fo — yo| < J, so gilt fiir die zugehérige Losung §(t) = et4go die
Ungleichung

15(t) =y = lle"*go — eyl = lle“(Go — yo) |l < e,
da 7o — yo nahe genug bei Null liegt und die Nulllésung stabil ist.

Also ist y eine stabile Losung,.

Behauptung: Nulllésung ist instabil = jede Losung ist instabil.

Beweis: Sei 3y = et4yq eine Losung des Systems mit yo = y(0) und wir nehmen wir an, diese wiire
stabil. Dann existiert zu vorgegebenem £ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle Anfangswerte zy mit
lzo — ol < 6 gilt ||z(t) —y(t)|| < e fiir alle t > 0, wobei z(t) = e!4zq die Losung zum Anfangswert
T ist.

Sei nun ug € C™ mit |lup|| < & gegeben und sei u(t) = e?4uq die zugehorige Losung des Systems.
Dann gilt
lu(t) = 0l = [l (yo +uo — yo) || = lly(t) — e (o +uo)|

Nun ist zg := yo + ug wegen
lzo — ol = [lyo + w0 — yoll = |luol| <9

ein zuldssiges xg in obiger Betrachtung.

Also gilt mit der angenommenen Stabilitdt der Losung y

A
lu@®)]l = ly(t) — eaoll = lly(t) — 2(8)]| <<
und damit ist auch die Nulllésung stabil, im Widerspruch zur Voraussetzung. Die Lésung y kann
also nicht stabil gewesen sein.
Behauptung: Nulllésung ist asymptotisch stabil = jede Losung ist asymptotisch stabil.

Beweis: Sei y eine Losung des Systems 3’ = Ay und yg = y(0) der zugehorige Anfangswert. Dann
ist nach dem vorletzten Beweis y eine stabile Losung, da die Nulllosung nach Voraussetzung stabil
ist.

Sei nun € > 0. Dann gibt es dank der asymptotischen Stabilitéit der Nullldsung ein § > 0, so dass

fiir alle Anfangswerte 2o € C™ mit ||xo|| < ¢ die zugehorige Losung z(t) = e*4xg

Jim [la(t) — 0] = Jim [Jz ()] = 0

erfiillt.

Wiéhlen wir nun einen Anfangswert o € C" mit ||yo — 9o|| < 6§, so bekommen wir damit fiir die
zugehorige Losung g(t), t > 0,

y(t) — 4(t) = eyo — o = (o — 7o),

d.h. z(t) := y(t) — g(t) ist die Losung zum Startwert xg := yo — go. Da fiir diesen aber ||xg|| =
llyo — Bo|| < § gilt, haben wir (s.o.)

Jim () = g(@)|| = lim [le"}(yo — o) || = lim [l=(t)[| = 0.

Anders ausgedriickt: die Losung y ist asymptotisch stabil.



Hausiibungen

(H1) (Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)

Bestimmen Sie die Losung des folgenden inhomogenen Differentialgleichungssystems

{ yi(t) = —4yi(t) + 3ya(t) + €,
Yo(t) = —10yi(t) + Tya(t) + ¢,

mit der Anfangsbedingung y;(0) = y2(0) = 1.

LoOsuNG: Wir schreiben das System in der Form y'(t) = Ay(t) + b(t), wobei

A:(__140§) und b(t):(ett>.

Wir bestimmen zunéchst die Losung fiir das homogene Problem. Dazu bestimmen wir die Eigen-
werte und Eigenvektoren der Matrix A. Das charakteristische Polynom von A ist det(A — A\Id) =
A2—3X+2. Als Eigenwerte erhalten wir also \; = 1 und Ay = 2, mit den zugehorigen Eigenvektoren
v = (3,5)T und vy = (1,2)T. Mit der Transformationsmatrix

(1)

e (100
SAS_D_(O2).

Die Matrix-Exponentialfunktion ldsst sich nun leicht berechnen:
A _ gutDg-1_ (31 e 0 2 -1\ [ 6el—5e* 3¢ — 3¢t
- S \5 2 0 e* -5 3 )\ 10e' —10e* 6e* —5e! )
Somit ist die homogene Losung gegeben durch

Ynom (1) = 4t (1,1)7T.

Nun bestimmen wir eine spezielle Losung mittels Variation der Konstanten:

erhalten wir nun

t 29 —t —2t(3 3
P s (B 46t et (843 —e (3 + 3y
u(t) _/0 e b(s)ds = ( 210t 4 e H(15¢ 4 5t) — e 2(3 + 3t) )

dann gilt

9 3 —t 17 2t
Aty [ 1ttt et(246t) - e
apes(1) = €7 u(t) = ( L TENET ) T

Die Losung der inhomogenen DGL ist nun gegeben durch

y(t) = yhom(t) + yspez(t)-

(H 2) (Stabilitit)

(a) Zeigen Sie, dass jede Losung der Gleichung

1 5 2 =3 0
y'(t) = Ay(t) mit A= bzw. A= 0 —6 —2
o 1 -6 0 =3

instabil ist.



(b) Zeigen Sie, dass jede Losung der Gleichung

v =) mic 4= () 75 )

stabil aber nicht asympotitisch stabil ist.
(c) Entscheiden Sie, ob jede Losung der Gleichung

-1 0 0
yit)=| -2 -1 2 )y
-3 -2 -1

stabil, asymptotisch stabil oder instabil ist.
LosunG: (a) Fiir die erste Matrix A berechnet sich das charakteristische Polynom zu
(1—-X)%—25=A%—2)\— 24,

also sind die Eigenwerte A; = 6 und A9 = —4. Damit gibt es einen Eigenwert mit positivem
Realteil und nach dem Satz der Vorlesung ist damit die Nulllésung instabil und nach Aufgabe
G3 ist jede Losung der Gleichung instabil.

Fiir die zweite Matrix addieren wir zunéchst das dreifache der ersten Zeile und das —3/2-
fache der zweiten auf die letzte. Das ergibt

2- A -3 0 2 -\ -3 0 NEER -3 0
0 —6-2A —2 | = 0 —6-X\ -2 |=-7 0 —6-X —2
—6 0 —3-2X —3X SA = 6 -3 2

Addieren wir jetzt die letze Zeile auf die vorletzte erhalten wir
2—A -3 0
6 —9—X 0 |=-X
6 -3 2

2—-A -3

v 2 _ )2
5 oy | = ACIBFTIALNH18) = —NP(A+T).

Also ist 0 doppelter Eigenwert und —7 einfacher Eigenwert, d.h. alle Eigenwerte haben einen
nichtpositiven Realteil. Trotzdem ist die Nulllésung nicht stabil, da wegen (dritte Zeile minus
3 mal erste Zeile und minus 3/2 mal zweite):

2 -3 0 2 -3 0
Rang(A —0-\) = Rang 0 -6 =2 | =Rang| 0 -6 -2 | =2
—6 0 -3 0 0 0

die geometrische Vielfachheit nur eins ist, im Gegensatz zur algebraischen.
Wieder folgt die Instabilitét aller Losungen aus Aufgabe G3.

(b) Mit dem charakteristischen Polynom det(A—\) = A\2+6 erhalten wir die Eigenwerte \; = /6
und Ay = —+/6i. Beide haben einen nichtpositiven Realteil und notwendigerweise algebraische

und geometrische Vielfachheit eins, also ist die Nulll6sung in diesem Fall stabil, aber nicht
asymptotisch stabil, denn dazu miissten die Realteile echt negativ sein.

Die Aussage fiir beliebige Losungen folgt wieder aus Aufgabe G3.

(c) Wir bestimmen wieder die Eigenwerte der gegebenen Matrix:

—1-) 0 0 1 5
—2 —1-2)\ 2 [ =(-1-2X) 5 1 = —(1+ N\ +2)+5).
-3 -2 —1-=A

Damit erhalten wir die drei Eigenwerte Ay = —1, Ay = —1+2i und A3 = —1 — 2i. Also haben
alle drei Eigenwerte echt negativen Realteil, d.h. die Nulllésung des Systems ist asymptotisch
stabil und damit auch jede Losung (vgl. wieder Aufgabe G3).



(H 3) (Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem sowie die Lésung von

1 0 0 0

y)=Ayt)=1[ 2 1 =2 |y@®), yO0)=y:=| 1

3 2 1 1
Losuna: Die Eigenwerte von A sind Ay = 1,2 = 1 4+ 2¢ und A3 = 1 — 2¢. Als zugehorige
Eigenvektoren erhalten wir v; = (2,-3,2)T,v3 = (0,1, —i)T,v3 = 73 = (0,1,i)T. Somit ist ein

(komplexes) Fundamentalsystem gegeben durch

2 0 0
wit)=¢€-| =3 |, wo(t) =T 1 =e' | cos2t+isin2t |,
2 —1 sin 2t — i cos 2t
| 0
wy(t) =72 [ 1 | =t | cos2t —isin2t
? sin 2t + i cos 2t

Ein reelles Fundamentalsystem ist also gegeben durch

2 wg +w 0
u(t) =wi(t)=e - | =3 |, wut)= 28 et cos2t |,
2 .
2 sin 2t

ug(t):u:e : s1n2t
2 —cos 2t

Losen des Gleichungssystems yo = auy(0) + bua(0) + cus(0

0 2
1 |=a-| -3 | +5b- 1

1 2

ergibt a = 0,b=1,¢c = —1 und somit ist

0
u(t) = aui(t) + bus(t) + cus(t) = €' - | cos2t —sin 2t
sin 2t + cos 2t

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.

(H 4) (Zusatzaufgabe auflerhalb der Wertung)

Machen Sie sich mit Maple, insbesondere mit dem Befehl ,phaseportrait® aus dem Paket
,DEplot“ vertraut und lassen Sie damit die Phasenportraits der Gleichung v/(t) = Ay(t)

mit . ( :gg _fég ) (b) A= ( _i‘ﬁ —ég )

zeichnen.



