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Analysis 1l — Gewdhnliche
Differentialgleichungen
1. Ubung mit Losungshinweisen
Gruppeniibungen

(G 1)

(a) Bestimmen Sie Parameter o € R und > —1 so, dass die Funktion y : (—f3,00) — R
mit
y(z) = aln(z + )

eine Losung des Anfangswertproblems

1st.

(b) Geben Sie ein Anfangswertproblem an, dessen Losung die Funktion y(x) = tan(e”) ist.
LosuNG: (a) Fiir y(z) = aln(z + 3) gilt
y(1) = aln(1l + ).

Damit dieses Null ist (Anfangswert), kann entweder o« = 0 sein. Dann ist aber y = 0 und das
ist keine Losung der Differentialgleichung, denn et =0—e” — gr-1 # 0 =y/(z) in diesem Falle.
Also muss In(1 4 ) = 0 sein, was zu § = 0 fithrt. Wir setzen also y(z) = aln(z) = In(z%)
in die Differentialgleichung ein:
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Nun ist scharfes Hinschauen gefragt: Um den Nenner einzustellen, wire o = 1 eine gute
Wahl. Das rdumt freundlicherweise auch die Exponentialfunktionen auf! Also wéhlen wir
# =0 und o =1 und landen bei y(z) = In(x).

(b) Hier kann man der Fantasie freien Lauf lassen. Es gilt

y'(z) = (1+ tan(e”))e”
y"(z) = 2tan(e”) (1 + tan®(e”))e”e” + (1 + tan’(e”))e” = 2y(z)y' (z)e” + y'(z)

Ein schéner Anfangswert ist y(In(7w/4)) = tan(w/4) = 1. Ein mogliches Anfangswertproblem
wire also

{ y'(@) = (2e7y(a) + 1)y (x)
y(in(r/4)) = 1.



(G 2)
Wir betrachten die Differentialgleichung /' (z) = +/|y(z)|, = € R.
(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes zg € R die Funktion

el falls >
y((]j) _ 1 s alls *r =~ Xy,
0, falls = < xg

eine Losung dieser Differentialgleichung ist und erraten Sie noch eine weitere (offen-
sichtliche) Losung,.

(b) Skizzieren Sie eine Auswahl dieser Losungen in ein Schaubild.

(c) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem zu dieser Differentialgleichung mit y(0) = 0
unendlich viele Lésungen hat.

LOsuNG: (a) Fiir alle x < zg gilt ¢/ (z) = 0 = 1/|0| = \/|y(z)| und auch fiir alle z > z( haben

V(@) = o -0 = gla — ol = | S8 = V]

Wir untersuchen also noch x = zg. Es gilt
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Also ist y stetig differenzierbar auf R (man beachte, dass das eine der Bedingungen aus der
Definition von Losung einer Differentialgleichung ist!) und es gilt auch in xg

y'(z0) = 0= v/]y(zo)|.
Die weitere leicht zu erratende Losung ist y = 0.

(b)
(c) Nach Teil (a) ist jede Funktion der Form

B W, falls = > x9,
Yo () =
0, falls x < xg

eine Losung der Differentialgleichung und fiir alle zp > 0 gilt auch y,,(0) = 0. Fiir alle
xo > 0 ist also y,, eine Losung des Anfangswertproblems und diese Losungen sind auch alle
offensichtlich verschieden. Da es unendlich viele positive reelle Zahlen gibt, hat das gegebene
Anfangswertproblem damit unendlich viele verschiedene Losungen.

(G 3)
Es sei f: R — R stetig. Zeigen Sie, dass jede Losung der Differentialgleichung ' = f(y)
entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Bemerkung: Eine solche Differentialgleichung, bei der f nicht von z abhéngt, nennt man
autonome Differentialgleichung. Betrachten Sie sich im Lichte dieses Ergebnisses auch noch
mal die Losungen aus Aufgabe G2.



LOSUNG:
Behauptung: Jede Losung einer autonomen Differentialgleichung ist monoton.

Beweis: Wir nehmen an, es gébe eine nicht monotone Losung y auf einem Intervall 1. Als Losung
einer Differentialgleichung ist y auf jeden Fall stetig differenzierbar und da y nicht monoton ist,
gibt es a,b € I mit 3/(a) > 0 und y/(b) < 0.

Wir betrachten oBdA den Fall a < b und y(a) < y(b). Die anderen gehen analog. Dann hat y|,
als stetige Funktion auf einem Kompaktum eine globale Maximalstelle £ in [a,b] und da y'(b) < 0
ist, muss y(£) > y(b) gelten.

Wir setzen 7 := max{z € [a,&] : y(x) = y(b)}. Man beachte, dass diese Menge nicht leer ist, da
es nach dem Zwischenwertsatz wegen y(£) > y(b) > y(a) zumindest einen Punkt zwischen a und
¢ geben muss, an dem y den Wert y(b) annimmt. Weiterhin gilt wegen y(b) < y(§) sofort n < &.

Betrachten wir nun ein z € (1, &) und nehmen an es wire y(z) < y(b), so gibt es wegen y(&) > y(b)
wieder nach dem Zwischenwertsatz ein & € [z, ) mit y(Z) = y(b), im Widerspruch zur Maximalitét
von 7. Es gilt also y(z) > y(b) = y(n) fiir alle z € (,£).

Damit haben wir fiir alle A > 0, die so klein sind, dass n + h < £ ist,

y(n+h) —y(n)
h

Lassen wir h — 0 gehen, erhalten wir also y'(n) > 0. Das impliziert schliefilich mit Hilfe der
Differentialgleichung den Widerspruch

0 <y'(n) = flym) = fy(b)) =y'(b) <0.

Also war unsere Annahme falsch und jede Losung ist monoton. O

> 0.

Haustibungen

(H 1)
Wir betrachten die Differentialgleichung ¢/(z) = sin?(x).
(a) Bestimmen Sie alle Losungen dieser Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie alle yy € R, fiir die das Anfangswertproblem
y'(z) =sin®(2),  y(0) = yo

eindeutig losbar ist.

(c) Warum war diese Differentialgleichung so einfach?

LOSUNG: (a) Gesucht sind alle stetig differenzierbaren Funktionen y mit Ableitung sin?(x). Das
sind genau die Stammfunktionen dieser Funktion. Wegen (vgl. Ana I)

1 1
/SinQ(:c) dz = 3% 7 sin(2z) + C

bekommen wir also die Losungen
1 1

y(z) = 2271 sin(2z) + C, C eR.

(b) Setzt man in die allgemeine Losung aus (a) den Anfangswert ein, erhélt man

1 1
y(O):§~O—1sin(0)+C:C;y0.

Das Anfangswertproblem ist also fiir alle yg € R eindeutig l6sbar.



(c) Bei dieser Differentialgleichung hingt die rechte Seite iiberhaupt nicht von y ab, in der
iiblichen Nomenklatur y'(z) = f(z,y) haben wir also f(z,y) = f(z). In diesem Fall reduziert
sich das Problem auf das Auffinden von Stammfunktionen.

(H 2)

Es sei y : R — R definiert durch y(z) = 11746%5;7 x € R. Zeigen Sie, dass y Losung einer
Differentialgleichung der Form y/(x) = ay(m)g—kﬁy(x)qu mit «, 3,7 € R ist und bestimmen
Sie a, § und 7. Geben Sie weiter ein Anfangswertproblem an, dessen Losung y ist.

LOsuNG: Wir bestimmen 3’ und setzen in die Differentialgleichung ein:

(1 + e7)2 T QL tem)Z

= —25e7 = a1 — 4e°)? + B(1 — 4e°®)(1 + ) + (1 + )2
=a+ 47+ e (—8a — 308+ 27) + e (16a — 46 + 7).

+7

. —20e57(1 4 €5%) — 5eP¥(1 — 465%)  —25e5T | (1 —4ePT\? 1 — 4"
y(z) = ol T T o
1+e 1+e

Ein Koeffizientenvergleich liefert das LGS

a+ B+ =0
8a—30+2y =-25
160 — 43+ =0,

dessen Losung o =1, =3 und v = —4 ist.
Damit erfiillt fiir diese Werte von «, 8,y die Funktion y die Differentialgleichung.
Wegen

wére ein mogliches Anfangswertproblem

{y’<x> = y(z)? + 3y(z) — 4
y(0) =-3/2.

(H 3)

(a) Es sei y : [a,b] — R differenzierbar und es sei ¢'(a) < A < ¢/(b). Begriinden Sie, dass
dann ein zy € (a,b) existiert mit y'(zo) = A.

(b) Es sei f: [a,b] — R definiert durch

1, falls y € Q,
fly) =
2, falls y € R\ Q.

Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass die Differentialgleichung ' = f(y) keine Losung
besitzt.

Losunag: (a) Die Behauptung ist genau die Aussage des Korollares IV.2.5. e) aus der Vorlesung
Analysis L.

Der Vollstandigkeit halber ist hier ein Beweis:
Behauptung: y'(a) < A <y'(b) = Jzo € (a,b) : ¥/ (x0) = .

Beweis: Wir betrachten die Hilfsfunktion g : [a,b] — R mit g(z) = y(x) — Az. Dann gilt
g (x) =y (x) — A fiir alle x € [a,b].



Nehmen wir nun an, es wire g(x) > g(a) fiir alle € (a,b), so hitten wir fiir alle diese x:

9(z) — g(a)

>0

und damit ¢'(a) > 0 im Grenzwert. Also gibt es ein 1 € (a,b) mit g(n) < g(a).
Analog zeigt man, dass es ein £ € (a,b) gibt mit g(&) < g(b).

Das bedeutet nun, dass minge(q5 g(*) < min{g(a),g(b)} ist. Also hat g im Inneren (a,b)
eine globale Minimalstelle z¢. Fiir diese gilt dann aber

Y (w0) — A= ¢'(x0) =0, d.h. y'(zo) = A
[l

Wir nehmen an, es géibe eine Losung y : I — R obiger Gleichung auf einem Intervall I. Dann
gilt o' (z) = f(y(z)) € {1,2} fur alle € I. Nach Teil (a) ist das aber nur méglich, wenn
entweder y/(x) = 1 fiir alle x € I oder y/(x) = 2 fiir alle x € I gilt.

Im ersten Fall (y/(z) = 1 fiir alle z € I) gibt es dann eine Konstante C' € R mit y(z) = 2+ C
fiir alle z € I. Wiahlen wir nun ein £ € I mit {4+ C € R\ Q, so erhalten wir den Widerspruch

1=y =fy(&))=f(+C) =2

Im zweiten Fall gilt analog y(x) = 2z + C fiir ein C' € R und wir kénnen dieses Mal ein £ €
mit 26 + C' € Q wihlen, um wieder den Widerspruch

2=y(€6) = f(2+C) =1

zu erhalten.

Also kann die gegebene Differentialgleichung keine Losung besitzen.



