Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. J.H. Bruinier
Fredrik Strémberg

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

SS 2009 9.7.2009

Hohere Mathematik Il

11. Ubung mit Lésungshinweisen
Abgabe Hausiibungen: W. —Keine abgabe

GruppenUbungen

(G 26)

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren folgender Matrizen:

1 20
A R E
0 4 1
LOSUNG:

(A) Das charakteristische Polynom von A ist

pa(A) = |B—AD)
12 4
T -1 5-2
= A2—6A49

’: (1=A)(5—2)+4

die Eigenwerte von A, d.h. Nullstellen von py4, sind A = 3 ++/9 — 9 = 3 (mit Vielfachheit
2). Der zugehorige Eigenvektor finden wir aus der Gleichung

—2x+4y =0
—x+2y =0

d.h. x = 2y und somit ist (z.B.) v = (2,1)” Eigenvektor zum Eigenwert 3 .

(B) Das charakteristische Polynom von A ist



pa(A) = |[A—-AL]

13- 1
2 1-2

= A2 41 +1

‘:(3-1)(1—1)—2

die Eigenwerten von A, d.h. die Nullstellen von py, (1) sind A =2++/22 — 1 =24+/3.
Sei A; =2++/3 und A, = 2 — /3. Die zugehorigen Eigenvektoren v; = (x1,y; )T , V) =
(x2,y2)" berechnen wir jetzt:

Avi = v (A=) = (0,0

=
(B3—(24+V3))xi+y =0 - (1=V3)xi+y1 =0
20+ (1—(2+V3))ym =0 20+ (1-V3)y1 =0

weil die Eigenrdume 1-dimensional sein miissen ist es klar, dass die beide Gleichungen
linear abhingig sind. D.h. die Eigenvektoren sind einfach durch

-1 —(1+V3)
=3 T (1=v3) (1+v3)
S

X1 =

gegeben, d.h. v = (3 (1++/3), 1)T. Auf die gleiche Weise bestimmen wir v, aus der
Gleichung (3— (2—V3))x2+y, =0«

B BN ()
X2 = 1+\/§YZ—(1+\/§)(1_\/§))’2
1)

dhov,= (1 (1-v3),1)".



(C) Das charakteristische Polynom von C ist

pc(A) = [C—AL|
-4 2 0
— | 3 1-2 4
0 4 1-A
1-4 0 -4 2
3 4‘“1_”‘ 3 1—/1‘

- —16(1—l)+(1—l)[(1—7t)2—6]

_ _4’

— (1-1) [—16+(1—7L)2—6]
= (1-1)[A*—22-21]

die Nullstellen sind damit A; = 1 und A, 3 = 1 £+/22. Die zugehorigen Eigenvektoren
bestimmen wir aus dem Gleichungsystem:

Fur A =1 gilt

Fiir A, = 1+ /22 gilt

(—\/22>x+2y —0 )

X =735 1
3x+ (—v22) y+4z :0;»{ %:g >x=7z
dy+{—-v22)z =0

Fiir A3 = 1 — /22 gilt

\/22X+2y =0 2 1
3 /22 _ \/22'47 —
X+ V+4Z =0= s =X = <Z.

4y ++v22z =0

. . . T
Als Eigenvektoren konnen wir damit v; = (—%,O, 1) , Vo =

|
/N

1 T

(3:-4v22,1)" wihlen.

(G 27)

Seien by = (1,0,1)", b, = (1,1,0)" und b3 = (0,2,1)".



(a) Zeigen Sie, dass B = {by,b,,b3} ein Basis fiir R? ist.

(b) Sei x € R? mit Koordinatenvektor (x1,x,,x3) beziiglich B. Geben Sie die Koordi-
natenvektor fiir x beziiglich der Standardbasis an.

(c) Berechnen Sie die Inverse der Basistransformationsmatrix von B zum Standardba-
sis.

LOSUNG:

(a) Zu zeigen ist, dass die Vektoren linear unabhiingig sind. Wir stellen deswegen die
Matrix auf und zeigen mit Hilfe des Gaussverfahren, dass der Rang drei ist.

110
01 2 ~ Ir3—r3—r
1 01
1 1 0
0o 1 2 ~ 1r3—r3+nrn
0 —1 1
110
01 2
0 0 3

Hier ist klar ersichtlich, dass der Rang drei ist. Es folgt, dass die Vektoren b1, bound b3
linear unabhéngig sind und damit ein Basis bilden.

(b) Die Basistransformationsmatrix fiir {by,b,, b3} beziiglich der Standardbasis ist

1
B=(bi by b3)=1|0
1

O = =
— N O

Der Vektor x hat Koordinaten (x1,x;,x3)p beziiglich B und (y1,y2,y3) bzgl. der Stan-
dardbasis vom R3. Dann gilt

Vi X 110 X1 X1+ x
x=| y» | =B| x = 01 2 X2 = | x+2x3
y3 X3 ) p 1 01 X3 /) p X1+x3

dh x= (xl,XQ,X3)£ hat den Koordinatenvektor (x| + x2,x, + 2x3,x] +x3)T bzgl. der
Standardbasis.



(c) Die Inverse fiir B berechnen wir einfach mit dem Gaussverfahren wie folgt:

110100
012[010]| ~ rmor-n
1 011001
1 1 0 1 00
0 1 21 0 1 O] ~ rn—=nn—ortn
0 -1 1 -1 0 1
1 0 =2 1 -1 0 |
01 2 0O 1 0 ~ r3—>§r3
0 0 3 -1 1 1
1 0 -2 1 -1 0
0 1 2 0 10 ~ r—r+2r,rnp—rn—2r
1 | 1
00 1| -3 3 3
1 1 2
R
ol
001} -5 3 3
es folgt, dass
1 1 2
3 —3 3 1 -1 2
i 2 0 )1, 5
B SO 23 _q |
-3 3 3
HausUbungen

(H11) [2+3+2+3P]
Seien b, = (1,0,1)7, b, = (1,1,0)" und b3 = (0,2,1). Die lineare Abbildung ¢ : R> —
R3 ist durch @ (by) = by, @ (b3) = 2by + b3, @ (by) = 2b, definiert.

(a) Was ist die Matrix fiir ¢ in die Basis {b,by,b3}?

(b) Bestimmen Sie die Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von ¢.

(d) Geben Sie eine Basis fiir R® an, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht.

LOSUNG:



(a) In die Basis {b1,b,,b3} hat ¢ offensichtlich die Matrixdarstellung:

(@®1) @b2) @(bs))=Dp=

(=i
S N O

0
2
1
Sei x € R? mit Koordinatenvektoren (x1,x2,x3) bzw. (x},x5,x4) bzgl. B bzw. der Stan-

dardbasis. Seien weiterhin die Koordinatenvektoren von y = ¢ (x) € R? bzgl. B bzw. der
Standardbasis (y1,y2,y3) bzw. (¥},¥%,Y%) - Es gilt dann

Y1 X1
ox)=1{ » = P x
3 ) g X3 ),
=
i yi Xy
Bl ¥, | =1 » = PgB| X,
)’/3 V3 B Xg
=
Y x|
Vs = B '®pB| ¥,
Y5 X

D.h. die Matrix fiir ¢ bzgl. der Standardbasis ist

(1 12 100 110
Blosp = - 2 1 =2 022 012

3\ 21 g 00 1 101

(1 -1 2 110

~ 2l 2 1 =2 2 2 6

3\ 211 101

R

— 2|2 4 4 |-o

3\2 1 7

(b) Die Eigenwerte @ndern sich nicht unter Basistransformation, deswegen konnen wir
die Eigenwerten aus der Matrix bzgl. B bestimmen.

1-A 0 0
Py (A) = |Pp— AL| = 0 2-A 2 =(1-21)*(2-2)
0 0 1-A

die Eigenwerte sind damit A; , = 1 und A3 = 2.



©)

In der Basis B ist es klar, dass v; = (1,0,0)z und v3 = (0,1,0), Eigenvektoren mit
0 0O

Eigenwert 1 bzw 2 sind. Man sieht auch einfachdas ®p—5h=| 0 1 2 | somitist
0 0O

durch v, = (0,—2, 1), ein zweiter Eigenvektor zum Eigenwert 1 gegeben.

Die Eigenwerte sind unabhingig von der Basis aber die Eigenvektoren nicht. Wir be-
rechnen daher die Eigenvektoren bzgl. der Standardbasis. Weil

®(B'v;) =B '®sB(B~'v;) =B '®pv; =B ' Ajv; = A;B7 1y,

ist es klar, dass die Vektoren v = B~ vy, v, = B!y, und v = B~1v; Eigenvektoren zu
¢ mit Eigenwert 1,1 und 2 sind.

[ 1 12 1 e
Vi = B*lvl_g 1 -2 0 =312 |
-1 1 1 0 —1
1 12 0 v
v'z = B~ vzzg 1 -2 -2 :§ —4 |,
-1 1 1 1 -1
1 12 0 —1
vy = B_IV3—§ 2 1 =2 1= 1
-1 1 1 0 1

Weil die Vektoren vy, v, und v3 linear unabhingig sind, sind auch v/, v}, v} linear Unab-
hiingig und bilden damit ein Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von ¢.



