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10. Ubung mit Lésungshinweisen
Abgabe Hausiibungen: W. 29

Gruppenibungen
(G 24)
Gegeben sei die Matrizen
L 010 1
Al:;%; und A2=1 4 g 4 16
2 4 2 8

(a) Bestimmen Sie den Rang von A;, i =1,2.

(b) Ermitteln Sie die Dimension von der Kern und das Bild der zu A; gehorigen linea-
ren Abbildung, i =1,2.

(c) Bestimmen Sie Basen fiir der Kern und das Bild von A;, i = 1,2.

LOSUNG:

(a) Wir bringen zuerst die Matrizen ins Echelonform:

1 3
A1 = 2 1 ~r2—>r2—r1,r3—>r3—3r1
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Es folgt das die Rang von A; = 3 und damit ist dimBildA; = 3 und dimKern = 0
(KernA| = 0). Als Basis fiir BildA| kanns man die Standardbasis in R>: e; = (1,0, O)T , €)=
(0,1,0)", e3 = (0,0,1)" nehmen.

Die Bild von A; is von die Spalten aufgespannt und durch Spaltentransformationen
bekommen wir:
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16 ~ sy — 53 — 351,83 — 53— 51, 54 — 4 — 5]
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Es folgt das die Rang von A, = 3 und damit ist dimBildA, = 3 und dimKernA, = 1.
Das BildA» ist von die Vektoren

Ji= o=  f3=

S OO =
o O = O
—_—N OO

aufgespannt. Die sind damit eine Basis von BildA,.



Fiir der Kern macht man Zielen, statt Spaltentransformationen:

Ay = ~ry—r3—4ri,ryg — rq4 —2r

~13y—r3+2r, g —1r4+2r, 1) — 11— 31
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und man sieht einfach das AX = 0 nur wenn: x; +x3 = 0, x, = 0 und x4 = 0. Ein Basis-
vektor fiir der Kern ist damit

(G 25)
Sei ¢ : R — R? die Spiegelung an der x;-Achse und v : R> —R? die Spiegelung an der
Winkelhalbierenden x, — x;.

(a) Bestimmen Sie die Matrizen der linearen Abbildungen @, ¥, ¢ o y und yo ¢. Ma-
chen Sie sich geometrisch klar, was die beiden letzten Abbildungen beschreiben.

(b) Bestimmen Sie alle Vektoren v € R? so dass ¢ (v) = v oder ¢ (v) = —v.
(c) Bestimmen Sie alle Vektoren w € R? so dass y (w) = v oder ¥ (w) = —w

(D.h. v bzw. w sind Eigenvektoren von ¢ bzw. y mit Eigenwerte 1 oder —1.)

LOSUNG:



(a) Fiir eine Vektor v = (x1,x;) € R? gilt

o) = @((x1,x2)) = (x1,—x2) und
v() = y((x,x)) = (x,x).

Bezeichnen wir die mit ® bzw. ¥ die matrizen fiir ¢ bzw. y gilt damit
1 0
= o h)
0 1
v - (1)
Weil Matrizen von Verknupfungen Produkten von zugehorigen Matrizen sind, sind die
Matrizen von ¢ o y bzw. y o ¢ durch

ow = (5 O)(96)=(2 o)me
vo = (10)(5 5)=(17)

(c) Man versteht sich einfach geometrisch das die mogliche Eigenwerte von ein Spiege-
lung sind 1, —1 mit Eigenvektoren parallell bzw. senchrecht zu den Spiegelungsachse.

gegeben.

In unsere fall hat ¢ die Eigenvektoren

(). o (2)

mit Eigenwerte 1 bzw. —1. Und y hat Eigenvektoren

(1) (1)

mit Eigenwerte 1 bzw. —1. Man kann (und soll) natiirlich dieses auch mit hilfe die
Matrizen verifizieren.

(G 26) [5+3+2P]

Seien 6 > 0, Lg die Gerade x, = x1 tan 8 in R? und S (6) die Spiegelung in Lg. Sei R (0)
die rotation mit Winkel 6 um Nullpunkt.

(a) Zeigen Sie, dass S (6) und R (0) durch die Matrizen

$(0) = (5538 52%). bow R(0)= (558 27
gegeben sind.
(b) Zeigen Sie, dass S(0) oR(6) eine Spiegelung ist.

(
(c) Zeigen Sie, dass R(a)R(B) =R(a+p) fira,f € R.



LOSUNG:

(a) Sei e; = (1,0)" und e, = (0,1)” die Standardbasis in R2. Die wirkung auf § ist be-
sonderes einfach auf die Vektoren f; = (1,tan @) (parallell zu L) und /> = (tan 6, —1)"
(Senkrecht zu L), d.h.

S(fi)=r", S(fH)=-r-
Zum verainfachen normieren wir zuerst die Vektoren f, 5, mit 1 +tan’ 0 = 1+ % =
1

—>— bekommen wir
cos- 6

fi  (1,tan6)"

fi = == :(cose,sinG)T7
‘fl‘ 00159
~ tan@, —1)7

fh = {2 :(an T ) = (sin@, —cosB)" .
‘fZ‘ cos B

Weil fi und f> linear unabhingig sind ist es klar das die Eine Basis fiir R? ist und
beziiglich diese Basis hat S die Matrixdarstellung

Sf(e) = ((1) —01)~

Durch Basistransformationen bekommt man dann die Matrix beziiglich die Standardba-

sis:
5.(0) = cosf sinf 1 0 cosf® sinf
¢ o sin@ —cos6 0 —1 sin@ —cos6
_ cosf —sin6 cos 6 sin6
- ( sin® cosBO ) sin 9 — COS 9

cos?0 —sin20  2sinOcosH
2c0s0sin@®  sinZO —cos? O

_ cos260  sin20

N sin20 —cos206 /°
Aus der Definition von cos 0 und sin 0 als die x; bzw. x, Koordinaten in die Einheits-
kreis sieht man einfach das R (0) wirkt als

R(0)e; = (cosO,sinB)” ,R(0)er = (—sinh,cos ),

d.h.

20 ( cosf —sinf )

sin@ cosO



(b) Die verknupfung ist durch die Matrix

cos260 sin26 cosO® —sinb
S(O)R(6) = ( sin2@ —cos260 ) ( sin® cos@ )
cos0cos20 +sinBsin20 —sinBcos26 +cosOsin26
c0os0s8in20 —sinBcos20 —sinOBsin26 —cos B cos?20
~( cos8 (cos?6 —sin*0) +2sin*Ocos® —sinB (cos? O —sin’ H) +2cos> Osin
- 2c0s20sinf — sin O (0052 0 — sin? 0) —25sin®0cos O —cos O (0052 0 — sin? 6)
_ < cos> 0 +sin’ @ cos 6 sin® @ +cos® Osin )

cos?@sin® +sin@ —3sin?0cos O + cos O sin O

cos3 0 +sin? 6 cos 0 sin’ 0@ +cos?@sinh
cos20sin® +sin@ —sin?0cosO —cos3 O

cos 0 cos2 0 +sin 6) sin O (cos2 0 -+ sin? 6)
sin 0 0052 0 +sin 9) —cos O (sin2 0 + cos? 9)

_ cos@ sin6
N sin@ —cos6
aber diese ist genau die Matrix fiir eine Spiegelung in die Gerade x, = x, tan g.

©)

_ cosQ —sino cos 3 —sinf
R(OC)R(ﬁ) - (Sin(x cos o ) (sinﬁ cosf3 >
cosacosfB—sinasinf3 —cos o sin f—sin o sin
sinocos B+cosasinfB —cos occos f—sina sin B

(o+B) —sin(a+f)
(Z?r?(g—i—ﬁ) cos(0c2B) ) R(o+B).

(d) Die Karakteristisches Polynom ist

po(A) = det(R(0)—Ah)=

= (cos®—A)*+sin’6
= A2 -2AcosH +cos’ @ +sin’0
= A%2—2AcosO+1.

sin 0 cos —A

cos@—A —sinf ‘

Es folgt das pg () =0 <

A = cosO+1cos20—1=cosO+\ —sin’6

= cosO+isinb



(Bem: fiir 0 < 0 < wistsin® > 0) D.h. die Eigenwerte sind

A = cosO+isin@ =¢?,

A = cos@—isind=e
Die Eigenwerte sind reeele nur falls 6 = 0 oder 7. In die ersten Fall ist A} = A, = 1 und
R(0) ist die Identititsmatrix und jede Vektor in R? ist ein Eigenvektor.

In die zweiten Fall ist A} = A = —1 und R(6) ist minus die Identitdtsmatrix, d.h.

(’01 91 ) und jede Vektor in R? ist eine Eigenvektor mit Eigenwerte —1.



