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Gruppenibungen

(G19)

Bestimmen Sie, ob folgende Vektorfelder Potentiale besitzen. Falls es existiert, berech-
nen Sie das zugehorige Potential.

F(x,y) = (2xy,x2 —y?), (x,y) € R,
G(x,y)= (=302 =3x%), (x,y)€R?
H(x,y,z) = _eyr) , x,y,z) € R3.

(x,,2) W (x,y,2)

LOSUNG:

(a) Es gilt 9F _ oy und %2 — 2x. Damit besitzt F ein Potential auf R2. Sei ¢@r das
dy ox
Potential. Dann gilt V¢r = F, d.h.

dor

o Y
9I9r 5
Iy = x" =y~

Aus der ersten Gleichung folgt nach Integration ¢r (x,y) = x?y +a(y) wobei a (y) eine
Funktion von y ist. Dann gilt

a(pF_ 2 /
Iy =x"+d(y).



Vergleichen wir dies mit der zweiten Gleichung von oben folgt: ' (y) = —y*> = a(y) =
—%y3 + cr wobei cp ein Konstante ist. Das Potential zu F ist

or (x,y) =y — %y3 +cr.
(b) Es gilt aa—Gyl = —6xy und % = —6xy. Damit hat die Funktion G ein Potential ¢g.
Dieses Potential erfiillt:
% = - 3xy2,
aa—q;G =y —3x%.

Nach Integration von % nach x bekommt man @g (x,y) = 3x* — 3x°y* + b (y) wobei

b (y) ein Funktion von y ist. Es folgt, dass % = —3x%y+ b’ (y) und nach Vergleich mit

obiger Gleichung gilt b’ (y) = y* = b(y) = A—Ily4 + ¢ wobei ¢ ein Konstante ist. Das
Potential zu G ist:

1, 1, 3
oG (x,y) = —x* + -y — =¥y + 6.

Ty T2
(c) Es gilt
X
Hi(xy2) = —————,
(¥ +y%+2%)2
M
Hy(xy2) = ————,
(¥ +y%+2%)2
z
H3(x,y,2) = ————.
(¥ +y2+22)2

Hier kann man die Existenz von einem Potential mit der Bedingung rotH = 0 bestim-
men. Aber wir machen es direkt, d.h. falls wir eine Potential finden dann existiert es
auch. Nimm an, dass V@g = H. Dann gilt

H X 1
(g_ = —3:>¢H(x,y,z)=ﬁ+f1 2),
X (x2+y2+z2)7 VXY +z
—1
? = %i%(%%d:ﬁJﬁZ(W%
y <x2+y2_|_Z2)7 VXE+y+z
QH < 1

30 ————5 >0y = —F——=+f3(x,)).
dz (x2+y2+12)% ( ) \/xz—i—yz—l—zz ( )



Durch Vergleichen von den drei obigen Gleichungen sieht man, dass
1
Pr (x,,2) = _\/W
wobei cy ein Konstante ist, ein Potential fiir H ist.
(G 20)

Fiir ein ideales Gas lautet das totale Differential der Entropie als Funktion von Volumen
und Temperatur:

+chy

R
as=Var Ry,
T %

Berechnen Sie die Entropiednderung

Y

entlang dreier verschiedener Wege ¥, ausgehend jeweils von den Zustand 1 (77,V}) zum
Zustand 2 (T»,V,):

a) 1sochore Erwidrmung von 77 auf 7, bei einem Volumen Vj, anschlieend isotherme
Expansion von V; auf V, bei der Temperatur 75.

b) isotherme Expansion von V; auf V, bei der Temperatur 77, anschlieend isochore
Erwidrmung von 7T} auf 7, bei einem Volumen V;.

¢) gleichzeitige Anderung von Temperatur und Volumen von Zustand 1 auf Zustand 2,
wobei T = A -V gilt.

LOSUNG:

Weil % CTV = % % = 0 und R? sternf6rmig ist gibt es ein Potential und man kann dieses
natiirlich benutzen die Aufgabe zu 16sen. Das heif3t: Die Entropie ist eine Zustandsva-
riable. Aber wir rechnen einfach nach.

a) Es gilt
fp) 1%}
AY] S = ds = / das+ ds
" nh,v=v Vi, T=T,
& Cv nR V2 Cy nR
= —dT +—dV + —dT +—dV
/]217‘/:‘/1 T 14 Vi,T=T, T \%
Lo ¢y V2 nR
= VAT + Zav
/ThV—Vl T VI,T=T, %

G nR
T V; L\ [V
= Cyln -2 +nRlIn 2) —n 22 2 .
T Vi T, Vi



b) Es gilt

\%) 1
AyS = [ ds= / ds+ ds
2} Vi, T=T; n,v=v,
iooC R n G R
_ / Var+™av Var+ 2 ay
=1, T %4 T\,V=V,
Vo R T C
_ / "Kav e+ —ar
vi,r=n V T1.V=V

Vs T 7\
— nRIn| 2= In(=2)=1 2
oo (12) +cvin () -a (%)

c)Mit T = AV giltdT = AdV,

CV nR C
dS = —dT + —dV = —
S=7dT+ AV

und % = %—“2 = % Es folgt dass
V2
AS = [ ds= / ds
% V=V;,T=AV

Vaadv
= (Cy+nR —

(Cv +nR) bV

V.
— (Cy+nR)In (-2)

Vi

T |%)
= Cyln(| = Rln| — |.
Vn(T1)+n n(%)

Vv

\%}
Vi

Man sieht, dass die Entropieédnderung nicht von dem Weg abhéngt.

Das Potenzial (falls man dieses benutzen wollte) ist einfach
®(T,V)=CyInT +nRInV.
Haustbungen

(HS8) [4+3+3P]
(a) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld

x> —y? 2xy
F= <<x2+y2>2’ <x2+y2>2>

ein Potential in dem Gebiet Q = R?\ {(0,0)} besitzt.

)

R av
Y Adv + anV = (Cv+nR) -



(b) Zeigen Sie das die Vektorfeld

_ Yy X
G(x7y) - (_x2+y27x2+y2>

kein Potential in dem Gebiet Q = R?\ {(0,0)} besitzt.

LOSUNG:



