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GruppenUbungen

(G 14)

(a) Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion

fxy)=e

unter der Nebenbedingung

glxy)=x+y=1
im R2.
(b) Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion
fxyz) =xyz
unter der Nebenbedingung
gx,y,z) =x+y+z-1=0

im Gebiet x >0,y > 0und z > 0.

LOSUNG:



(a) Es gilt
Vf(xy) = (yeV,xe®)
und
Vg (xvy) =(1,1).
Wir suchen Punkte, so dass die Gradienten parallell sind, d.h. es gibt ein A # 0 so dass
V f = AVg. Wir bekommen dann folgende Gleichungen:

ye? = A,
xe? = A,
x+y = 1.

Aus den ersten zwei sieht man, dass x = y und aus der Nebenbedingung folgt, dass
x =y = 1. Esist klar, dass wenn x — —oo gilt f(x,1—x) = e U=%) 5 0 damit ist der
Punkt (1 1) ein Maximum. Der maximale Wert von f (x,y) = ¢ und der Geraden

272
g(x,y) =x+y=Tlistdann f (},1) =et.
(b) Es gilt
V£ (x,y,2) = (yz,x2,xy)
und

Vg (x,y,z) = (1,1,1).
Wir suchen Punkte so dass die Gradienten parallell sind, d.h. es gibt ein A # 0, so dass
V f = AVg. Wir bekommen dann folgende Gleichungen:

yz = A,
xz = A,
xy = A,
x+y+z = L

Aus den ersten zwei sieht man, dass xz = yz # 0 = x = y. Aus der zweiten und dritten
Gleichung folgt z =y. Also gilt x=y=zund 3x = 1= x = % Da f(%,%,%) =S % und
z.B. £(0,0,1) = 0 folgt, dass der Punkt ein Maximum ist und der maximale Wert von

o 1
f (xyz) = xyz und der Ebene x +y+z =l ist 5.
(G 15)

Bestimmen Sie die Maxima fiir die Quadrate folgender reeller Orbitale des Wasserstof-
fatoms:

r

i (10.9) = Nrexp (5" Jsin(@)cos ),

ao

Via, (,0,0) = erexp(—%) (3cos*(6) - 1),

ag



wobei ap > 0 und N > 0 Konstanten sindund r > 0,0< 0 <7, —n< @ <7 ((r,0,9)
sind einfach die Kugelkoordinaten aus H5(a)).

LOSUNG:

Sei

F(:0,9) = o (50,07 = N7 exp (- ) sin (0)co2 ().
0

Dann berechnen wir zuerst die erste Ableitungen:

af _ "\ 2 2 r’
5, = N-exp (—a())sm (0)cos” (¢) 2r—a0
of = N*Pexp|—— 25in(8)cos (0)cos? (@)
00 P ap
= N?rexp (—aL) sin (26) cos” (@)
0
af o 22 r ) .
0 —N-r“exp (—%) sin” (0)sin (2¢)
und dann die zweite Ableitungen:
°f ) r\ .o, ’ 2r 1 r?
32 = N-exp <—%> sin” (6) cos (q)){r—%—a—o {Zr—%}}
azf 2 r . ) r2
300, = 2N~ exp <_a_0> sin (0) cos (0)cos” (@) {Zr— 61—0}
9*f 2 P\ 2 : r’
Joar —2N~exp (—%> sin” (0)cos (@) sin (@) {2r— %}
I*f 22 r 2
307 = 2N“r“exp (—%) cos(20)cos” (¢),
2*f 22 r -
9090 —2N“r“exp <—a—0) sin(20)sin (2¢),
2*f 22 "\ 2
preii —2N“r"exp <—a—o> sin” (0)cos (2¢).

Jetzt konnen wir die kritischen Punkte finden. Es gilt Vf (r,0,¢) =0 <
2
0 = sin®(8)cos’(¢) {Zr— —}
ap
0 = r*sin(20)cos® (@)
0 = rsin?(0)sin(2¢)



Man sieht sofort folgende kritische Punkte

r = Ound 0, @beliebig (Nullpunkt)
0 = Ooder rundr, @ beliebig (z-Achse)

o = goder — g und r, O beliebig (yz-Ebene)

Weil f > 0und f = 0 ist in den obigen Fillen sind diese Punkte lokale Minima.

Die iibrigen Fille sind, wenn sin0 # 0 und cos ¢ # 0. Dann ist sin(2¢) =0 = ¢ €
{0,7} und sin260 =0 = 6 = 7 (oder 6 = 0 aber das ist in den obigen Fillen einbe-
griffen). Aus der erste Gleichung folgt dann, dass r = 2aq (weil der Fall »r = 0 ist auch
schon behandelt).

Wir haben dann zwei kritische Punkte (249, %,0) und (2ao, 5,7) die auf der x-Achse
liegen. Die Hessematrix ist

T T —2N%e? 0 0
H<f’2a0’§70) :H<f72a07§77r> = 0 —8N2a(2)e_2 2()2 ,
0 0 —8N*age™

und die ist offensichtlich negativ definit. Damit ist der Punkte (Zao, %, O) und (2a0, %, 7r)
lokales Maximum.

(b) Sei
2 N2.4 2r > 2
g(r,@,(p):l//3d2(r,6,(p) = N°r'exp 34 (3cos 9—1) .
‘ 0
Wie in (a) sieht man direkt, dass r = 0 (0, ¢ beliebig) und 6 = arccos (\%) (r, @ belie-

big) Minima entprichen. Um andere Extremalstellen zu finden berechnen wir zuerst die
ersten Ableitungen:

o 2 2r
a_‘i = N%xp(—ﬁ) (3c0s29—1)2{4r3—3L},

ag

d 2
£ = N%r*exp (—3—;0)2(3c0s29—1)6c0s9(—sin9)
2
= —6N*r*exp <_7r) (3cos®6 —1)sin28,
0
d
78 _ .



Und die zweiten Ableitungen sind:

d’g ) 2r ’ 2 , 87 2 ; 2t
— = N —— (3 0—1 12rF— ——— [ 4r’ — —
8r2 exp ( 3a0> ( €08 ) { : 3a0 3a0 ( ’ 3(10) } ’

2 2

39% — 6N exp <_3_ar0) {—3sin(26)sin (26) +2 (3cos* 6 — 1) cos26},
9% _ g — ") (Beos20—1)sin20 4 4% — 2
s N exp( 3610)( cos ) sin { r 300}

(alle Ableitungen mit ¢ sind Null). Um die kritische Stellen zu finden setzen wir Vg =0
=
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0 = (3cos29—1)2{4r3——} = (300529—1)241’3{1—L}7

3ayp 6ag
0o = (3 cos?0 — 1)sin26.

Und falls 7 # 0 und 6 # arccos —= dann muss sin26 = 0 = 6 = 0 oder % und r = 6ay.

: . V3
Die Hessematrix ist

—576aiN%e~* 0 0

H (g,6a9,0,¢) = 0 —4-6°N2age™ 0
0 0 0

. —144a3N?e* 0 0
H(g,6ao,§,(p> - 0 —2-6N%dle* 0
0 0 0

und man sieht einfach, dass die beiden negativ semi-definit sind und die entsprechende

2
.Die Menge {(r,0,9) = (6a9,0,¢) | -7 < ¢ < 7}

Punkten sind damit Maxima fiir ‘ Vi,
Z

besteht einfach aus dem Punkt im R? mit x = y = Ound z = 64y . Die Menge

{(6,9)= (6a0,5.0) | -7 <9 <}

ist ein Kreis auf der xy—Ebene mit Radius 6ay.

HausUbungen

(H6) [5+5P]



(a) Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion
fxy,2) =xyv/z
unter der Nebenbedingung
g(x,yz) =x+y+z-1=0

im Gebiet x > 0,y > 0und z > 0.

(b) Bestimmen Sie den maximalen Wert der Funktion
h(x,y,2) =x+y+z
unter der Nebenbedingung
k(x,9,2) =x*+y*+22—1=0

fiir (x,y,7) € R%.

LOSUNG:
(a) Wir haben
1
\4 X, ),2) = XN XY 5=
f(x,,2) (y\f Y5 \/2)
und

Vg (x,y,z) = (1,1,1).
Wir suchen Punkte, so dass die Gradienten parallell sind, d.h. es gibt ein A # 0, so dass
V f = AVg. Wir bekommen dann folgende Gleichungen:

Wz = 4,

Wz = 4,
1
Xy— = A,
x+y+z = L

Aus den ersten zwei sieht man, dass x/z = y,/z # 0 = x = y. Wenn man die zweite und
dritte vergleicht sieht man:

1 1 1
_— = A{ = = 7= -y = —X.
RON Waz=gy= o
Wenn wir diese jetzt in die Nebenbedeingung einsetzen bekommen wir

1\ 5 PN 2
glxx,5x ) =7x= x—5.



Daf(%,%1)= % und z.B. £(0,0,1) = 0 folgt, dass der Punkt ein Maximum ist und
der maximale Wert von f (xyz) = xy,/z auf der Ebene x+y+z =1 ist %55.
(b) Wir haben

Vh(x,y,z) = (1,1,1),und Vk (x,y,z) = (2x,2y,2z) .

Falls ein Maximum existiert gibt es ein A # 0, so dass Vk = A Vh folgende Gleichungen
gelten:

2x = A,
2y = A,
2z = A

und es folgt, dass x =y = z. Dies setzen wir in die Nebenbedingung ein:
k(x,x,x) =3x* =1
= x= \/Lg Es folgt, dass der maximale Wert fiir x + y + z auf der Einheitskugel x> +

2.2 1 1 1\_3 _ /3=
y+z —1h<7§77§,7§)—7§—\/§15t-



