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4. Ubung mit Lésungshinweisen
Abgabe Hausiibungen: W. 21

Gruppenibungen
(G9
Bestimmen Sie ob folgende Funktionen ein lokales Extremum in (0,0) haben:

glxny) = 4+ 12049y +x%,
fxy) = (1+sin(x4+y))In(1+2x+y)—2x—y,

LOSUNG:
(a) Wir haben
0
98— gy 12y +40,
ox
0
98— 12x418y,
dy
d2’g 2
W = 8+12X,
82
1
dy?
92
78 _ 1
dxdy

Damit gilt Vg (0,0) = (0,0) und

a0 =( 5 13 )



Die Determinante der Hessematrix ist
detH =18-8—12% =0.

Somit ist die Matrix positiv-semidefinit im Punkt (0,0). Zur Bestimmung, ob der Punkt
ein Extremum ist reicht dieses Kriterium also nicht aus. Es gilt aber, dass 4x? + 12xy +
9y2 +x* = (2x+3y)? +x* ist. Somit gilt g (x,y) > 0 fiir alle (x,y). Der Punkt (0,0) ist
also ein globales Minimum.

(b) Wir haben
of cos(x+y)In(1+2x+y)+ (1 +sin(x+y)) 2und
= = x X X _—
dx Y Y Y 1+2x+y
o (e 3)In (14 2x5) + (1 + sin (x+5)
== = cos n sin _—
dy Yy Yy Yy 1+2x+y
Es folgt, dass 97(0,0) = cos (0) In (1) + (1 +sin (0)) 125 —2=0Ound % L(0,0) =cos (0)In (1+0)+
(1+0) +2x — — 1 =0. Damit ist es m&glich, dass die Funktion ein Extremum im (0,0)
hat. Wir miissen jetzt die Hessematrix untersuchen.
°f sin(x+y)In(1+2x+y)+cos(x+y)
- = —sin(x X x T
ox2 Y Y Y 14+2x+y
+2c0s(x—|—y)(1—l—2x+y)—(1+sin(x+y))2
(14 2x+y)?
82f 2 1-1-2
= 1-—42- =2-2=
= 55(0,0) = 0+1-7+2-—— 0,
7 sin(x+y)In(1+2x+y)+cos(x+y)
— = —sin(x X x T —
dy? Y Y Y 14+2x+y
+cos(x+y)(1+2x+y)—(1+sin(x+y))
(1+42x+y)?
32f 1—1
0,0 O+1+——=1
=+ 5500 = 0141
°f sin(x+y)In(14+2x+y)+cos(x+y)
—sin (x X x T a—
dxdy Y Y Y 14+2x+y
+cos(x+y)(1+2x+y)—2(1—l—sin(x+y))
(14 2x+y)?
52
22 f 1-2
24+ —=1.
8x8y(0’0) 0+2+ 7

Damit gilt

Hq@m:<?})



und diese Matrix ist weder positiv noch negativ definit. Zum Beispiel gilt (x, Hx) =
2xy +y? = 0 fiir alle Punkte der Form (x,0). Es folgt das f keinen lokalen Extrempunkt
im Nullpunkt haben kann.

(G9)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dass A positiv definit ist und dass A, und A3
indefinit sind.
1 1

2 3
Az:(31>’

2 =2 =2
Az = -2 4 6
-2 6 8

(b) Bestimmen Sie alle kritische Stellen und ihre Art fiir

fry) = 37434y +y,
h(x,y,z) = 1+x2+2y2+4Z2—2xy+6yz—2xz.

LOSUNG:

(a) Nach Definition heifit A pos. bzw. neg. definit falls (x,Ax) > 0 bzw. < 0 (x # 0) und
pos. bzw. neg. semidefinit falls (x,Ax) > 0 bzw. < 0. um das zu zeigen benutzen wir die
Quadratkomplettierung.

(1) Fiir A{ haben wir:
016x0) = ax)=xa=(x5) (1 5 ) ()

y
_ x+y \ _ 2 2
— (x y)(x+2y)—x(x-l—y)+y(x-l—2y)—x +2y° 4 2xy
= (x+y) )%

Es ist dann klar das Q; (x,y) > 0 falls (x,y) # (0,0) und Qg (x,y) =0 & x=y=0.



(2) Fiir A, haben wir:
0:00) = tax)=xax—(x5) (5 1) ()

. 2x—|—3y . . 2 2
= (x y) ( 3x+ 1y ) =x(2x+3y)+y(3x+ ly) =2x"+y~ + 6xy

3\? 9 ,
=2 v —2(Z2
(e3) 2(5)7 o

3\ 7,
= 2 e _
(x+2y) 2y

und somit ist es klar, dass A; ist indefinit, z.B. gilt Q> (x,0) > 0 und Q> (—%, 1) =
0—7<0.
(3) Fiir A3z haben wir
2 =2 =2 X
O3 (X,y,Z) = <X7A3X> :XZA3XZ ( Xy z ) -2 4 6
-2 6 8 Z

207 — 4xy + 4y2 — dxz+ 872 + 12yz
2(x—(y+2)? —2(y+2)° +4” + 87 + 12yz
2(x— (y+2))* +2y* + 62 +8yz
2(x—(y+2))* +2(y+22)* — 82> + 672

= 2(x—(y+2)°+2(y+2)* - 22"

<

Damit sieht man einfach, dass fiir z Q3 (x,y,0) > 0 ist aber fuer z.B. z =1, y = —2 und
x = —1 haben wir Q3 (—1,—2,1) =04 0—2 < 0. Es folgt, dass Azindefinit ist.

(b) (1) Wir miissen alle Nullstellen vom Gradienten von f finden. Der Gradient von f

ist
V£xy) = (3§,g§):(6x+3y,3x+2y+3y2)

und V£ (x, y) (0,0) < 6x+3y =0 und 3x+2y +3y? = 0. Aus der ersten Gleichung
folgt x = ——y und das setzen wir in die zweite Gleichung ein: — y + 2y +3y? = 2y +

3y2 =0« y=0oder3y+ 3 =0<(x,y) = (0,0) oder (x,y) = ({5 1 £). Die kritische

2
Stellen sind damit . .
= (0,0 dxy = —,—— ).
xp = (0,0) und x3 (127 6)

Jetzt miissen wir diese zwei Punkten untersuchen. Die Hessematrix ist

32f gZ&f 6 3
H(f?'x’-?y):(g;f 8)2;>:<3 2_|_6y>'

dxdy 9y2



Wenn wir die beide Punkten einsetzen bekommen wir:

o= 00 =( 53 )

1 1 6 3

Also gilt: detH| = 12 -9 = 3 und detH, = 6 — 9 = —3. Aus dem Hurwitzkriterium
folgt, dass H; positiv definit ist und das H; indefinit ist. Damit ist der Punkt (0,0) ein

isolierte lokales Minimum und (ﬁ, —%) ein Sattlepunkt (aber keine Extremstelle).

(2) Wir haben & (x,y,z) = 1 +x* +2y? + 47> — 2xy 4 6yz — 2xz.

dh
— = 2x—2y-2
ox X — 2y — 22,
dh
— = 4y—2x+67
dy
dh
— = 8z+6y—2x.
dz

Die Gleichung Vh = 0 ist dann einfach das lineare Gleichungssystem:

X—=y—2z =0,
—x+2y+3z =0,
—x+3y+4z =0.

I -1 -1
Dieses System ist einfach zu 16sen. Schreiben Sie die zugehorige MatrixalsA=| —1 2 3
-1 3 4
Dann gilt

A ~ {r2—>R2—|—r1,r3—>r3—|—r1}

1 -1 -1

~ 0 1 2 N{r1—>r1+r2,r3—>r3—2”2}
0o 2 3
1 0 1

~ 01 2 N{r2—>r2+2r3,r1—>r1+r3}
0 0 —1
1 0 O

~ 01 O
0 0 —1



Es folgt, dass die Gleichung Vi = 0 die eindeutige Losung (x,y,z) = (0,0,0) hat. Das
heif3t
xo = (0,0,0)

ist eine kritische Stelle von A. Fiir die Untersuchung auf Extrema brauchen wir die
zweiten Ableitungen

dh
o = 2x—2y—2zg,
Qﬁ = 4y—2x+62
dy
Qﬁ = 8z+6y—2x.
dz
d%h
Fra
d%h
o
d%h
FER
2
d°h _
dyox
9%h
dz0x =2
2
d°h _ 6
dzdy

Damit ist die Hesse Matrix im Nullpunkt

2 -2 2
H(f,x))=| -2 4 6
-2 6 8

Aus (a)(3) folgt, dass die Hessematrix indefinit ist. Es folgt, dass der Nullpunkt keine
Extremstelle ist.

(G 10)

Zwischen Luftdruck p und Hohe 4 (iiber Meeresniveau) besteht unter Annahme kon-
stanter Lufttemperatur der Zusammenhang (barometrische Hohenformel):

p(h)=po-e /s



(der Skalenhohe hg ~ 8000m.) Leiten Sie einen moglichst guten, angenéhrten linearen
Zusammenhang zwischen den Groflen p und 4 her. Bis zu welcher Hohe lieftert diese
Niherung Werte, die um maximal 1% vom tatsdchlichen Luftdruck abweichen?

LOSUNG:

Aus der Taylorschen Formel mit Rest wissen wir, dass fiir 0 < x <1 gilt
e ~1—-x+Ry(x)

wobei

fiir ein & € [0,x]. Es folgt, dass [R; (x)| < 5. Seix = % Dann gilt, falls & < hg dass

p(h)=po(1—x+Ry(x))

oder

und die Abweichung
h 112

Rl — )| =po=—
Po Z(hs)‘ pozhg

. . 2 _
ist kleiner als 1% falls po%Z—z < g & < pylhie
N

[ 1
]’L<I’l5 m

HausUbungen

(H4) [5+5P]

(a) Sei
f(x,y,2z) = (x+xy+yz)e'.

Bestimmen Sie alle kritische Stellen von f und ihre Art.



(b) Sei
h(x,y,2) = €% (1 —aretan (x* +y° +22%) ).

Hat 4 eine lokale Extremstelle im Nullpunkt? Bestimmen Sie in diesem Fall welche
Art von Extremstelle.

LOSUNG:
(a) Es gilt
af .
5y = ¢ ltaytyztlty),
af .
a_y = € (X+Z),
if _ &
e ey.

Fiir eine kritische Stelle muss V f = 0. In diesem fall muss y =0, x+z=0und x+1=0.
Es folgt, dass der Punkt
xo = (—1,0,1)

eine kritische Stelle von f ist. Wir miissen jetzt diesen Punkt untersuchen. Die zweiten
Ableitungen sind:

82

a—xj; = e (x+xy+yz+2+2y),
0°f

a ~

’f

a2 = 0

(92

ay;x = ¢ x+ztl),
If

dz0x Y

P’ f .

dzdy

Die Hessematrix in (—1,0, 1) ist:

H(f,—1,0,1)=¢"!

O = =
—_— O =
oS = O



Aus dem Hurwitzkriterium folgt, dass H indefinit ist und X ist keine Extremstelle von

f.

(b) Es gilt

dh n(x*+vy-+ - 2

78 = ey, (1 arcta ( 2 y2 212)) 2 (>

ox 14 (3% 4+y2 4-222)

dh +y°+ - :

= % xz (1 — arctan (x2 yz 212)) > 2 und

dy 14 (2% +y? 4-222)

dh + - :

— = P <xy (1 arctan (x2 y2 + 212)) : 2

dz 14 (% +y% +222)

Es ist klar, dass VA (0,0,0) = (0,0,0). Man sieht auch, dass wir nicht alles ausrechnen
miissen fiir die zweite Ableitunge, weil viele Therme verschwinden. Z.b. alle ableitun-
gen von ¢** sind im Nullpunkt Null:

aZh a 2x
57 — exyza— VzZ (1 — arctan (x2 + y2 + 2z2)) — )
X“ |x=0 X I+ (¥ +y2 +22%) [x=0
2 <1+ (x2+y2+2z2)2> — 2x4x (x* +y* 4+ 22%) 2
_ do-— =—c=-2
2 )
[1 + (2 +y2+ 212)2] :
|x=0
9%h J 2
— = eY"—{xz (1 — arctan (x2 + y2 + 222)) — Y 7
ay |x=0 ay 1+ (x2 +y2 + 2Z2) |x=0
2 (14 (2 42 22))
— O— 2 == _27
1+ (2432 +22)’] .
xX=
0%h e O 4z
i = " {xy(1—arctan (x* +y* +27%)) —
072 x=0 0z { ( ( )) 1+ (X2 -l—y2 + 222)2 x=0

4(1+ (247 +22)°)
— 0- L =4
1+ (2432 +22)’] .
X=




Und die gemischten Ableitungen

d%h vz O 2x
— = ¢9°—{ zy (1 —arctan (x> +y* +27%)) —

9y0x|x—g dy { ( ( ) 1+ (22 +y2 4222)? =0

= 0-0=0,

d%h ) 2x

— = 9 —{ zy (1 —arctan (x> +y* +22%)) — =0,
929X |x=0 dz { ( ( ) 1+ (32 +y24222)° o

9%h 2, 2

- = eV —<xz (1 — arctan (x2 +y* + 2z2)) — Y 5 =0,
828y|X:0 dz 1+ (X2 _|_y2 + 2Z2) X0

Damit ist die Hessematrix

2 0 0
H(f,00=| 0 -2 0
0 0 -4

offensichtlich negativ definit. Es folgt das £ eine lokales Maximum im Nullpunkt hat.



