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Hohere Mathematik Il

2. Ubung mit Lésungshinweisen
Abgabe Hausiibungen: W. 19

GruppenUbungen

(G3)

(a) Berechnen Sie den Gradienten folgender Funktionen:

filxy) = sin(0?),
{”—> (x,3) # (0,0),

RO =0T ey =00,

(b) Untersuchen Sie die Stetigkeit von der Funktion f; in (0,0). Kann man den Wert
£2(0,0) so wihlen das f> in R? stetig ist?

LOSUNG:
(@) f1(x,y) =sin (xy3) und

dfi

9Ifh _ 3 3
5> y’cos (xy°),
dfi

Frl 3xy?cos (xy?) .

Damit ist der Gradient

Vi = (3’ cos (xy’) ,3xy* cos (xy°)) .



Es ist klar, dass f> (x,y) = f2 (y,x) und damit ist %—7;2 (x,y) = % (y,x). Wir kénnen f; fiir
(x,z) # (0,0) so schrieben:

(x y):x2+y2+2xy: 2xy
2\ 22 2 1y2
Damit gilt
of> 2y (x2 + y2) —2xy (2x) v —x%y x%—y?
M 2 = PRSP &
ox (x* +¥?) (x* +y?) (x* +y?)
f df y* —x*
P2y = 2x) =2
dy (x,) dx (%) (x2 _I_y2)2
Der Gradient ist
22 22
Vf2<x,y>:(—zy§ P )
(%% +y2) (%% +y?)

(b) Die Funktion f> (x,y) =1+ xzzfy > istin (0,0) nicht stetig, weil f> (0,0) = 1 ist, aber

der Grenzwert in (0,0) nicht existiert. Um das zu zeigen nehmen wir zwei Folgen die
beide nach (0,0) konvergiert:

{Xn}y>1 = { (%7%) }n>l und {yn},>; = { (}1,0) }n>l )

Dann gilt
11 2%
lim f> (x,) = lim fo | —, — = 1+ =2und
n—oo n—oo nn _2+_2
n n
lim £ (y,) = lim £ (2,0 1+
im = lim - == —=1.
Pt 2\¥Yn Pl 2 n’ 1+0

Weil 2 # 1 kann f, in (0,0) nicht stetig sein.
G4

(a) Die ideale Gasgleichung lautet: p-V,, = R- T, wobei V,, = V /n das molare Volu-
men ist. Berechnen Sie den Gradienten und alle zweiten partiellen Ableitungen der
Funktion p = p (V,,, T). Was fillt ihnen auf?



(b) Bilden Sie die partiellen Ableitungen des Druckes p nach Volumen V, Temperatur
T und Stoffmenge n fiir die folgende Gleichung, die das Verhalten realer Gase
beschreibt (van der Waals-Gleichung; a , b und R sind Konstante):

<p+"2'a) (V—n-b)=n-R-T.

V2
LOSUNG:
(a) Es folgt, dass
(Vi T) = RT
p - p m» - Vm
und damit gilt
dp  RT q dp R

W V2T TV,
Die hohere partielle Ableitungen sind

d?p 9 (dp\ 9 ( RT\ R
ITV, ﬁ(%>_ﬁ<_v_n%>__v_n%’
d°p ~_d (dp\ _ Jd (R R
WVndT E(ﬁ>_m(ﬁ):v_ﬁ’
Pp i(a_P)_i<£)_0und
oT? aT \oT )~ aT \V,

Pp 9 (9p\_ 0 (RT\ RT
ov: — 9V, \dV,) 9T\ Vi) v

Man sieht dann das die beide gemischte partielle zweite Ableitungen sind gleich:
9%p R d’p
oVudT V2 9ToV,
(b) Wir betrachten

V2
und leiten beide Seiten nach V T und n ab unter der Voraussetzung, dass p = p (V,T,n).
Es gilt

(p+n2'a> (V—n-b)=n-R-T

0 n?-a 0
W(p-i— = >(V—n-b) = SunR-T

0 2n’a n*-a
<£_—V3 )(V—nb)—i—(p—i— VZ) =0

dp 2n’a 1 +nzg
av v v—m\”




falls V # nb und falls V = nb (d.h. entweder 7' = 0 oder n = 0) gilt aus obiger Gleichung,

dass

an>  dp B 2an?

O A AR
Es gilt auch, dass
d n-a 0
7 V—-nb = —n-R-T
aT(pjL V2)( n-b) or"
=
g—;(V—nb) = nR
=
8_p B nR
oT  V —nb

falls V # nb und falls V = nb konnen wir nichts iiber 3—? sagen. Zuletzt haben wir

9 +"2_'a V—nb) = 9 R-T
on \P T2 " = o
=
dp 2na n*-a
<%+W> (V—nb)—b(p+ VZ) = RT
=
a_p — _zn_a_k; b +nz_a _|_RT
on v v |"\PT 2

falls V # nb und falls V = nb gilt
n*a RT dp ~ 2na

— == =——.
VZ b on V2
Wir haben jetzt gezeigt das falls V # nb dann gilt

dp 2n2a_ 1 +112a
v~ v v \FT vz )

2
n°-a
—b(p+—v2 ):RT:>p:—

dp nR
oT — V—nb’
dp 2na_|_ 1 b _l_nza CRT
on — vZ vom | \FTV2 '
Falls V = nb (d.h. T = 0 oder n = 0) dann gilt
dp 2na
av v
ap 2na

on V2



und wir konnen nichts iiber g—? sagen.

Haustbungen

(H?2) [10=2+2+2+2+2P]

(a) Berechnen Sie den Gradient folgender Funktionen f; : R?\ {(0,0)} — R, =1,2,3

sin (x2+y2)
filxy) = T2y
_ sin(xy)
f2(x7y) - xy+x3y3’

1
fa(x,y) = exp <_\/x2—Tyz)

(b) Untersuchen Sie die Stetigkeit folgender Funktionen:

Dol (ny) #(1,1),

X — x—1
gl( ay) {ah ( 7y): 171 :
N = Nyt PRI}
&2 (%) {az, (r) = (1,1),

Kann man die Konstanten a; € R so wihlen, dass g; auf ganz R? stetig ist (i = 1,2)?

Hinweise/Test (a): Die Gradienten und Hessematrizen in dem Punkt (x,y) = (1,1) sind

V(1) = (cos(Z)—%sin(Z),cos(Z)—%sin(Z)),

VH(1,1) = (%cos(l)—sin(l),%cos(l)—sin(l)),

VF(1,1) = exp <-\%> i(1,1).

3
2

Bitte vergleichen Sie ihre Losungen mit diese Werten vor der Abgabe!

LOSUNG:



: 2.2
(a) (1) Es ist klar, dass f (x,y) = % symmetrisch in x und y ist. Damit folgt das
% (x,y) = %—J;‘ (y,x). Wir berechnen einfach das

afi (x,) 2xcos (x2 +y2) (x2 +y2) —2xsin (x2 +y2) 2xcos (x2 +y2) 2xsin (x2 +y2)
i x) —_ — —

ax (2 +y2)° (2 +5%) (2 +y?)?
dfi fi

a_y (x,y) = E (y,x)

und damit ist die Gradient

Vi) = (%00 i

ox’ dy
afi 2xcos (x2 +y2) 2xsin (x2 —|—y2)
ox 2.2 S 52 und
x (% +y?) (¥ +?)
dfi  2ycos (x*+y?)  2ysin (¥ +y?)
dy (x* +y%) (2432

V(1) = (cos(Z)—%sin(2),cos(2)—%sin(2)>.

2) fo(x,y) = %,xy # 0 is symmetrisch, d.h. f> (x,y) = f> (y,x). Deswegen gilt

% (x,y) = %—1;2 (y,x). Wir haben

df> yeos (xy) (xy +x°y*) —sin (xy) (y+3x%y?)
B (x,y) = 332

(xy+x3y3)
1 y+3x%y?

= cos(xy) ( — sin (xy) m

X+ x3y2)

und damit ist der Gradient von f3:

Vi = (% %> mit

dx’ dy
0 1 2.3
of cos (xy) ~————+ — sin (xy) nyz und
o G+ ey?) (%)
2f 1 . x+3y%x°
—= = cos(xy) ———- —sin(xy) —————.
dy (@) (y+y°x?) =) (xy +x3y3)?



In der Punkt (1,1) gilt

1 1 .
Vi (1,1) = (5 ) —sin 1),5008(1)—811’1(1)).

(3) f3(x,y) =exp ( 2+y ) # (0,0). Dann ist wie vorhier f3 symmetrisch und

8f3 X 1
ax (x2+y2)3exp<_m>
df3 y 1
2 mp(—m>

also ist die Gradient

Vii(ny) = exp<— 1 )( L ).

V(L) = exp (-\%) ziu,l).

(b)

G1(ey) = {?—‘f’ (63) £ (1,1),
; . ( )

82 <x7y) =

(1) Fir g1 (x,y) miien wir die Grenzwert lim(, ) (1 1) > o L untersuchen. Wir nehemen
zwei Folgen in R? die beide nach (1, 1) konvergiert:

{Xn}nzl = {(1 + rl,? 1 +%) }n>1 und {yn n>1— {1 + l}nzldann ist

2

: . 1 1 1+ -1

fim g1 (x:) = lim g (”27”;):% lim
n

n—o0

' , 1 (1+H-1 L
,}E{}ogl(W = r}grgogl(l_*—;’l):ﬁ:nim%zllmlzl'

Weil die beide Grenzwerten nicht iibeinstimmen existiert die Grenzwert limy, ) (1,1) 81 (x,2)
nicht und man kann nicht a; wihlen so das g;stetig auf R? wird.



(2) Wir nehmen auch hier zwei Folgen {X,},,~; = {(1+ %, 1+ %) }n>1 und {yn},>1 =
{1+1,1} _ dann gilt

1+11-1 0
lim g5 (x,) = lim ———"=lim 7 =0,
n—oo n—oo 1 _|_ r_z _ 1 n—oo 7’
1+1 -1 1
lim g (y,) = lim —f—— =1lim ¢ =1
n—oo n~>oo1+'_l_1 n*)OOZ

Weil die beide Grenzwerten nicht ibeinstimmen existiert die Grenzwert lim(, ) (1,1) &2 (x,2)
nicht und man kann nicht a, wihlen so das gostetig auf R? wird.



