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Lie Algebren

5. Übung

Aufgabe 32 Sei Φ ein irreduzibles Wurzelsystem und ∆ = {α1, . . . , αl} eine Basis von Φ.
Zeigen Sie, daß es eine Wurzel α =

∑l

i=1
niαi gibt, so daß für jede Wurzel

∑l

i=1
miαi

n1 ≥ m1, . . . , nl ≥ ml

gilt.

Aufgabe 33 Sei G eine halbeinfache Lie Algebra über C mit Cartan Unteralgebra H und
Wurzelsystem Φ. Seien α, β ∈ Φ und β 6= ±α. Sei r die größte ganze Zahl, so daß β − rα

eine Wurzel ist, und q die größte ganze Zahl, so daß β + qα eine Wurzel ist. Zeigen Sie, daß
alle β + jα, −r ≤ j ≤ q, Wurzeln sind und r − q = β(hα) gilt.

Aufgabe 34 Sei G eine halbeinfache Lie Algebra über C mit Cartan Unteralgebra H und
Wurzelsystem Φ. Seien α, β, α + β ∈ Φ. Beweisen Sie, daß

[Gα, Gβ] = Gα+β .

Aufgabe 35 Sei G eine halbeinfache Lie Algebra über C mit Cartan Unteralgebra H

und Wurzelsystem Φ. Sei ∆ = {α1, . . . , αl} eine Basis von Φ. Sei hi = hαi
. Wähle xi ∈

Gαi
, yi ∈ G

−αi
mit [xi, yi] = hi. Definiere aij = 〈αj, αi〉 = αj(hi). Zeigen Sie, daß G von den

Elementen xi, hi, yi erzeugt wird und die Relationen

[hi, hj] = 0

[xi, yj] = δijhi

[hi, xj ] = aijxj , [hi, yj] = −aijyj

ad(xi)
1−aijxj = ad(yi)

1−aij yj = 0, i 6= j

gelten.

Aufgabe 36 Sei L eine Lie Algebra und (U, i) eine universelle Einhüllende von L. Beweisen
Sie, daß es einen eindeutigen Antiautomorphismus π : U → U gibt, so daß πi = −i. Zeigen
Sie weiterhin, daß π2 = 1.

Aufgabe 37 Sei L eine Lie Algebra und U eine universelle Einhüllende von L. Sei M eine
Unteralgebra von L. Zeigen Sie, daß die Unteralgebra von U erzeugt von M eine universelle
Einhüllende von M ist.


