Sei f : |a,b] — R eine beschriankte Funktion.
f Treppenfunktion fira =20 < z1...< 2, = b
& f(x) konstant auf allen |z, 2. 1]

/ Fa)de =3 f(E) (Al & € rp zpn]

(Az)r = zk+1 — 2zx. Unabhingig von Zerlegung!

f integrierbar <
Es gibt Treppenfunktionen f . f., :la,b] — R mit

[ SF<f, n

/a bfn(x)da;— / ’ f (x)dz =0

O.B.d.A.
in - max{ik | k< n}v ?n — min{fk ‘ k< n}

Das Riemann-Integral fab f(x)dxr von f ist die
durch die Intervallschachtelung

/ 'f (@) / F(@)de] (n € N)

bestimmte reelle Zahl
- Nur von f : [a,b] — R abhingig




L fiir2ik<a:<2k%1,k21

o) ={

sonst

0 firx< 2%
1 e 1 1

in(x‘): 2—kfur2—k<x<2k—_1,k§n
1 sonst

k=1
1 1 |
0 o 2
1 n—1 1\n
1221 1=
[ L1
0 k=0 4



1 1 il g 1 1
fla) = ﬁjLWsm— fir o <o < g, b > 1
sonst

/f dx—Z/ S sin— Liw

wobel die Integrale in der Summe wegen Stetigkeit exi-
stieren. Also gibt es Treppenfunktionen

9y In g U = R, g, (2) < fl2) <G,(2)

[ ] %

fir v < o5
(@) = { g (x) sonst

1 fiirx<2in

Fale) = { g,(r) sonst
f(x) < flz) < fo(z) =€l0,1]
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Satz 15.10 Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist
integrierbar und es qilt

(11) Mittelwertsatz:
Es gibt & € [a,b] mit [ f(x)dz = f(£)(b— a).

Satz 15.13 Hauptsatz Ist f : [a,b] — R stetig und
c € la, b, so ist die Funktion F(7) auf |a,b] differen-
zierbar, wobet

F(r) = /Tf(t)dt und %—Z;(T) = f(r) 7 €la,b

Korollar 15.14 Ist f : [a,b] — R stetig, ¢ € [a, D]
und G : |a,b] — R eine differenzierbare Stamm-

Funktion mit %—?(7) = f(7) fir alle 7 € la,b], so
qibt es eine Konstante C' mit

G(T) = / f(t)dt+C  fir alle T € |a, b
Insbesondere

GZG@,/}@@:GW—G@

Glc)=0 < G(1)= /T f(t)dt  fiir alle T € [a, D]
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Satz 15.19 Integrationsregel. Seien x = z(t), y =
y(t) und z = z(t) auf |a,b] stetig differenzierbar und
f(x), gly), h(z) stetige Funktionen auf den jeweili-
gen Wertebereichen. Fiir die Differentiale gelte

f(z)dz = cg(y)dy + h(z)dz
Dann gilt:

b/ f(:v)dxc/j(y)der/h(j)dZ
/::; flz)de = c/y( )g(y)dy + /Z;()) h(z)dz

Ist y = y(x) und f(z) = cg(y)5. =

/f@ﬂxzc/ d%u/f' b/ * o)y

€T = undu—u

/f ¢wi/f % u = Du()

/ mwn=@mw»—@m©>

ou ov
uv:/vadt—l—/uadt:/Udu-l—/udv




R(Z,&, f) = }jf@zm & € [z, 2]

f integrierbar < Fiir alle € > 0 gibt es 0 > 0 so, dass
fiir alle Zerlegungen Z von |a, b mit Maschenweite

< 0 und alle Zwischenvektoren & gilt:

b
y/f@Mx—mZ@JMSs

Satz 15.10 f : |a,b] — R stetig =: Zu jedem ¢ > 0
gibt es 0 > 0 so, dass fir alle a < ¢ < d < b mit
d—c<6 und alle £ € [c,d] gilt

d
[ fae - s@a o) <<ld - o
Theorem 15.12 Summationstheorem. Sei W (a, b) €
R fiir a < b definiert, f : I — R auf I stetig und
e Wi(a,b)=Wl(a,c)+ W(e,b) fiir c zwischen a, b

(x) Fir alle e > 0 gibt es ein & > 0 so, dass fiir alle
Ax mit |Azx| < 6 und alle p € I gilt:

~ Es gibt £ € [p, p+ Ax] mit |[W(p, p+ Ax) —
f(§)Az| < Az

Dann gilt fir alle a < b in I:\W(a,b) = fabf(:v)da:




