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Sei f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion.

f Treppenfunktion für a = z0 < z1 . . . < zm = b

⇔ f(x) konstant auf allen ]xk, zk+1[
∫ b

a

f(x)dx =
m

∑

k=0

f(ξk)(∆x)k ξk ∈ ]xk, xk+1[

(∆x)k = zk+1 − zk. Unabhängig von Zerlegung!

f integrierbar ⇔

Es gibt Treppenfunktionen f
n
, fn : [a, b] → R mit

f
n
≤ f ≤ fn ∀n

∫ b

a

fn(x)dx −

∫ b

a

f
n
(x)dx → 0

O.B.d.A.

f
n

= max{f
k
| k ≤ n}, fn = min{f k | k ≤ n}

Das Riemann-Integral
∫ b

a
f(x)dx von f ist die

durch die Intervallschachtelung

[

∫ b

a

f
n
(x)dx,

∫ b

a

fn(x)dx] (n ∈ N)

bestimmte reelle Zahl
- Nur von f : [a, b] → R abhängig
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f(x) =

{ 1
2k für 1

2k < x < 1
2k−1 , k ≥ 1

1 sonst

f
n
(x) =







0 für x < 1
2n

1
2k für 1

2k < x < 1
2k−1 , k ≤ n

1 sonst

∫ 1

0

f
n

=
n

∑

k=1

1

2k

1

2k

fn(x) =

{ 1
2k für 1

2k < x < 1
2k−1 , k ≤ n

1 sonst
∫ 1

0

fn = 1
1

2n
+

n
∑

k=1

1

2k

1

2k

∫ 1

0

fn −

∫ 1

0

f
n

= 1
1

2n
→ 0

∫ 1

0

f
n

=
1

4

n−1
∑

k=0

1

4k
=

1

4

(1
4)

n − 1
1
4
− 1

∫ 1

0

f = lim
n→∞

∫ 1

0

f
n

=
1

3
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f(x) =

{ 1
2k + 1

2k+1 sin 1
x

für 1
2k < x < 1

2k−1 , k ≥ 1

1 sonst

∫ 1

1
2n

f(x)dx =
n

∑

k=1

∫ 1

1
2k

1

2k+1
sin

1

x
dx

wobei die Integrale in der Summe wegen Stetigkeit exi-
stieren. Also gibt es Treppenfunktionen

g
n
, gn : [

1

2n
, 1] → R, g

n
(x) ≤ f(x) ≤ gn(x)

∫ 1

1
2n

gn −

∫ 1

1
2n

g
n
≤

1

n

f
n
(x) =

{

0 für x < 1
2n

g
n
(x) sonst

fn(x) =

{

1 für x < 1
2n

gn(x) sonst

f
n
(x) ≤ f(x) ≤ fn(x) x ∈ [0, 1]

∫ 1

0

fn −

∫ 1

0

f
n

=
1

2n
+

1

n
→ 0
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Satz 15.10 Jede stetige Funktion f : [a, b] → R ist
integrierbar und es gilt

(ii) Mittelwertsatz:
Es gibt ξ ∈ [a, b] mit

∫ n

a
f(x)dx = f(ξ)(b − a).

Satz 15.13 Hauptsatz Ist f : [a, b] → R stetig und
c ∈ [a, b], so ist die Funktion F (τ ) auf [a, b] differen-
zierbar, wobei

F (τ ) =

∫ τ

c

f(t)dt und
∂F

∂t
(τ ) = f(τ ) τ ∈ [a, b]

Korollar 15.14 Ist f : [a, b] → R stetig, c ∈ [a, b]
und G : [a, b] → R eine differenzierbare Stamm-
Funktion mit ∂G

∂t
(τ ) = f(τ ) für alle τ ∈ [a, b], so

gibt es eine Konstante C mit

G(τ ) =

∫ τ

c

f(t)dt + C für alle τ ∈ [a, b]

Insbesondere

C = G(c),

∫ τ

c

f(t)dt = G(τ ) − G(c)

G(c) = 0 ⇔ G(τ ) =

∫ τ

c

f(t)dt für alle τ ∈ [a, b]
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Satz 15.19 Integrationsregel. Seien x = x(t), y =
y(t) und z = z(t) auf [a, b] stetig differenzierbar und
f(x), g(y), h(z) stetige Funktionen auf den jeweili-
gen Wertebereichen. Für die Differentiale gelte

f(x)dx = cg(y)dy + h(z)dz

Dann gilt:
∫

f(x)dx = c

∫

g(y)dy +

∫

h(z)dz

∫ x(b)

x(a)

f(x)dx = c

∫ y(b)

y(a)

g(y)dy +

∫ z(b)

z(a)

h(z)dz

Ist y = y(x) und f(x) = cg(y)∂y
∂x

, ⇒
∫

f(x)dx = c

∫

g(y)dy,

∫ d

c

f(x)dc = c

∫ y(d)

y(c)

g(y)dy

x = x(u) und u = u(x) ⇒
∫

f(x)dx =

∫

f(x(u))
∂x

∂u
du = Φ(u(x))

∫ d

c

f(x)dx = Φ(u(d)) − Φ(u(c))

uv =

∫

v
∂u

∂t
dt +

∫

u
∂v

∂t
dt =

∫

v du +

∫

u dv
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R(Z, ~ξ, f) =

n
∑

k=0

f(ξk)(∆x)k, ξk ∈ [zk, zk+1]

f integrierbar ⇔ Für alle ε > 0 gibt es δ > 0 so, dass
für alle Zerlegungen Z von [a, b] mit Maschenweite

≤ δ und alle Zwischenvektoren ~ξ gilt:

|

∫ b

a

f(x)dx − R(Z, ~ξ, f)| ≤ ε

Satz 15.10 f : [a, b] → R stetig ⇒: Zu jedem ε > 0
gibt es δ > 0 so, dass für alle a ≤ c ≤ d ≤ b mit
d − c ≤ δ und alle ξ ∈ [c, d] gilt

|

∫ d

c

f(x)dx − f(ξ)(d − c)| ≤ ε(d − c)

Theorem 15.12 Summationstheorem. Sei W (a, b) ∈
R für a ≤ b definiert, f : I → R auf I stetig und

• W (a, b) = W (a, c) + W (c, b) für c zwischen a, b

(∗) Für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0 so, dass für alle
∆x mit |∆x| ≤ δ und alle p ∈ I gilt:

– Es gibt ξ ∈ [p, p + ∆x] mit |W (p, p + ∆x) −
f(ξ)∆x| ≤ ε|∆x|

Dann gilt für alle a ≤ b in I: W (a, b) =
∫ b

a
f(x)dx.


