Sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion.

f integrierbar <
Es gibt Treppenfunktionen f_ , fn o la,b] — R mit

nl—f <f<fn§fn 1 vn

/fn d:c—/in(ac)d:c — 0

Das Riemann-Integral ff f(x)dz von f ist die
durch die Intervallschachtelung

[/abin(x)dfm fab?n(fv)dx] (n € N)

bestimmte reelle Zahl
- und unabhéngig von den Treppenfunktionen
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Satz 15.13 Hauptsatz Ist f : [a,b] — R stetig und
c € |a, b, so ist die Funktion F(T) auf |a,b] differen-
zierbar, wobet '

F_('r) = /T Ft)dt und %];—(T) = f(r) 7 € la,b]

Beweis.

- _ T+AT
AF(1,At)=F(t+ A1) — F(7) = / f(t)dt
Nach Satz 15.10 (i) gibt es also zu jedem € > 0 ein

0 > 0 so, dass fiir alle |A7| < § gilt
|F(r +8¢) — F(r) — f(T)A7] < €] A7]
und es folgt

F(r + Ar) — F(r)
| INT

—f(r)|<e O
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Satz 15.10 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist
integrierbar und es gilt

(1) Zu jedem & > 0 gz’bt_-es 0 > 0 so, dass fiir alle
a<c<d<bmitd—c<6 und alle € [c,d]
qgilt

d
| / F(@)dz — F(€)d— )| < e(d - )

(i) Mittelwertsatz: Es gibt £ @, b] mit [ :’ Fleyde =
F)(b —a).

bo)ymin (e [ £G-Omal

Bew g.-.-_ .4@‘_ L 2asdhwertsif

§ e [l s\eh )

&/ / %// C P
1 % . |

e |

N

+n { —® & 4 -
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Gegeben eine Abbildung 6 : R — Rsg, sei U, das
offene Intervall |z — d(z), = + 6(x)].
- Eine Teilmenge D von R heisse kompakt fiir §, wenn
entweder

Dg|Ju.
zeR
oder es endlich viele Z1,...,%n € R gibt so, dass

) DE . ..Ul
Dabei 0.B.d.A. §(z;) > 0.

Satz 15.8 Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] ist
kompakt bzgl. jeder Funktion 6.

Eine Funktion f : D — R heisst gleichmdfig stetig
auf D, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 so gibt, dass

firalez, 2’ € D: |z—2/|<§ = |flz)-f(@)| <e

Satz 15.9 Ist f : [a,b] — R stetig, so auch gleich-
mafsig stetig.

—

Boo Q &= Wun -
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Riemannsumme von f fiir
Zerlegung Z :a =2y < 21... < 2, = b und
Zwischenvektor € © & €2k, Zk+1]

R(Z,&,f) = ngk )(Az);

f integrierbar &

Fiir alle € > 0-gibt es 0 > 0 so, dass fiir
alle Zerlegungen Z von [a, b] mit Maschenweite < ¢
und alle Zwischenvektoren & gilt:

b s
| f f@)dz — R(Z,E )| <e

% -
/2\#4:/\

AT




