Sei f : |a,b] — R eine beschriankte Funktion.

f integrierbar <
Es gibt Treppenfunktionen f . f, :la,b] — R mit

fo S L SFST ST v

/f dm—/i(w)dm 0

Das Riemann-Integral fab f(z)dx von f ist die
durch die Intervallschachtelung

/ f () / F. ()] (n € N)

bestimmte reelle Zahl
- und unabhéngig von den Treppenfunktionen




2

Riemannsumme von f fiir
Zerlegung Z 1 a =2y < 21... < 2, = bund
Zwischenvektor € : &, €|zk, 2k

R(Z.E. [) = fok J(Aw)

f integrierbar =-

Fiir alle e > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir

alle Zerlegungen Z von [a, b| mit Maschenweite < §
und alle Zwischenvektoren 5 gilt:

b
[ twne - Rz EpI <
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Gegeben eine Abbildung 0 : R — R, sei U, das
offene Intervall |x — §(z), x + d(z)|.
Eine Teilmenge D von R heisse kompakt fiir 0, wenn
entweder

D¢\ Ju.
reR
oder es endlich viele 1, ..., z, € R gibt so, dass

DCU,U...uU,,
Dabei 0.B.d.A. §(z;) > 0.

Satz 15.8 Ein abgeschlossenes Intervall |a,b] ist
kompakt bzgl. jeder Funktion o.

Eine Funktion f : D — R heisst gleichmdffig stetig
auf D, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 so gibt, dass

firalle x,2' € D: |z—2'| <0 = |f(z)—f(2)| <e

Satz 15.9 Ist [ : |a,b] — R stetig, so auch gleich-
mdajfiig stetig.
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Satz 15.10 Jede stetige Funktion f : |a,b] — R ist
integrierbar und es qilt

(i) Zu jedem ¢ > 0 gibt es 0 > 0 so, dass fiir alle
a<c<d<bmitd—c<§ und alle{ € |c,d]
qgilt

d
\ / Flo)dz — FE)d — o) < e(d— o)

(it) Mittelwertsatz: Es gibt & € [a,b] mat [ f(z)dz =
f(€)(b—a).



Theorem 15.12 Summationstheorem. Sei W (a,b) €
R fiir a < b im offenen Intervall I C R definiert
und gelte die Additivitat

Wia,b) = Wi(a,c)+Wic,b) falls ¢ zwischen a und b
Sei f I — R auf I stetig und gelte

(%) Fir alle e > 0 gibt es ein & > 0 so, dass fiir alle
Ax mit |Azx| < 6 und alle p € I gilt:

— Es gibt & € [p, p+ Az| mit |W(p, p+ Azx) —
f(&)Ax| < e|Ax|

Dann gilt fiir alle a < b in I: W(a,b) = f f(x
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Beweis. Sei a > b und € > 0 gegeben. Wahle o gemaf3
(%) und Satz 15.10 so, dass

p+Azx
| / Flo)dz — F(€)Ax] < | Al

fiir alle p € |a,b], |A| < § und passendes & € [p, p + Ax].

Wiéhle ein Zerlegung a = 29 < 21... < z, = b von
Maschenweite < 0 und & € [2g, zx11] so, dass

(W (2, 2r41) — f(&R)(20g1 — 21)| < e(2rg1 — 21)
Dann folgt

W 2k, 2141) — . (x)dx| <
< W (2, 21) — F(€) (211 — 20+
HFE) o — ) — | fla)da] <

5
< 2e(2p41 — 21)

also mit der Additividat und Dreiecksungleichung

W (a,b) / Fle)dz] <

—_

n_

<

(]

W (2, 211) — / " feyde] < 26— )

—0 k
Dies gilt fiir alle € > 0, also nach Archimedes

b
W(a,b):/ f(x)dx O

x5
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Satz 15.13 Hauptsatz Ist f : [a,b] — R stetig und
c € la,b|, so ist die Funktion F (1) auf |a,b] differen-
zierbar, wober

F(r) = /T f(t)dt wund @a_Z;(T) = f(r) 7€ |a,l]

Bewels.
T+AT
AF(1,AT) = F(t+ A1) — F(1) = / f(t)de
Nach Satz 15.10 (i) gibt es also zu jedem £ > 0 ein
0 > 0 so, dass fiir alle |A7| <9 gilt
|F(7+671) — F(1) — f(1)AT| < €|AT]
und es folgt

F(1 4+ A1) — F(1)
| AT

—fr)l<e O



