Die folgenden Wiederholungsaufgaben vom Klausurtyp wurden fortlaufend ergénzt.
Dabei wurde die Nummerierung beibehalten. Die Ergénzung ist nunmehr abgeschlossen.
Losungen erstellen Sie bitte selbst.

Die Bewertung der Mehrfachauswahl- bzw. Zuordnungsaufgaben erfolgt so, dass fiir
jede richtige Anwort eine Punkteinheit addiert wird, fiir jede falsche subtrahiert wird.
Diese Aufgaben werden zusammengefasst und die Mindestpunktzahl betriagt dann 0.

Bei herkommlichen Aufgaben zdhlt nicht das Ergebnis, sondern die nachvollziehbare
Herleitung des Ergebnisses. Um Vorteile durch Rechnerverwendung auszuschliessen, sind
exakte Ergebnisse unter Verwendung elementare Funktionen und Konstanten anzugeben.
Numerische Ndherungswerte werden gegebenenfalls in der Aufgabenstellung angegeben.

Fiir Studierende, die nicht ET 1 horen, durch ET-spezifische Aufgaben etwa entste-
hende Nachteile werden bei der Bewertung beriicksichtigt.

1 Zahlen

1. Welche der folgenden Aussagen iiber Elemente eines Korpers K sind korrekt?
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2 Vektoren

1. Welche der folgenden Aussagen iiber Punkte P, (), Vektoren v, @ des Raumes und
Skalare r, s sind sinnvoll und korrekt?
e U+ P ist ein Punkt
e ¥+ ruj ist ein Vektor
e P+ ist ein Vektor
o P+ ist ein Punkt

3 Logik
1. Welche der folgenden Aussagen iiber natiirliche Zahlen 0, 1,2, ... sind korrekt?

o dxVy: z<y
o JyVz: y<z
o Vydr: x <y
e Vxdy: x <y

2. Welche Schlussweisen sind korrekt?



2 6 REELLE ZAHLEN

e Aus JxVy: A(z,y) folgt Vy3Ix : A(z,y)
o AusVydz: A(zx,y) folgt JxVy : A(z,y)
o Aus VaVy: A(z,y) folgt VyVa : A(z,vy)
e Aus JxJy: A(z,y) folgt Jy3Ix: A(z,y)

4 Lineare Gleichungen

1. Sei K ein Korper, A € K"™*" b e K™ und y, € K™ mit Ay, = b. Zeigen Sie: zu
jedem y € K™ mit Ay = b gibt es y,, € K" so, dass Ay, =0und y =y, + vy,.

5 Vektorraume

1. Gegeben sei

1 =121 0\ os
A—<2 —2 5 2 1)€R

Bestimmen Sie eine Basis von {x € R | Az = 0}.

2. Welche der folgenden Aussagen iiber den Rang r einer Matrix A € R™*" sind
korrekt?
e Aus den Spalten von A kann man hochstens r unabhéngige auswihlen
e A hat hochstens n — r Nullzeilen
e Das Gleichungssystem Ax = 0 hat héchstens n —r 4+ 1 unabhéngige Losungen
r =dim{b € R" | Az = b ist 16sbar}

6 Reelle Zahlen

1. Welche der folgenden Aussagen iiber R sind korrekt?

e Vz,y: 2y >0 < (z>0undy >0)
e Vr,y z:x4+z2>y+z S >y

e Vr, Yy z: x2>2Yyz & x>y
2. Welche der folgenden Aussagen iiber R sind korrekt?

e Vr,yeR: |z +y|<|z|+ |yl
o Vr,y € R: |[z] + |yl| < [z] + |yl
o Vr,y€R: |[z] - |y|]| < [z -y

3. Zahldarstellung zur Basis 2. Bestimmen Sie a_1, ag, a1, as € {0, 1} so, dass

\/g = a_121 + a020 + 0,12_1 + &22_2 +r HIlt 0 S r < 2_2



7 Skalarprodukt

1. Sei €}, €5, €3 eine Orthonormalbasis des Raumes. Seien die folgenden Vektoren gege-
ben
a=2€]+2¢ —e3, b=2¢€]+ e+ €3
Bestimmen Sie A € R so, dass ||b — A@|| minimal wird.

2. Charakterisieren Sie die Vierecke mit zueinander senkrechten Diagonalen durch eine
Aussage iiber die Seitenldngen. Beweisen Sie diese Charakterisierung.
3. Fiir die Vektoren @ und b des Raumes sei bekannt
@ =2, |b =3, (@|b)=a-b=18

Bestimmen Sie die Linge |@ + b].

8 Vektor- und Spatprodukt

1. Ordnen Sie den folgendeen Ausssagen iiber Vektoren # 0 des Raumes die dquivalente
geometrische Aussage zu
(i) a+b+¢=0
(i) [(a@|b) = [l - [|ol] und [@|e)| = [[a]| - |2
(iii) (@xblé)=0
(a) Fiir jeden Punkt P liegen P, ad + P, b+ P,c+ P auf einer Geraden
(b) Fiir jeden Punkt P liegen P,d + P, b+ P,¢+ P auf einer Ebene
(¢) Fiir jeden Punkt P gilt P =G+ b+a+ P
2. Seien a, b unabhéngige Vektoren des Raumes und O ein Punkt. Dann ist die Punkt-
menge {7+ O | @ x ¥ = b}

e cinelementig
e cine Gerade

e cine Ebene

9 Komplexe Zahlen

1. Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil von ((3 + 45)*)~*
2. Bestimmen Sie die Polardarstellung von (—+/3 + 35)°
3. Welche der folgenden Aussagen iiber komplexe Zahlen sind korrekt

e 2 € R genau dann, wenn z = 2*

e |z| = 1 genau dann, wenn 27! = 2*

e z = (0 genau dann, wenn z = jz

o 22 =27
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1.

12 FOLGEN

Sinus & Co

Stellen Sie f(t) = 2 cos 3t — sin 3t dar in der Form
f(t) = Re(a€™*) mit o € C

2. Gegeben sei die Ellipse

11

1.

12

f(t) =2cost +sint + (cost 4 3sint)j
(i) Stellen Sie f(t) in der folgenden Form dar
f(t) = red @) 4 se I @) it s > 0 in R

(ii) Fiir welche t wird |f(¢)| maximal, fiir welche minimal? Bestimmen Sie die
zugehorigen Werte | f(t)|.

Abbildungen der Ebene

Bestimmen Sie komplexe Zahlen «, 3 so, dass f(z) = az + § die 45° Drehung (im
positiven Drehsinn) um den Punkt 2 + j ist.

. Beschreiben Sie die Spiegelung an der Geraden durch 0 und 2 + j durch eine reelle

Matrix bzgl. der Basis 1, 5 des R-Vektorraums C.

6 7)

Sei f(z) =1+ 2j. Bestimmen Sie das Bild {f(2) | |z| = 2} des Kreises mit Radius
2 um 0.

. Bestimmen Sie die inverse Matrix zu

Sei f(z) = ZLH Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

e Das Bild des Einheitskreises ist der Einheitskreis.
e Das Bild einer Geraden durch 0 ist eine Gerade.

e Das Bild eines Kreises, der —2 nicht enthélt, ist ein Kreis.

Folgen

. Sei (an)nen eine relle Zahlenfolge. Zeigen Sie:

(i) Divergiert (ay,)neny bestimmt gegen +o0o, so ist das auch fiir jede Teilfolge der
Fall.

(i) Ist (an)nen monoton wachsend, so ist (a,)nen genau dann konvergent, wenn es
keine bestimmt gegen 400 divergierende Teilfolge gibt.

. Fiir welche r € R konvergiert die Folge

in 2
a, = r"el"12
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Stetige Funktionen

Geben Sie ein moglichst grosses Intervall an, auf dem f(z) = z arctan z umkehrbar
ist.

Skizzieren Sie den Verlauf von e*, e™*, Inz, arctanz, sinhz, coshx,/x, %, #

Gegeben sei die Funktion
z=f(z,y)=z-y

Erldutern Sie die Stetigkeit von f an der Stelle (2,1) anhand einer Skizze. Geben
Sie ein moglichst kleines, aber sicheres € an so, dass an der Stelle (2,1) gilt

1 1
|Az| <e falls |[Az| < m und |Ay| < 20

Differenzieren

Seien f,g: R — R differenzierbar und gelte

f'=9, ¢ =—f [(42)*+g(42)* =27
Zeigen Sie, dass f(x)? + g(x)? = 27 fiir alle z € R gilt.
f : R — R sei differenzierbar. Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

o lim, . o f(z) =400 = (IVx >0b: f'(z)>0)
e (AWVr>b: fl(x)>0) = lim,. o f(x) =40
o (lim, . o f(z) =400 und lim, ., o f(z)=—00) = dz: f(z)=0
o lim, .o f(2) =lim,_ f(z) =400 = FxgVa: f(z)> f(zo)

Sei y : R — R gegeben durch

-1 ze€Q\ {0}
x(r)=q 1 z¢Q
0 =20

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit an der
Stelle p =0

f(z) = sin(z) - x(v), g(z) =2V x(v)
Sei

f() = { x? falls x > 0

—22 fallsx <0

Wie oft ist f(z) differenzierbar? Begriindung!

Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion f(z) = |sinz| im Intervall
[—27, 27]
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15 INTEGRALE

Sei f: R — R differenzierbar. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent sind

(1) f(x) = 2?exp(z) fiir alle 7 € R
(2) f'(z) = f(x) + 2z exp(x) fir alle x € R und f(0) =0

Bestimmen Sie das Differential dz(p,dt) der komplexwertigen Funktion z(t) =
tcos2t 4+ jsint an der Stelle p als Funktion von dt

. Fiir die Funktion f(z) = 2%¢*, 2 € [—4, 4] bestimme man

(i) die relativen und absoluten Extrema
(ii) Die maximalen Teilintervalle, auf denen f(z) monoton wachsend bzw. fallend
ist
(iii) Die maximalen Teilintervalle, auf denen f(z) konvex bzw. konkav ist
(iv) Skizzieren Sie den Verlauf von f(x)
Sei f(z) = xe® und T, (x) das Taylorpolynom bei Entwicklung an der Stelle 0. Fir

welche n kann nach dem Satz von Taylor | f(5)—T,(55)| < $107° garantiert werden?
Beweis!

sin? 3z
2

Bestimmen Sie lim,_,o =

Integrale

. Sei f:]0,1] — R definiert durch

5 filr 5 <2 < 5ir (n € Np)

f(I) - { (2? sonst

Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion. Handelt es sich um eine Treppenfunktion?
Ist f Riemann-integrierbar? Begriindung!

Seien f,g: R — R stetige Funktionen und gelte

b
/ g=f()— f(a) firallea<binR
Zeigen Sie: zu p,h € R, h # 0 gibt es stets ein £ € R mit

flp+h)— f(p)

3 =g(¢) wund £ zwischen p und p+ h

Stellen Sie [2?Inzdz+C und [ e”sin 2z dz+ C durch elementare Funktionen dar.

Stellen Sie [ 22”1 dz + C durch elementare Funktionen und ff 2ze” T dx + C
durch einen arithmetischen Ausdruck in e dar (numerischer Wert ~ 141.024)

5. Stellen Sie f 2?2 lnxdr+C und f e*sin 2z dz + C durch elementare Funktionen dar.
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Rationale Funktionen
Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung und ein unbestimmtes Integral von

2?+r+1
(2 —4)(x 4+ 3)

Stellen Sie fol #ﬁ:’& dx als Ausdruck in elementaren Funktionen und Konstan-

ten dar (numerischer Wert —2.26394)

. Bestimmen Sie rationale Zahlen a, b so, dass

1 a b

w2 —4 7T—2+7T—|—2

Hyperbelfunktionen, Fliachen, uneigentliche Integrale
Skizzieren Sie die Funktion (sinh x)? im Intervall [—1, 1]

Gegeben sei
f:[0,00) =R mit f(t) =]e " sint|.

Geben Sie einen vollstédndigen Beweis dafiir, dass das (uneigentliche) Integral von f
existiert. Die Berechnung des Integrals ist tunlichst zu unterlassen!

Fiir welche o > 0 existiert das folgende uneigentliche Integral (als reelle Zahl) und
was ist dann sein Wert? -
/ x~%dz
1



