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12 Folgen und Konvergenz: Grundlegendes

12.1 Folgen

Wir betrachten zundchst nur Folgen reeller Zahlen. Wir haben den Begriff Folge in
Kap.3.10 definiert. Wir denken uns aber einfach eine unendliche Liste von Zahlen, die
man z.B. von vorn anfangend mit 0,1, 2, ... durchnummerieren kann, also ag, a1, az, . . ..
Die Zahl a, zusammmen mit ihrer Positionsnummer n heisst dann das n-te Glied der
Folge.

Wir diirfen die Nummerierung aber auch bei 27 anfangen lassen wie in by, bag, . . . oder
bei —27 wie in ¢_a7,¢_s6,...) oder nur die geraden Zahlen benutzen wie in dy, da, dy, . . .
oder auf eine andere Art mit einer aufsteigenden Zahlenreihe durchnummerieren.

Eine Folge (a,)nen ist

e nach oben beschrdankt wenn es ein ¢ € R gibt so, dass a,, < ¢ fiir alle n € N
e nach unten beschrinkt wenn es ein ¢ € R gibt so, dass a, > c fiir alle n € N
o beschrinkt wenn es ein ¢ € R gibt so, dass |a,| < ¢ fiir alle n € N

e monoton wachsend bzw. nicht fallend wenn a,, < a,, fiir alle n

e streng monoton wachsend wenn a,, < a,.; fiir alle n
e monoton fallend bzw. nicht wachsend wenn a,, > a,1 fir alle n

e streng monoton fallend wenn a,, > a,, fiir alle n

12.2  Monotone Nullfolgen

In der Definition von “Intervallschachtelung” haben wir verlangt, dass der Abstand
d, = b, — a, > 0 der Intervallgrenzen unter jede Schranke % féllt. Da die Folge
der d, zudem monoton fillt, d.h. d,, > d,+; > 0, konnten wir dies so formulieren
fiir alle £ > 1 in N gibt es ein N € N mit dy < %

und sprechen auch von einer monotonen Nullfolge. Klar ist dann, dass auch

d, < fir alle n > N

1
k
Will man in einem Beispiel zeigen, dass man in der Tat eine monotone Nullfolge hat, so
ist es am besten, zu jedem € = % ein N(¢g) so anzugeben, dass dy (. < €.

Ein wichtiges Beispiel einer monotonen Nullfolge ist d, = 2% mit N(e) > log,e. Man
darf es sich aber auch mit N (%) = k bequem machen.

Beispiel 1 Wir betrachten die Folge

L R
nn+1))/),s, 27612720777
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Das Verhalten der berechneten Folgenglieder legt die Vermutung nahe, dass es sich um
eine monotone Nullfolge handelt. Die Monotonie

1 - 1
nn+1) = (n+1)(n+2)

folgt aus % > #2 Wir wollen nun bestétigen, dass es auch eine Nullfolge ist, und wéhlen

dazu ein beliebiges ¢ > 0. Unsere Aufgabe ist es, eine Zahl N(¢) zu finden, so dass

1

YY) <e fiir alle n = N(e). (12.1)

Nun kann man daran denken, die Ungleichung m < & nach n umzuformen und so
N(g) zu bestimmen. Das ist natiirlich unbequem. Zum Gliick miissen wir aber gar nicht
das kleinstmdogliche N(e) bestimmen, sondern nur irgend eins. Wir schétzen daher erst

nach oben ab:
L1

— <
n(n+1) ~n?

und suchen nun N(e) so, dass

1 1
— < = fii = N(e). 12.2
n(n—&—1)<n2<g ir n () (12.2)

1

Nun ist = < e genau dann, wenn n?

> L bzw. n > ﬁ Wir konnen also fiir N(¢)
irgendeine natiirliche Zahl wéhlen, die grofer ist als % Dann gilt (12.2) und damit erst

recht (12.1). Also ist lim,, .. m = 0, und nebenbei haben wir auch lim,,_, "% =0
erhalten. -

Beispiel 2 lim,, ., # =0 firk>0.

Satz 12.1 Seid, > d,+1 > 0 fiir alle n. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent
(a) Die d, bilden eine monotone Nullfolge

(b) Es gibt eine monotone Nullfolge ay, so, dass es zu jedem k ein M (k) gibt mit dyy) <
ax

(¢) Zu jedem € > 0 in R gibt es ein N(c) € N mit dy() < e.

Beweis. Um (a) = (b) zu zeigen, setze ay = dj, und M(k) = N(%). (b) = (a): Nach
Voraussetzung gibt es zu jedem e = 1 ein L(¢) mit ay.) < e. Setze nun N(g) = M(L(e)).

Aus (c) folgt (a) trivialerweise - jedes ¢ = 1 ist in (c) mitgemeint. Gelte nun (a), d.h. wir

haben fiir jedes + ein N(3) mit dyey < +- Wir haben N(e) fiir jedes € > 0 anuzgeben.
Nach Archimedes gibt es ein k € N mit ¢ > % und wir setzen N(g) = N (%) Dann

1
dN(a) = dN(%) < E <e
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12.3  Nullfolgen

Sehen wir eine Nullgolge d,, als einen (zeitdiskreten) Prozess, der sich auf den Wert Null
einpendelt, so kommt es nur darauf an, dass die Abweichungen |d,| letztlich unter jede
vorgegebene Schranke e fallen, von endlich vielen Ausreissern abgesehen. Dies fiihrt zu
der Definition: Die Folge d,, ist eine Nullfolge, falls es zu jedem e > 0 ein N(e) gibt so,
dass

|d,| < e fiir alle n > N(e)

Da die Annahme der Monotonie weggefallen ist, bleibt uns die Formulierung “fiir alle
n > N(g)” nicht erspart. Beispiel und Gegenbeispiel

3 2 1 i
d, =1 7, n gerade mit N(z) > 2, d, — nl n Primzahl
— n ungerade € 5w 7 sonst

Satz 12.2 a, ist genau dann eine Nullfolge, wenn |a,| eine Nullfolge ist. Das Produkt
einer Nullfolge mit einer beschrinkten Folge ist eine Nullfolge.

Beweis der zweiten Aussage. Sei (a,,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrinkte Folge. Wir
wihlen K so, dass |b,| < K fiir alle n € N. Fiir jedes n ist dann

b — 0] = lanbal = lan] [bul < Klaul. (123)
Sei € > 0 beliebig. Wegen lim a,, = 0 finden wir ein N () so, dass
la,| <e/K fiir alle n > N(e).
Wegen (12.3) ist dann

layb, — 0] <e firallen>N() m

12.4 Konvergenz von Folgen
Nun muss ja nicht immer alles gegen Null gehen, also definieren wir:

Die Folge ¢, konvergiert gegen den Limes oder Grenzwert ¢, falls gilt

e Zujedem e > 0in R
— gibt es ein N = N(¢) in N so, dass
« fiir alle n > N(g) in N gilt

lc —cn| <€ (bzw. |c —¢c,| <€)

Wir schreiben dann
c= lim ¢,, ¢, — ¢ firn — oo
n—oo

In der Literatur wird meist die dquivalente zweite Version mit < € benutzt. Beispiel: wird
¢ durch die Intervallschachtelung a,, < b, approximiert, so gilt ¢ = lim,,_, ¢, fir jede
Folge von “Naherungswerten” ¢, so, dass a, < ¢, < b, ft alle n.

Umgekehrt haben wir fiir einen Limes ¢ = lim,, . ¢, die Approximation durch die
Intervallschachtelung a, = ¢ — |¢,| < b, = ¢+ |c,|. Also ist der Limes, wenn er denn
existiert, durch die Folge eindeutig bestimmt.
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Korollar 12.3 Die Folge ¢, konvergiert genau dann nicht gegen c, wenn es ein € > 0
gibt so, dass es zu jedem N € N einn > N gibt mit |c,, — ¢| > €.

FEine Folge ¢, heisst divergent, wenn sie nicht konvergent ist, d.h. wenn sie gegen kein ¢
konvergiert.

Ob wir bei einer Folge endlich viele Glieder weglassen oder hinzufiigen, hat keinen
Einfluss auf die Konvergenz. bzw. den Limes. Sind aber unendlich viele Glieder betroffen,
so konnen die Folgen dramatisch sein (siehe (—1)").

Eine konvergente Folge ist immer beschrankt: Wahle e = 1 und C' als Maximum von
1 und den endlich vielen “Ausreissern” ¢, mit n < N(1). Dann |¢ — ¢,| < C fiir alle n,
also |¢,| < |c| + C. Aber nicht jede beschrénkte Folge ist konvergent: z.B. ¢, = (—1)".

Hier sind die Rechenregeln fiir Grenzwerte.

Satz 12.4 Seien (“”)n>1 und (b")n>1 konvergente Folgen mit lim, . a, = a und

lim,, .o b, = b. Dann sind auch die Folgen (an + bn)
¢ € R konvergent, und es gilt:

17 (anbn)n21 und (can)n21 mit

lim (a, +b,) =a+0b, lim a,b, =ab, lim ca, = ca.
n—oo n—oo

Ist b, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert auch die Folge (%) , und es ist:
"/ n>1

. ap a
lim — = —.
n—oo O, b

Ist a, < b, fir allen € N, so ist auch a <.

Man beweist das, indem man die Bedingungen aus der Definition direkt iiberpriift. Ein
Beweis im Kontext der Stetigkeit wird im néichsten Kapitel gegeben.

Beispiel 5. Fiir a, = % ist
I S 1+1 _ 1+ limy, oo 2 1
n—oo  2n n—oo 2 2 2

Beispiel 6. Es ist 1 < 2, aber lim, .o = = 0 = lim, .o 2.

Satz 12.5 (EinschlieBungskriterium) Seien (a,), (bn), (¢n) Folgen reeller Zahlen und
¢, zwischen a, und by, fir alle n € N. Sind die Folgen (a,,) und (b,) konvergent und haben
sie den gleichen Grenzwert ¢, so konvergiert auch die Folge (¢,), und ihr Grenzwert ist
ebenfalls c.

Beweis: Zu ¢ > 0 gibt es n, und n; so, dass a, und b, zwischen ¢ — ¢ und ¢ + ¢ fiir alle
n > ng bzw. n > ny,. Dann ¢, zwischen ¢ — ¢ und ¢ + ¢ fiir alle n > max{ng, ny}. O
Beispiel 7. Wir benutzen dieses Kriterium, um zu zeigen, dass die Folge (\"/ﬁ) > Kon-
vergiert und dass

lim /n = 1. (12.4)

n—oo

Wir zeigen dazu, dass die Folge (b,) mit b, = /n — 1 eine Nullfolge ist. Dazu benétigen

wir den binomischen Satz .
o= ()t

k=0
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n!

mit den Binomialkoeffizienten (Z) = e

Mit diesem Satz erhalten wir zunichst

n=(¥n)"=1+b)" =1+ (?)b,ﬁ (Z)bi+...+ (Z)b;ﬁ.

Vernachlissigen wir alle Summanden bis auf den ersten und dritten, so folgt fiir n > 2

n n(n —1)
1 B =1+——L0
n> +<2) i + 5 s

so dass b2 < % ist. Da andererseits b,, > 0 ist, erhalten wir die Abschétzung
2
0§bn<£ fiirn > 2.
NG

Wegen lim,, ., % = 0 liefert das EinschlieBungskriterium, dass auch lim,, . b, = 0 ist,
d.h. (12.4) gilt. [

12.5 Bestimmte Divergenz
Eine Folge a,, heisst

o bestimmt divergent gegen +o0o, wenn zu es jedem C' € R ein N gibt mit a,, > C' fiir
allen > N

e bestimmt divergent gegen —oo, wenn zu es jedem C' € R ein N gibt mit a,, < C' fiir
allen > N

Die bestimmt divergenten Folgen sind also insbesondere divergent und nach unter bzw.
oben beschrankt. Aus dem Archimedisches Prinzip folgt sofort

e Die Folge a,, = na divergiert bestimmt gegen +oo, falls a > 0
e Die Folge a,, = na divergiert bestimmt gegen —oo, falls a < 0

Mit oo wollen wir nicht rechnen. Aber wir haben folgende niitzliche Beziehung

1
an

e Sind die a, > 0, so ist a, genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge = bestimmt

(gegen +00) divergiert.

Der Beweis ergibt sich sofort daraus, dass a, < ¢ < ai >

o =

12 Folgen und Konvergenz: Konvergenzkriterien

12.6 Potenzen
Fiir eine reelle Zahl a ist rekursiv definiert

0

a 71 an+17 n
=1, =

a -a

10 12 FOLGEN UND KONVERGENZ: KONVERGENZKRITERIEN

Durch Induktion beweist man leicht
an+m — anam. anm — (an)m (ab)’ﬂ — a’ﬂ . bn

a” <a™ fallsl<a

0<a<b=a"<b" n<m= )
’ {a”>a’” falls 0 <a <1

und mit etwas mehr Miihe findet man den “Binomischen Satz” fiir (a + b)". Uns langt
einstweilen die folgende

Benoulli-Ungleichung (14 b)" > 1+ nb fir b > —1
Diese folgt durch Induktion
1+ =1+0)"1+0) > 1 +nb)1+b) =14+nb+b+nb*>>1+ (n+1)b

Satz 12.1 (1) Falls 0 < a < 1, so ist a™ monotone Nullfolge

(2) Falls —1 < a <0, so ist a alternierende Nullfolge

(3) Falls a =1, so a™ =1 konstant (mit Limes 1)

(4) Falls a > 1, so divergiert a™ bestimmt gegen +00,

(5) Falls a = —1, so ist a™ divergent, aber beschrdinkt

(6) Falls a < —1, so ist a"™ divergent und weder nach oben noch nach unten beschrinkt
Beweis. Wir zeigen zuerst (4): Wir haben a = 1+ b mit b > 0, also a™ > 1+ nb nach Ber-

noulli und somit a, — +o0o. (1) und (2) folgen sofort, indem wir die Kehrwerte betrachten.
Der Rest ist einfach. O

12.7 Teilfolgen

Satz 12.2 Bolzano-Weierstrass. Jede beschrinkte Folge reeller Zahlen hat mindestens eine
konvergente Teilfolge.

Dabei heisst Teilfolge, dass einfach Folgenglieder ausgelassen werden, aber immer noch
unendlich viele iibrigbleiben.

Beweis. Sei a < a,, < b fiir alle n. Wir bauen uns nach und nach eine Teilfolge ¢j. Diese
fingt mit ¢y = ao an. Dann halbieren wir [a,b] fortlaufend. Bei jeder Halbierung muss
mindenstens eine der Hélften noch unendlich viele Glieder der Folge enthalten. Wir wéhlen
im k-ten Schritt eine solche Hélfte und fiigen zu den in den vorangegangenen Schritten
ausgewihlten cy, . . ., ¢;_1 als ¢, das niichste Glied der Folge a,, aus dieser Hilfte hinzu (das
kénnen wir natiirlich nicht wirklich tun, aber das Axion der bedingten Auswahl tut es fiir
uns). Damit bekommen wir eine Teilfolge der Folge a,,, die von einer Intervallschachtelung
eingeschlossen wird, also konvergiert. [
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12.8  Monotone Konvergenz

Korollar 12.3 Jede nach oben durch b beschrinkte monoton wachsende Folge (ay)nen ist
konvergent mit Limes a und b > a > a, fir alle n. Jede nach unten durch b beschrdnkte
monoton fallende Folge (an)nen ist konvergent mit Limes a und b < a < a,, fiir alle n.

Aber iiber den Limes weifl man dann nicht viel mehr. Beweis. Wir betrachten nur den
ersten Fall. Die Folge (an)nen ist beschrinkt, also hat sie nach Bolzano-Weierstrass eine
konvergente Teilfolge (@, )reny mit Limes a. Dann ist aber (a, — a),en eine Nullfolge: zu
e >0 gibt es K(g) mit

|an, —a| <e fiiralle k > K(e)

Wihle nun N(g) = ng(). Dann
a—e<age <ay, <a+e firallen > N(e).

Wiire a < ay, fiir ein ng, so |a, —a| = a, —a > ¢ = %(ano —a) fur alle n > ny im

Widerspruch zur Konvergenz. [.

Beispiel 8. Die Folge (n%)n o ist monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt.
Also konvergiert sie. ]

Beispiel 9. Wir wollen zeigen, dass die Folge (an), oy mit a, = (1+ 1)" konvergiert.
Diese Folge wdchst monoton: Fiir n > 2 ist namlich

a,  (n+1 "In—1 ”717 n?—1\" n _ (4 1\" n
n_1 n n n n? n—1 n?) n—1

Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt

TNE LR
n?) = n? n’

£2(1—1) n =1,
Ap—1 n)n—1

also a,, > a,_ fiir alle n > 2.

Damit erhalten wir

Die Folge (a,) ist aber auch nach oben beschrinkt: Aus dem binomischen Satz folgt

zunéchst
\" & /n\1 "L\ 1
n — 1 - = — =1 Tk
“ ( + n) Z (k) nk - Z <k) nk
k=0 k=1
Fiir £ > 1 schitzen wir ab:
n\ 1 n! 11 ’n,(n,fl)...(nfk,*+1)<1< 1
k)nk kl(n—k) ok Kl n-n...n kT ’

Hieraus und mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe folgt:

n n n—1
n\ 1 1 1
k=1 k=1 k=0
1—(1/2)" 1
= 1+ (1/2) <1+ =3.

1-(1/2) 1-(1/2)
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Nach dem Monotoniekriterium existiert der Grenzwert lim,, . (1 + %)” Dieser Grenzwert
heiit Eulersche Zahl e. Die Zahl e ist irrational mit

e=271828182845...

Beispiel 10. Sei a,, = ZZZO % Die Folge (an)"ZO ist offenbar monoton wachsend, und
sie ist auch nach oben beschrinkt:

=1 =1 =1
k=0 k=1 k=1

(vgl. Beispiel 9). Also konvergiert (a,), und man kann zeigen, dass
n 1
S an = i 3 gy =e
k=0

12.9 Cauchyfolgen.

Wir wollen noch ein weiteres Konvergenzkriterium angeben, welches sich nicht nur auf
monotone Folgen anwenden 148, und welches auflerordentlich wichtig fiir die Begriindung
der Analysis ist. Dazu definieren wir:

Definition 12.4 Eine Folge (a,),~, reeller Zahlen heifit Cauchyfolge oder Fundamental-
folge, wenn man 2u jedem ¢ > 0 ein N(¢) € N so finden kann, dass

lay, — ay| <& fir alle m, n > N(g).
Die Folgenglieder miissen sich also in einem bestimmten Sinn immer néher kommen.

Satz 12.5 (Cauchy-Kriterium) FEine Folge reeller Zahlen konvergiert genau dann,
wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Die Tatsache, dass dieses Kriterium gilt, bezeichnet man als Vollstindigkeit von R.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Die
umgekehrte Behauptung zeigt man in drei Schritten:

1. Schritt Cauchyfolgen sind beschrinkt. Das ist ebenfalls leicht zu sehen: Wihle £ = 42.
Dann gibt es ein N (42) so, dass |a, — an,| < 42 fiir alle n,m > N(42), also |a, — as| < 42
fiir alle n > N(42) und somit

lan| < ¢ fiir alle n wobei ¢ = max{|anw2) + 42, |a1], ..., lanu2-1]}

2. Schritt Nach Bolzano-Weierstrafl besitzt eine beschriinkte Folge (ay,)nen reeller Zahlen
eine konvergente Teilfolge a,, — a

3. Schritt a,, — a: Sei € > 0 gegeben. Wegen der Cauchy-Eigenschaft gibt es N mit

€

2 fiir alle n,m > N

lay, — am| <

14 12 FOLGEN UND KONVERGENZ: VEKTORFOLGEN

Aus der Teilfolgeneigenschaft und der Konvergenz der Teilfolge erhélt man ein & mit

€
ng > N und |a,, —al < B

Es folgt mit der Dreiecksungleichung

e €
\anfa\S\anfank|+\ankfa\<@+ﬁgs firallen >N =

Beispiel 11. Fiirn > 1sei a,, =Y ;_, (71)'“1%. Wir zeigen, dass (ay),>, cine Cauchy-
folge ist. Fiir m > n + 2 ist

m

a1
> (=* T

lam —an| =
k=n+1 k=n-+2
1 m 1
- —1)k ], 12.1
n+1 Z (=1) k ( )
k=n+2
Weiter ist
1 1 1 1 1
—1)k = = — - >0
k;:fr?( ) k (714—2 n+3)+(n+4 n+5)+
sowie
1 1 1 1 1 1 1
S b (o) ()<
wars k' n+2 n+3 n+4 n+5 n+6 n-+2

1
1
€ > 0 beliebig vorgegeben, so wéhlen wir N so, dass

und dies gilt sogar fiir alle m > n. Ist nun

1 . .
N <e Fur alle m,n > N ist dann

Hieraus und aus (12.1) folgt |a;, — an| <

‘an - U/m‘ S

< < E.
ntl - N+1 o °

Nach dem Cauchy-Kriterium ist die Folge (a,,),>1 konvergent. Man kann zeigen, dass der
Grenzwert dieser Folge gleich In 2 ist. ]

12 Folgen und Konvergenz: Vektorfolgen

12.10 Vektorfolgen und komplexe Zahlenfolgen

Statt Zahlenfolgen konnen wir genauso Folgen @, (n € N) von Vektoren 4, in einem end-
lichdimensionalen euklidischen Vektorraum V' bzw. den Spezialfall V' = C betrachten.
Die Folge heifit konvergent gegen « und @ Limes der Folge, falls gilt

e Zujedem e > 0in R

— gibt es ein N = N(¢) € N so,dass
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x fiir alle n > N(e) gilt
|0, — ]| < e.

Der Vektor o (falls er existiert) ist eindeutig bestimmt und man schreibt

= lim 7,, U, — @ firn— oo
n—oo
Die Eindeutigkeit sieht man so: Gélte ¢, — @ mit 4 # W, so € = %Hw’—&'” > 0. Dann gibt
es N, und N, so, dass ||t), — || < ¢ fiir alle n > N, und ||t, — u|| < ¢ fiir alle n > N,.
Setze n = max{N,,, N, }. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung der Widerspruch

L Lo L o 2 -

| — d|| = || — T, + ¥, — u} < ||i — @y + |v;, — @] < 3¢ < || — |
Satz 12.1 Seien Vektoren vy, ..., 0, in V, die Zahlenfolgen (z1n)nen, - - -, (Tmn)nen und
die Vektorfolge (Z,)neny mit Tp = x1,01 + . . . + Ty U gegeben. Hat man lim,, o0 Tip, = y;
firi=1,...,m, so gilt lim,_. @, = . Bilden die vy, ..., v, ein Orthonormalsystem, so

gilt auch die Umkehrung. Insbesondere folgt aus der Konvergenz von (& )nen die Konver-
genz der (Zin )nen-

Korollar 12.2 Jede beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge und jede Cauchy-
folge konvergiert.

Beweis des Satzes. Zum ersten Teil: Sei € > 0 gegeben. Setze

£

&= —7577

und wihle N; so, dass
[T — yn| <& fiir alle n > N;

Dann mit der Dreiecksungleichung fiir n > N = max{Ny,..., N}
m m m
10 =Gl = 11D (@i — v Tl <D N (@in = v0)Tl =D |win — il - 5l < e
i=1 i=1 i=1

In der umgekehrten Richtung sei angenommen, dass es fiir ein iy ein ¢ > 0 gibt so, dass
es zu jedem N ein n > N gibt mit |2, — ¥4,| > € und somit auch

m

Z(ftn - y1)2 Z ‘lmn - yl(]' > €
i=1

2 — 1l =
ein Widerspruch zur Konvergenz.

13 Funktionen und Stetigkeit: Grundlegendes

Wir betrachten nur Funktionen mit reellem Definitionsbereich. Auch die Funktionswerte
sind zunéchst nur reelle Zahlen. Spéter lassen wir auch Vektoren bzw. komplexe Zahlen
als Funktionswerte zu.

16 13 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT: GRUNDLEGENDES

13.1 Funktionen

Eine reelle Funktion mit Definitionsbereich D = D(f) ist durch ihren Graphen gegeben,
eine Teilmenge G von R? so, dass gilt

e Wohldefiniertheit: Va € DVy,y € R. (;) € G und (;) eG=y=y

o Uberalldefiniertheit: Vo € D 3y € R. (2) e

Man schreibt dann

f:D—R, fl)=y < (5) e
Der Bildbereich, kurz das Bild von f ist B(f) = {f(z) |z € D}. f: D — R ist
o nach oben beschrinkt falls es ein C' gibt mit f(z) < C fiir alle x € D
e nach unten beschrinkt falls es ein C' gibt mit f(x) > C fiir alle x € D
o beschrinkt falls es ein C' gibt mit |f(x)| < C fiir alle x € D
Ist D' C D, so kann man f auf D’ einschrinken und erhilt
g: D' — R mit g(z)= f(z) firalleze D

- aber man wird oft fiir f und g dieselbe Bezeichnung benutzen und den Definitionsbe-
reich im Kontext angeben. Hat man auf D” O D eine Funktion h : D” — R, die f als
Einschrinkung auf D hat, so ist h eine Fortsetzung von f auf D". Ist D # D", so ist h
nicht eindeutig bestimmt; andererseits wird man in der Regel kein h finden, dass zu der
gleichen Funktionenklasse wie f gehort.

13.2  Stetige Grossen

In der Physik und in Folge auch in den anderen Naturwissenschaften und in der Technik
betrachtet man “skalare Grossen” wie Masse, Lénge, Druck, Temperatur, Intelligenz, Zeit,
Lautstérke, Erdbebenstéirke von denen man meist annimmt, dass sie in bestimmten Gren-
zen “stetig variieren”. Legt man eine Skalierung fest, so werden die Werte dieser Grossen
durch reelle Zahlen ausgedriickt. “Stetige Variation” bedeutet, das man sich vorstellt, die
Schwankung eine Grosse um einen jeweils festen Wert klein und immer noch kleiner hal-
ten zu kénnen und auch den Ubergang zwischen zwei deutlich unterschiedlichen Werten
durch eine Aufeinanderfolge endlich vieler winziger Schritte bewerkstelligen zu konnen.
Eine radikale Sicht ist die, dass eine Grosse nicht anderes ist als die phantasievoll benann-
te Funktion f(x) = z auf einem Intervall z.B. [a,b] von reellen Zahlen - d.h. z variiert
zwischen den Grenzen a und b: a < x < b.

Was auch immer eine Grosse ist, wichtig ist der Begriff der Annidherung der Grosse x
an den festen Wert ¢, mit Verlaub schreiben wir z — ¢. Was auch immer das bedeutet,
wir haben dann

Azr — 0 genau dann, wenn = =c+ Azr — ¢
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d.h. wir erfinden eine neue Grosse Az fiir Differenzen der Werte der Grosse x. Richtiger
wire es, auch noch die Stelle ¢ zu notieren, d.h. z.B. A(z,¢) zu schreiben. Prézisere
Méglichkeiten zu sagen, dass wir uns fiir  in der “N&he” von ¢ interessieren sind

o |z —¢| <4 fiir “kleines” §
e betrachte Folgen x,, mit lim,, .z, = ¢

Der Begriff der Stetigkeit einer Operation oder Funktion soll das Prinzip “kleine Ursache,
kleine Wirkung” fassen. Ist die Grosse y eine Funktion y = f(x) der Grosse x, so findet
man das so geschrieben

Ay — 0 fir Az —0

oder etwas genauer
y=f(x) = fle) fir z—c
13.3  Fehlerabschatzung

Bei naturwissenschaftlichen Messungen sind die Messwerte der Grossen x; meist mit ge-
wissen Fehlern Ax; behaftet, die man nach Kenntnis des Messverfahren als durch ¢; be-
schrankt annimmt: |Ax;| < §;. Bei der Auswertung setzt man diese Werte in Formeln ein,
um abgeleitete Grossen, z.B. y, zu berechnen, d.h. man wendet gewisse Operationen und
Funktionen auf die Messwerte ¢; an und erhalt

d=f(c1,...cn)

Aufgrund der Fehler in den Messwerten, muss man mit einem Fehler Ay rechnen und
versuchen, fiir diesen eine obere Schranke S zu garantieren. Dies gelingt, falls f stetig ist
- und man die Stetigkeit effektiv nachgewiesen hat. Dazu ein Beispiel

y = (coszy) - sin(xg + x3)
Wir setzen
21 =cosxy, 2y =sin(zy +x3), y =220, dy =coscy, dy=sin(cz+c3)
und haben, wie wir spéter zeigen werden, die Abschétzungen
[Azy| < [Axq| <61, |Az| < |A(z9 + 23)| < [Azs| + |Azs| < 09 + 03

|Ay| < |Az||dy| + |Azo||di| + [Az1 Az
S (51‘d2| -+ ((52 -+ (53)”(11‘ -+ (51(52 + (53) =def 3(01762763)

Hier kénnen wir auch noch die |d;| abschétzen durch |d;| < 1 und erhalten eine von den
¢; unabhéngige Schranke

5261 +(52+($3+(5162+61(53 Z ‘Ay‘

Umgekehrt sagt uns das, wie klein wir die §; machem miissen (d.h. wieweit wir unsere
Messgenauigkeit verbessern miissen) um eine vorgegebene Schranke ¢ fiir den Fehler Ay
einzuhalten.
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13.4 Stetigkeit an einer Stelle

Wir sagen: f ist an der Stelle ¢ stetig und definieren das auf die folgenden beiden dquiva-
lenten Weisen

(1) Fiir alle Folgen z,, mit lim,, . z, = ¢ gilt

lim f(z,) = f(c)

(2) Fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass
fiir alle z mit o — ¢| <6 gilt: |f(z) — f(o)| <e

In der Tat, gelte (1). Wir nehmen an dass (2) nicht gilt. Dann gibt es ein ¢ > 0 und zu
jedem 0 = % ein z, mit |z, —¢| < § aber | f(x,) — f(c)| > . Es folgt, dass lim,, o, x, = ¢
aber f(x,) sicher nicht gegen f(c) konvergiert. Widerspruch. Also gilt (2). Umgekehrt
sel (2) angenommen und x, — c. Ist ¢ > 0 gegeben, so gibt es nach (2) ein § so, dass
|f(z) = f(c)| < e fiir alle 2 mit |z — ¢| < §. Da x, — ¢, gibt es ein ng so, dass |z, —c| < ¢
far alle n > ny, also auch |f(x,) — f(c)| < e. O Die Bedingung (2) kann man mit mehr
Pathos auch so lesen

(2") Fiir jedes noch so kleine € > 0 kann man ein (hinreichend kleines) § > 0 so finden,
dass |Az| < 6 (an der Stelle ¢) schon garantiert dass, |[Ay| < ¢ an der Stelle f(c)

Korollar 13.1 Ist die Folge a, € D mithilfe der auf D definierten Funktion y = f(z)
rekursiv definiert, d.h. a1 = f(ay), existiert a = lim, o a, € D und ist f an der Stelle
a stetig, so ist a ein Fixpunkt von f, d.h. f(a) = a.

13.5 Stetigkeit und stetige Fortsetzung

Ist f auf D definiert und an jeder Stelle ¢ € D stetig, so nennt man f eine (auf D) stetige
Funktion. Ist D' O D und g : D' — R eine Fortsetzung von f und stetig auf D', so nennt
man g eine stetige Fortsetzung von f. Insbesondere ist dann auch f stetig.

¢ € R heift ein Haufungspunkt von D, wenn es beliebig nahe bei ¢ noch von ¢ verschiedene
Punkte von D gibt, d.h. alternativ

e Zujedene > 0gibtesc#d e D mit [c—d| <e
e Es gibt d,, € D mit d,, # ¢ und d,, — c.

Ist D” O D und besteht D"\ D nur aus Haufungspunkten von D, so ist D dicht in D" -
z.B. ist Q dicht in R.

Korollar 13.2 Ist D dicht in D", so hat f : D — R héchstens eine stetige Fortsetzung
h:D" —R.

Beweis. Zu jedem ¢ € D" gibt es d,, — ¢ mit d,, € D. Mit der Stetigkeit von h folgt
h(c) = lim, o h(d,) = lim,,_, f(d,) - der eindeutig bestimmte Limes. O

Beispiel 1: Die Betragsfunktion
Das ist die Funktion f: R — R, z + |z| mit dem folgenden Graphen:
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Sie ist auf ganz R stetig, wie man leicht mit der Dreiecksungleichung erhilt. Aus z,, — x¢
folgt namlich wegen
||1n| - |:1;0|| < |z, —x9| =0,

dass auch |z,| — |zol . =

Beispiel 2: Die Signumfunktion
Das die Funktion
1 fallsz >0
sen :R—R, x+— 0 fallsx=0
—1 fallsz <0

| A—

-1

Schriinkt man auf R\ {0} ein, so erhélt man eine stetige Funktion. Diese erlaubt aber keine
stetige Fortsetzung h : R — R - fiir die miisste gelten: 1 = lim,, sgn% = lim,, . h(%) =
h(0) = lim,, 0 h(—%) = lim,, o sgn — % =—1.

14 Funktionen und Stetigkeit: Beispiele

14.8 Stetigkeit der arithmetischen Operationen

Satz 14.1 Addition und Multiplikation reeller Zahlen sind stetig (wobei man beide Ar-
gumente simultan und unabhingig voneinander variieren darf. Die Inversion ist stetig,
soweit sie ausfihrbar ist, d.h. fir z # 0.

Die Abschitzungen fiir + und - sind klar. Fiir die Inversion folgt sie aus é < |e(e+ Az)|.

Es folgt Satz 12.4.
z=x+y
|Az| < [Az| +[Ay|

1
Yy=-
z=uxy x
2 g
|Az] < [eAa] + [dAy| + [Axiy] 8] < p7lAel fir A < g
C
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14.9 Substitution

Hat man zwei Funktionen y = f(z) und z = g(y), so kann man z.B. f in g substituieren
und erhilt die Verkettung g o f (lies g nach f) mit

(9o fz=g(f(z))

Satz 14.2 Ist f an der Stelle ¢ und g an der Stelle d = f(c) stetig, so ist go [ an der
Stelle ¢ stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Da ¢ an der Stelle d stetig ist, gibt es v > 0 so, dass
lg(y) — g(d)| < e fiir alle y mit |y —d| <
Da f an der Stelle ¢ stetig ist, gibt es 0 > 0 mit
[f(z) = f(c)] <~ fiir alle z mit |z —¢| < §
Nun d = f(c), also gilt fiur alle z mit |z —¢| <6
la(f(2)) — g(f(c)] = l9(y) — g(d)] <& mit y = f(z) also [y —d[ <y O

14.10 Rationale Komposition

Sind f,g : X — R Funktionen, so erhilt man ihre Summe f + g, ihr Produkt fg und —
falls g(x) # 0 fiir alle x € X — ihren Quotienten f/g durch

(f+9)(@) = f(z)+g(x), (f9)(z) = flz)g(z), (f/9)(x)= f(x)/9(x).
Korollar 14.3 Sind f,g: X — R in xq stetig, so sind auch f+g, fg und — falls g(x) # 0
fir x € X —auch /g in xo stetig.

Beispiel 3: Polynome
Sei n € Ny, ag, .. .,a, € Rund a, # 0. Die Funktion f: R — R,

n
flz) = apz™ + ap 12" '+ . Fax+ag = E a;x"
=0

heifit Polynom n. Grades, und die a; heien seine Koeffizienten. Polynome sind auf ganz
R stetig.

Lemma 14.4 Ist f(z) = a,2™ + ...+ a1x + ag ein Polynom vom Grad n und zy € R, so
gibt es ein Polynom g(x) = b, 12" 1 + ...+ byx + by vom Grad n — 1 und ein ¢ € R mit

f(x) = (x —x0)g(x) + ¢ fir alle x € R. (14.1)

Aus (14.1) folgt ¢ = f(xp). Um (14.1) zu zeigen, vergleichen wir die Koeffizienten der
Polynome auf der linken bzw. rechten Seite von (14.1):

bei z™ : a, = by_1

n—1 .

bei x bn,Q — Iobn,1

Qp—1

bei 2! : a; = by — xoby

bei 2 : ag = ¢— xobg.
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Hieraus berechnet man b,_1,b,_2, ..., b1, by und c: 14.11 Sinus und Co
bo1 = an Wir kénnen die Stetigkeit der Funktionen Sinus und Cosinus zeigen, wenn wir akzeptieren,
boa = ap-1+ Tobp—1 dass die Linge des Bogens mindestens die Linge der Sekante ist. In beiden Féllen haben
: wir .
Sm T
bo = a;+ Igbl
c = ag+ xobg .
. . | ] or - 0 T 2m 3 ’
Ein bequemes Berechnungsverfahren bietet das Hornerschema:
Qp, Qp—1 Qp—2 BRG] ag
Tobn—1 Tobpo ... wob1 xobo cos
bn,1 bn,Q bn73 . bo C.
Beispielsweise ist fiir f(z) = 2° + 22* — 122+ 5 und 29 = 2: -
_3m _
120 0 —-12 5 2 2 2 2

0 3n 5m 23
2

2 8 16 32 40
1 4 8 16 20 45
Also ist f(2) =45 und 2° 4 22* — 122 +5 = (v — 2)(2* + 42® + 82% + 162 +20) + 45. =

Wir erkldaren die Tangensfunktion tan und die Cotangensfunktion cot durch
tan: R\(3+7Z) >R, x> 2L

cot: R\71Z — R, e

sinz

Satz 14.5 (Identitétssatz, Koeffizientenvergleich) Gilt a,z} + ...aix, + a9 =
a,xp + ...+ aywp + ag fir midnestens n 4 1 verschiedene x), € R, so ist a; = aj fiir
1=0,...,n.

tanx

Beweis. Wir beweisen durch Induktion tiber n: Hat f(z) = > a2’ n+ 1 verschiedene
Nullstellen, so gilt ag = ... = a, = 0. Der Fall n = 0 ist trivial. Im Induktionsschritt
seien die Nullstellen o, . . ., x,, gegeben und die by, ..., b,_1, ¢ und g(z) wie im Beweis des
Lemmas bestimmt. Dann gilt f(z) = (z—x¢)g(x)+c fiir alle z, insbesondere 0 = f(zy) = ¢
und 0 = f(zx) = (zx — 20)g(xy) fiir k> 0 also g(zy) = 0. Nach Induktionsannahme folgt
by =...=b,_1 =0 und daraus qy = ... = a,, = 0. Der allgemeine Fall ergibt sich, indem
man (a, — al,)z} + ...+ (ap — aj) = 0 betrachtet. O

Korollar 14.6 Die Zerlequng f(x) = (z — x)g(x) + ¢ im Lemma ist eindeutig.

|
3
|
B
o
ol
3

Ist zp Nullstelle von f, so kann f faktorisiert werden: f(z) = (x — z¢)g(z). Mehrfache

. ot
Anwendung dieser Uberlegung zeigt: ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen. con

Ist also zq eine Nullstelle von f, so gibt es ein Polynom g; so, dass f(z) = (z — zo) g1 ().
Ist @ auch Nullstelle von gy, so gibt es ein Polynom gy so, dass f(z) = (z—0)2gs(). Wir
fahren so fort und finden eine Zahl ¢ € N mit f(x) = (x— ) gs(), aber g¢(x¢) # 0. Dann
heiBt ¢ die Ordnung der Nullstelle xq von f. Analog heifit zy eine Polstelle {. Ordnung der
rationalen Funktion f = g/h, wenn g(z¢) # 0 und wenn z, Nullstelle £. Ordnung von h
ist.

Beispiel 4: Rationale Funktionen
Eine rationale Funktion ist der Quotient f(x)/g(x) zweier Polynome f,g. Sie ist auf
{z € R: g(x) # 0} erklirt und nach Satz 14.3 und Beispiel 3 auf dieser Menge stetig. m
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|Ay| < |Aa|
Az
b = sin o
a
[
0
0
_ Ps Ps
92 _ _
93 R
g, g,
Eg ES
23 =3
0 E
0
o g, 9y E

¢ = arccos ©

¢ = arcsiny
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Beide Funktionen sind periodisch mit der Periode 7:
tan(z 4+ 7) = tanx, cot(z + m) = cotx,
und beide Funktionen sind ungerade:
tan(—z) = —tanz, cot(—z) = —cotzx.

Fiir alle zuléissigen x, y gelten die Additionstheoreme

tanx + tany
tan(z +y) = m
cotw coty —1

cot(z +y) = cotx +coty

SchlieBlich sind nach Satz 14.3 beide Funktionen tan und cot stetig.

13 Funktionen und Stetigkeit: Eigenschaften

13.6  Zwischenwerte

Nach eine alten Dogma macht die Natur keine Spriinge und haben alle Funktionen, die
Naturvorgénge beschreiben sollen, zumindestens stetig zu sein. Wenn Sie z.B. eine Reak-
tion beobachten, so nimmt die Zahl der Molekiile, fiir die Reaktion erfolgt ist, mit der
Zeit stetig zu: 0 Molekiile zur Zeit 0, 100 zur Zeit 1, ein Tausendstel Molekiil zur Zeit %
usw. wer’s glaubt wird seelig. Aber: Stetigkeit ist eine niitzliche und oft auch sinnvolle
Fiktion. Man kann sie auch so deuten: kein moglicher Wert ist unmoglich. In der Tat

Satz 13.1 Zwischenwertsatz. Ist f stetig auf dem Intervall [a,b] = {z € R | a < z < b}
und liegt d zwischen f(a) und f(b), so gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d.

Beweis. Es gibt eine Intervallschachtelung ay,,b, so, dass d fiir alle n zwischen f(a,)
und f(b,) liegt. Dazu ay = a,by = b und (mit dem Prinzip der bedingten Auswahl)
Ani1y bns1 € {an, (an +b,)/2, by} so, dass d zwischen f(any1) und f(b,11) liegt. Fiir die
durch die Intervallschachtelung definierte reeelle Zahl ¢ gilt ¢ = lim,, o a,, = lim,,_, by,
also mit der Stetigkeit von f auch
f(e) = lim f(a,) = lim f(by)

Mit dem EinschlieBungskriterium (fir d, = d zwischen f(a,) und f(b,)) folgt f(c) = d.
O

13.7 Extremwerte

Satz 13.2 Eine auf einem Intervall [a,b] stetige Funktion ist beschrinkt und nimmt ihr
Mazimum bzw. Minimum je mindestens einmal an.
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Beweis. Angenommen, f ist nicht nach oben beschréinkt. Dann gibt es zu jedem n ein
in [a,b] mit f(x,) > n. Nach Bolzano-Weierstrass konnen wir zu einer Teilfolge py mit
f(pk) > k iibergehen, die gegen ein p € [a, b] konvergiert. Dann f(p) = limg— f(pr) > m
fiir alle m, Widerspruch. Ebenso sicht man, dass f nach unten beschriankt ist.

Wir haben also ¢g, dp mit ¢q < f(z) < dj fiir alle = € [a, b]. Wir halbieren nun das Intervall
[, do] fortlaufend so, dass es zu [c,, d,)] ein x, € [a,b] gibt mit ¢, < f(x,) und f(z) < d,
fiir alle z € [a, b] - genau eine der beiden Hélften tut’s jeweils. Die Intervallschachtelung
liefert uns die obere Schranke M = lim,_ d,, von f und M = f(z), wobei = der Limes
einer konvergenten Teilfolge der z,, ist. OJ.

Beispiel: Sei

Qz1,29) = az? + bx% + cxixa, f(x) = Q(cosz,sinz) x € [0, 27]

Dann nimmt f mit Garantie Maximum und Minimum an, sogar je genau zweimal, wenn’s
nicht konstant ist. Man betrachtet hier eine “quadratische Form” auf dem Einheitskreis;
die Vektoren, an denen die Extremwerte angenommen werden, heissen “Eigenvektoren”.
Diese werden Sie im zweiten Semester kennenlernen, oder in der Physik z.B. als Haupt-
trigheitsachsen. Das Schone ist: unser simples Prinzip erlaubt die Existenz miihelos nach-
zuweisen und dann kann man sich Methoden zur Berechnung ausdenken. Aber mit Rech-
nen allein ist nichts zu machen.

13.8 Monotonie

Eine Funktion y = f(x) heisst monoton (auf dem betrachteten Definitiosbereich D) falls

f(z) < f(u) fir alle z < u  monoton wachsend
f(z) > f(u) fir alle 2 < u  monoton fallend

und streng monoton falls

f(z) < f(u) fir alle x < u  streng monoton wachsend
f(z) > f(u) fiir alle x < streng monoton fallend

Beispiel: fiir n = 1,3,5,... ist f(z) = a™ ist streng monoton wachsend auf R, fiir
n = 2,4,... streng monoton fallend fiir x < 0 und wachsend fiir x > 0.

Satz 13.3 Ist f auf [a,b] monoton und nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an,
so ist [ auf [a,b] stetig.

Beweis. Sei f z.B. monoton wachsend. Sei f(a) < d = f(c) < f(b) angenommen und € > 0
gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢; € [a,b] mit f(c¢;) = max{a,d — e} < d und
wegen der Monotonie gilt ¢; < ¢. Ebenso gibt es ¢s > ¢ mit f(ca) = min{b, d + ¢}. Wihle
nun 6 = min{c—cy, co —c}. Ist f(¢) = f(a) oder f(c) = f(b), so hat man nur eine Seite zu
betrachten, auf der anderen Seite wirds trivial (die Stetigkeitsbedingung | f(z) — f(c)| < ¢
bezieht sich nur auf z, fiir die f(z) auch definiert ist. O

13 FUNKTIONEN UND STETIGKEIT: EIGENSCHAFTEN
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13.9  Umkehr

Die Funktionen y = f(z) und = = g(y) sind gegenseitig Umkehrfunktionen, wenn gilt
y = f(z) genau dann, wenn x = g(y)

fiir alle z im Definitionsbereich von f bzw. y im Definitionsbereich von g. Man kann auch
SO sagen

o Ist f(x) definiert, so ist g(f(x)) ==
e Ist g(y) definiert, so ist f(g(y)) =vy

Also
f:D(f) = B(f) uwnd g:D(g) = B(f) — Blg) = D(f)

Hat f eine Umkehrfunktion g, so ist diese eindeutig betsimmt und man schreibt auf
g=1I"

Satz 13.4 Eine auf einem Intervall definierte stetige Funktion hat genaw dann eine Um-
kehrfunktion, wenn sie streng monoton ist. Die Umkehrfunktion ist dann ebenfalls auf
einem Intervall definiert, stetig und im gleichen Sinne streng monoton.

Beweis. Sei f stetig auf einem Intervall und a < b in diesem. Sei g Umkehrfunktion
von f. Wire f(a) = f(b), so a = g(f(a)) = g(f(b)) = b. Also sei z.B. f(a) < f(b).
Wir behaupten, dass dann f(a) < f(z) < f(b) fir alle z mit « < = < b. Andernfalls
wiire z.B. f(z) < f(a), aber dann auch, wie gerade gesehen, f(z) < f(a). Nach dem
Zwischenwertsatz gibt es aber dann ein y mit < y < b mit f(y) = f(a), Widerspruch
wie eben.

Sei umgekehrt f auf einem Intervall [a, b] stetig und streng monoton, z.B. wachsend.
Dann f(a) < f(z) < f(b) fiir alle z € [a,b] und nach dem Zwischenwertsatz tritt jedes
y € [f(a), f(b)] als Wert y = f(x) auf, wegen der strengen Monotonie aber genau einmal.
Also haben wir mit g(y) =« < y = f(z) eine wohldefinierte Funktion auf [f(a), f(b)], die
f umkehrt. Diese ist ebenfalls streng monoton, hier wachsend: ist y = g(z) < y = g(a1),
so kann nicht x; < x sein. [J Beispiel

n=13>5...: y=za", x=3/y fir z,y e R
n=246...: y=a", r=+3y firz,y>0
n=246...: y=a", x=—yy fire<0,y>0

Hier ist es wichtig, dass f auf einem Intervall streng monoton wichst. Das zeigt folgendes

Beispiel. Sei X = [-2,—1)U[1,2] und
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f(z) = r+1  fallsze[-2,-1) | v
SEA P falls € [1,2] -2,/ -1 o I 2

Die Funktion f ist streng monoton wachsend, stetig, und sie bildet X auf [—1,1] ab. Die
Umkehrfunktion f~! ist

X
2 7/ f—l
1 -
L Jy-1  fallsye[-1,0), | | Y
) ’{yﬂ falls y € [0, 1]. -1 1
-1
/_ —9
Diese ist an der Stelle 0 unstetig. u

13.10 Arcus

Wir schauen uns noch das Problem der Umkehrfunktion der trigonometrischen Funk-
tionen an. Wegen der Periodizitéit ist keine der Funktionen sin, cos, tan, cot auf ihrem
gesamten Definitionsbereich injektiv, und es besitzt keine dieser Funktionen auf dem ge-
samten Definitionsbereich einer Umkehrfunktion. Man sucht sich daher fiir diese Funk-
tionen (mdoglichst grofe) Intervalle, auf denen die Funktionen streng monoton (wachsend
oder fallend) sind. Betrachtet man die trigonometrischen Funktionen auf diesen Interval-
len, so werden sie injektiv und kénnen umgekehrt werden. Diese Intervalle sind natiirlich

T T

nicht eindeutig bestimmt (z.B. ist der Sinus auf [~7, 7] streng monoton wachsend und
auf 7, 37”] streng monoton fallend), und jede Wahl eines solchen Intervalls liefert eine

andere Umkehrfunktion. Ublich und praktisch ist es, die folgenden Intervalle zu wéhlen:
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Funktion Umbkehrfunktion
sin: [-3, 3] — [-11] arcsin: [-1,1] — [-F, %],
cos : 0,7] — [-1,1] arccos : [—1,1] — [0,7],
tan: (=3,%) — R arctan : R — (-5, 0,
cot : 0,7) — R arccot : R — (0,m).

Die so definierten Umkehrfunktionen heiflen Arkusfunktionen (lies z.B. Arkussinus fiir
arcsin). Da die Funktionen

7,3 =R, z—sinx 0,7] = R, x+ cosx

(=5, 35) =R, z—tanz (0,7) =R, x> cotz

auf den angegebenen Intervallen streng monoton sind, sind ihre Umkehrfunktionen z —
arcsin y, arccos y, arctan y, arccot y stetig.

arcsiny

5 K. arccosy

7% 4 P R B y
—1 1
T
T 1
2
arctany arccoty
Y ! y
T4
2

Elementargeometrisch sieht das Ganze fiir sin und cos so aus: Nach Archimedes konnen wir
jeden Strahl g aus dem Zentrum O des Einheitskreises durch eine fortlaufenden Halbierung
g, Gn einschachteln (vgl.Skizze) - wir betrachten nur den ersten Quadranten und fangen
mit n =2 an. Der Winkel zwischen g, und g bzw. 7, sei

ko ky +1

on bzw. o
mal der Vollwinkel. Fiir die Schnittpunkte mit dem Kreis gilt dann die Reihenfolge
P,.P,. ., P Py, P, und fir die Linge ¢ des Bogens von E nach P

kn+1_

ko
ﬁﬂn S ¢ S on Pn



31

Richtig ist: wir definieren ¢ durch diese Intervallschachtelung. Den Punkt P kénnen wir
durch seine y-Koordinate y angeben, und haben somit eine Funktion definiert

¢ =arcsiny, 0<y<1

Aus der Geometrie ist sofort klar, dass diese Funktion streng monoton wachsend ist und
keinen Zwischenwert auslésst; also ist sie stetig und hat eine streng monotone stetige
Umkehrfunktion -

y=sing, 0<¢< 7

Nehmen wir fiir Punkte in vierten Quadranten die Bogenlinge mit negativem Vorzeichen,
so konnen wir das erweitern zu dem streng monoton wachsenden und stetigen Umkehr-
Funktionen-Paar

¢ =arcsiny, y=sing, ~1<y<1, —-<¢<

ol
SIE

Wenn wir P durch seine Koordinate x auf der Achse durch OF notieren, so erhalten wir
entsprechend das streng monoton fallende und stetige Umkehr-Funktionen-Paar

¢ =arccosx, r=cos¢p, —1<zx<1,0<o<m

13 Funktionen und Stetigkeit: Limites

13.15 Funktionenlimes

Manchmal mochte man das Verhalten von f an einer Stelle ¢ studieren, wo f garnicht
oder falsch definiert ist. Man macht’s meist aber nur dann, wenn f in der Nihe von ¢, ¢
ausgenommen, definiert ist, d.h. wenn es ein 7 > 0 gibt so, dass f(x) fiir alle  # ¢ mit
|& — ¢| < n definiert ist. Mindestens soll aber ¢ ein Hiufungspunkt des Definitionsbreichs
von f sein.

Wir sagen: y = f(x)geht gegen d fiir x gegen ¢ und schreiben

y= f(z) —>d firx — ¢ auch d=lim f(z)

r—c

falls ¢ ein Haufungspunkt von D(f) ist und die Funktion
= ) firx#c
fo = { J 7

firz=c
an der Stelle ¢ stetig ist.
Dann bedeuten die folgenden Aussagen und Schreibweisen dasselbe
o d=lim,_.f(z)

e Zu jedem & > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass fiir alle © # ¢ mit © € D(f) und
| — ] <6 gilt: |f(z) —d| <e

e Die Funktion g mit g(c) = d und g(z) = f(z) fir x # ¢ in D(f) ist an der Stelle ¢
stetig
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e Fiir jede Folge z,, # ¢ mit z,, € D(f) und z,, — ¢ gilt f(z,) —d
° f(:u)—)dfl'irl“ﬂc

Lemma 13.1 Sind g und h stetig an der Stelle ¢ mit g(c) = h(c) = d und gilt g(x) <
f(z) < W(x) fiir alle x mit 0 < |z —c¢| <7, so f(z) — d fir x — c.

Beweis. Zu ¢ > 0 wihle 0 < § < v so, dass |g(z) — d| < e und |h(z) — d| < ¢ fiir alle x
mit |z — ¢| < 4. Dann

|f(z) — d| < max{|g(z) —d|, |h(z) — d|} < e fiir alle z mit [ —¢[ < §
Beispiel

sinx
= — 1 firz—0
T

Aus der Geometrie folgt ndmlich

sin sin x
z < und

~cosx

<1
also, da cosz > 0 fiir # — 0 und zsinz > 0

sin

cosx < — <1
x

Lemma 13.2 Ist g(y1,y2) stetig und y1 = fi(x) — di und yo = fo(x) — do fiir x — c,
so folgt z = g(f1(), f2(x)) — g(dr, d2) fiir x — c.
Beweis: Stetigkeit der Substitution. [J

Korollar 13.3 Die Funktionen f,g : X — R sollen an der Stelle xy einen Grenzwert
besitzen. Dann besitzen auch die Funktionen f + g, fg und c¢f mit ¢ € R sowie — falls
g(x) #0 fir v € X und falls lim,_,, g(x) # 0 — die Funktion f/g einen Grenzwert in o,
und es gilt

lim (f(z) +g(z)) = lim f(z)+ lim g(z),

T—T0 T—=To T—=T0

Jim (f(z)g(x)) = lm f(2)- lim g(x),

lim (¢ f(z)) = ¢ lim f(x)

T—T0 T—T0

lim (f@)/g(0) = Jim @)/ Jim o)
Beispiel

— — 2 1 i
1 cosT _ 1= cos™w _ S ST 0= 0fiirz—0
x (1 + cos ) x  l4cosz

Beispiel 6 Sei f : R\{2} — R gegeben durch f(z) = 12;_1276' Dann ist lim,, ZQIfgﬁ -
ool 0 — 10— 7, und lim, p 2550 = lim, 5 E205) —Jim, ,(z+3)=5. =

Sei wieder X Teilmenge von R. Ein Punkt z € X heifit isoliert, wenn er kein Haufungs-
punkt von X ist. Z.B. ist jeder Punkt von N (also jede natiirliche Zahl) isoliert, wenn wir
N als Teilmenge von R betrachten.

Mit diesen Begriffen kénnen wir eine weitere dquivalente Charakterisierung der Stetigkeit
geben:
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Korollar 13.4 FEine Funktion f : X — R ist genau dann stetig in xo € X, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) xq ist ein isolierter Punkt von X
(b) g ist Hiufungspunkt von X, der Grenzwert lim,_.,, f(x)
existiert, und dieser Grenzwert ist gleich f(xo).

Das folgt sofort aus den Definitionen. Man beachte, dass fiir einen isolierten Punkt zy € X
eine Folge (1) aus X genau dann gegen z konvergiert, wenn x,, = x fiir alle hinreichend
grofien n.

13.16 Einseitige Grenzwerte

Beispiel 5 Die Signumfunktion aus Beispiel 2 besitzt keinen Grenzwert im Punkt z¢ = 0,
denn fiir die Folgen (1) und (=}) mit Grenzwert 0 gilt:
. 1 . -1
lim sgn— =1, aber lim sgn(—) = —1.
n—00 n n—00 n

In diesem Beispiel hat man aber folgenden Effekt: Nithert sich eine Folge (x,) von oben
der Null (ist also z,, > 0 fiir alle n), so existiert lim,, ., f(x,) und ist gleich 1. Man sagt
auch, dass 1 der rechtsseitige Grenzwert von [ ist. Analog dazu ist —1 der linksseitige
Grenzwert von f = sgn. Allgemein definiert man

Definition 13.5 Sei x¢ ein Hiufungspunkt von X N (xg,00). Man sagt, dass der rechts-
seitige Grenzwert von f : X\{xo} — R an der Stelle xq existiert und gleich yo € R
ist, wenn fiir jede Folge (1), aus X N (20,00) fir alle n der Grenzwert lim, o f(2,)
existiert und gleich yq ist. Man schreibt dann auch
yo = lim f(z) oder yo= li\m f(x) oder yo= f(xo+0).
T\, To

Tr—x0
T>T0

Ersetzt man jedes > durch <, erhilt man den Begriff des linksseitigen Grenzwertes. Es
ist also z.B. lim, - sgnr = —1.

Korollar 13.6 yy = lim, .., f(2) < yo = limy 4, f(z) und yo = lim, o f(x).

13.18 Uneigentliche Grenzwerte
Sei f: D(F) — R eine Funktion und p ein Haufungspunkt von D(f).

e Gibt es zu jedem ¢ € R ein § > 0 so, dass f(z) > c fiir alle x € D(f) mit
|p — | < 4, so hat f an der Stelle p den uneigentlichen Grenzwert +oo und man
schreibt lim,_., f(x) = 400 oder y = f(z) — +o0 fiir x — p.

e Gibt es zu jedem ¢ € R ein § > 0 so, dass f(z) < ¢ fiir alle z € D(f) mit
|p — x| <, so hat f an der Stelle p den uneigentlichen Grenzwert —oo und man
schreibt lim,_, f(z) = —oo oder y = f(x) — —oo fiir & — p.
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e analog fiir einseitige Grenzwerte.

e Sei D(f) nicht nach oben beschriinkt. Ist @ € R und gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ¢
so, dass |a — f(z)| < ¢ fiir alle x € D(f), v > ¢, so ist a der Grenzwert von f fiir
x — oo und man schreibt lim,_, ., f(z) = a oder y = f(z) — a fiir z — +o0.

e Sei D(f) nicht nach unten beschrinkt. Ist a € R und gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ¢
so, dass |a — f(z)] < e fiir alle @ € D(f), v < ¢, so ist a der Grenzwert von f fir
x — oo und man schreibt lim,_,_, f(z) = a oder y = f(z) — a fiir z — —o0.

e Sei D(f) nicht nach oben beschrinkt. Gibt es zu jedem a € R ein ¢ so, dass f(z) > a
fiir alle z € D(f), © > ¢, so ist +oo der uneigentliche Grenzwert von f fir  — 400
und man schreibt lim, . f(z) = 400 oder y = f(z) — 400 fir x — +oc.

e Sei D(f) nicht nach oben beschriankt. Gibt es zu jedem a € R ein ¢ so, dass f(z) < a
fiir alle z € D(f), x > ¢, so ist —oo der uneigentliche Grenzwert von f fiir  — 400
und man schreibt lim, ., f(z) = —o0 oder y = f(x) — —o0 fiir z — +o0.

e Sei D(f) nicht nach unten beschrinkt. Gibt es zu jedem a € R ein ¢ so, dass f(z) > a
fiir alle z € D(f), = < ¢, so ist +o0 der uneigentliche Grenzwert von f fiir & — —o0
und man schreibt lim,_._ f(z) = 400 oder y = f(z) — +oo fiir + — +o0.

e Sei D(f) nicht nach unten beschrinkt. Gibt es zu jedem a € R ein ¢ so, dass f(z) < a
fiir alle x € D(f), = < ¢, so ist —oco der uneigentliche Grenzwert von f fir x — —oo
und man schreibt lim, ., f(z) = —o0 oder y = f(x) — —o0 fiir . — —o0.

13 Funktionen und Stetigkeit: Vektorfunktionen

13.17 Vektorfunktionen

Sei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, z.B. V' = C und D C R. Funk-
tionen f: D — V heissen Vektorfuntkionen und werden of so geschrieben

f(t) = Z(t) €V, (tinD)

d.h. der Vektor Z(t) Funktion der Zeit t. Bei der Definiton der Stetigkeit zur Zeit ¢, hat
man dann den Abstand in V' statt des Absolutbetrags, ansonsten wortlich dassselbe, d.h.
die dquivalenten Bedingungen

o A% — (0 fiir At — 0
e Ve>030>0VteD.|ty—t| <d=||Z(tg) — Z(t)|| <e
e Fiir alle Folgen t,, — ¢, gilt Z(¢,) — Z(to)

Korollar 13.1 Istvy,..., U, eine Basis von V', so gibt es eindeutig bestimmte Funktionen
t—ai(t) ER, (i=1,...,m) mil

f(t) = Tl(t)’ljl +...+ $m(t)17m

und die Vektorfunktion t — Z(t) ist genau dann stetig an to, wenn es die Funktionen x;(t)
sind.
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Das folgt sofort mit der Charakterisierung iiber die Konvergenz von Folgen und Satz
12.11. Beispiel mit V = C

F(t) = r(t)(cost)e, +r(t)(sint)ey = r(t)e’

Ist h : V — V eine affine Abbildung und f : D — V an tq stetig, so ist ho f: D — V

stetig an tg, z.B.
- o Il(t) V1
t—yt)=A (72(1‘)) + <’U1)

mit stetigen x1(¢) und ao(t). Néamlich y(¢t) = yi(t)er + ya(t)éa mit y;(t) = apai(t) +
;272 (t) + v;

Seien ¢ — Z(t) und ¢t — y(t) an ty stetige Abbildungen von D in V und r € R. Dann sind
auch die folgenden Abbildungen stetig an ¢y

b (F49)(8) = 2(0) + (), ¢ — (rF)(t) = r(t), ¢ — (F0)]5(2)

=

wie man sofort mithilfe der x;(¢) und y;(t) sicht.
Sind ¢ +— z(t) und w +— w(t) an ¢y stetige Abbildungen von D in C und h : C — C

gebrochen linear, so sind auch die folgenden Abbildungen stetig an ¢, (soweit definiert)

1
t—z(t) - w(t), t— O t— h(z(t))

Zum Beweis benutzen wir die Polardarstellung und bemerken, dass nach der Dreiecksun-
gleichung und dem Umstand, dass die Sehne kiirzer als der Bogen ist, gilt

|re?? — sel?| < |r — s| + max{r, s} - |¢ — |
Fiir
2(t) = r(t)(cos p(t) + jsing(t)), w(t) = s(t)(cosh(t) + jsine(t))
haben wir also

|A(zw)| < |Ar| +|As| + max{[As] - |r(to)], |Ar] - [s(to)[} - (|A¢] + [A])

e 2 L
Az < W\A” + (r(tg) + |Ar)|Ag|

Ist z — h(z) gebrochen linear, so ist es Komposition von affinen Abbildungen und Inver-
sion, also ¢t — h(z(t) ebenfalls stetig.
14.11 Limes von Vektorfunktionen
Sei V' n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, z.B. V' = C und
f:D(f) =V, 4= f(t)
und p ein Haufungspunkt von D(f). Dann ist @ Limes von f fir ¢t — p

a=lmf(t), y=f(t) —adfirt—p

t—p

falls es zu jedem £ > 0 ein § > gibt so, dass fiir alle ¢ mit [t —p| < d gilt: || f(t) — f(p)] < e.
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Satz 14.2 Ist eine Orthonormalbasis €1, . .. €, gegeben und f(t) = f1(t)é1 +. ..+ fn(t)En,
50

Beweis. Das kann man mit dem entsprechenden Satz iiber Folgen beweisen. Oder direkt so:
Gelte y; — a; fiiri = 1,..., n. Ist ein € > 0 gegeben, so gibt es §; so, dass | f;(t) = fi(p)| < £
falls [t — p| < ¢;. Wihle ¢ als Minimum der ¢;. Dann

n

D (i) = filp))? <& falls |t —p| <&

i=1

I£() = FD)ll =

In der umgekehrten Richtung kann man benutzen, dass man f(¢) an der Stelle p durch
f(p) = d stetig ergéinzen kann und dann f;(t) = (¢; | f(¢)) durch fi(p) = a; stetig ergaéinzt
wird, weil das Skalarprodukt stetig in jedem Argument ist. Zu Fufl: Zu jedem £ > 0 gibt
es & > 0 so, dass fiir alle ¢t mit |t — p| < § gilt: || f(t) — f(p)|| < e. Dann aber auch
t) = ) < & da [fi(0) — fip)] < 1F(0) — F@)]. O

14 Differentiation: Grundlagen und Beispiele

14.1 Differentialquotient

Wir betrachten im Folgenden eine Funktion y = f(z). f : D(f) — R, an einer Stelle p
und setzen voraus, dass f(x) fiir ein Intervall |2 — p| < 7 definiert ist. Wir setzen

Ax=z—p, Ay=f(z)— f(p)

Dabei kénnen wir Az als eine unabhéingige Variable fiir die Anderung von z auffassen,
und haben dann die Anderung

Ay = (Ay)(Az, p) = f(p + Ax) — f(p)

von y als Funktion von Az bei fester Stelle p. Die Stetigkeit von y = f(x) an der Stelle p
bedeutet dann
Ay — 0 fiir Az — 0.

Der Quotient

Ay _ flp+Azx) — [(p)

Az Az
ist ein Differenzenquotient und gibt die Steigung der Sekante durch die Punkte (p, f(p))
und (p + Az, f(p+ Ax) an.

Az #0

Sekante

flo+Az)l oo Tangente
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Wir betrachten die Funktion
Ay fir Az — 0, Az #0
Ax

Existiert der Limes, so heisst f an der Stelle p differenzierbar und wir haben die Ableitung
a an der Stelle p mit

(1) &—uz:f’(p):% fiir Ax — 0, Az #0

Az
Beispiele
A 2pAx + (Az)?
y=a2, Y _ pAr + (Av)° =2p+ Az — 2p fiir Az — 0
Az Az
1 0r 1
V=2 e 2
1 1 1 —Az Al —1 -1
— = A= —
z p+Ar p pp+Ar) Az plp+Az)  p?
Saml =cosz, Ay =sin(p+ Azx) —sinp = sin pcos Az + cospsin Az — sinp

1 —cosAx 4o sin Ax
Az P7Az
Satz 14.1 Ist f(x) an der Stelle p differenzierbar, so auch stetig:
Ay Yy
-Ax
AJ o

(%) a—lyéO = Ay #0 fir Ar — 0, Az #0

— —sinp-0+cosp-1=cosp

Ay ”
— = —sin;
Ax b

Ay = -0=0 fir Ax — 0, Az #0

Haben wir namlich % — a # 0und z.B. a > 0, so % > % > ( fiir hinreichend kleine
Az, also Ay # 0.0
Zur Differenzierbarkeit dquivalente Bedingungen sind
(2) Ay = g—yA7 + ¢(Az)Az mit ¢(Az) — 0 fir Az — 0, Az #0
v

In der Tat, wéhle

_ Ay Oy
¢Ax) =10~ o
(3) Ay = %AI + R(Az) mit R(AA::) — 0 fir Az — 0, Az #0

In der Tat, wihle nach (2)

R(Az) = ¢(Ax) - Ax
(3) besagt, dass man f(z) in der Nihe von p durch eine affin lineare Funktion approxi-
mieren kann, mit einem Fehler, der “klein von zweiter Ordnung” ist

(4) flp+Azx) = f(p)+ Ay = f(p) + g—zAz + R(Ax)

Und aus (3) folgt die Differenzierbarkeit so

Ay 9y  RAz) 9y .. .
Yl Az a%furAx—»O,Ax#O

Aus (3) folgt sofort, dass eine konstante Funktion iiberall Ableitung 0 hat.
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14.2  Arithmetische Differentiationsregeln
oCy y
= o2
Ox ox
Beweis: ACy = CAy
oy+z) oy 0z
or Oz Oz

Summenregel

Beweis: Ay + z) = Ay + Az

0
Produktregel 72 =y—+z=
Ox

Beweis: A(yz) = yAz + zAy + AyAz

Alyz) Az Ay Az 0z dy 0z
Ax JA +ZA +AJA Ja:I;JrZ :;+O x

Anwendung

aZk Oa" Zk‘(lkL

Beweis durch Summenregel und Induktion mithilfe der Produktregel

ork Oz 1x Oxk—1 b1 O b2 el el

— = = P R ) e

o g - +w % x(k—1)2" +x kx

oL
Quotientenregel a—; 2
Beweis.

Ay 1 1 B z — (v + Ax) B -1 -1
-7 — Az IZ—A:A 1_ ——f A
Ax (.1'+A:I; I)( ?) 22 + zAx (Az) 22 + zAx TR Az =0

14.3 Ketten- und Umkehrregel

Satz 14.2 Kettenregel Sind y = f(x) an der Stelle p und z = g(y) an der Stelle ¢ = f(p)
differenzierbar, so ist z = g(f(z)) an der Stelle p differenzierbar und es gilt
0z 0z Oy

3 = O_y "3 genauer (go f)'(p) =g (f(0) - f'(p)

Beweis: Ist L 20,0 gilt fiir Az — 0, Az # 0 wegen Stetigkeit und (*) Ay — 0, Ay #0

und somit

a:_A: By 0= 3y
Az Ay Az Oy O

Im allgemeinen hat man mit (2)

F eI+ o(Ax)) A

0
S u(Ay)Ay = (5 o

0
Azf(ay 2
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0z dy
= %Ax + x(Az)Az
0z Jdy ..
X(80) = Z20(Aa) + Li(Ay) + 0(By)6(Ar) — O fir A =0
also mit (2) die Behauptung. O
Anwendung
sy Osin(x + 2 e+ %2
82§T = sm(a;Jr 2) = cos(z + g) . % = —sinz-1
Korollar 14.3 Quotientenregel
0 1 9y
ox y? Ox
amin . 1 n—1 __ n—1
Mit der Produktregel folgt auch
8§ 1 0z Oy

a2 Yar o)

Satz 14.4 Umkehrregel Ist y = f(z) in der Nihe von p stetig und umkehrbar und an der
Stelle p differenzierbar mit Ableitung f'(p) = % # 0, so ist die Umkehrfuktion x = g(y)
an der Stelle ¢ = f(p) differenzierbar und es gilt

_ Ox

9'(q) = oy =3

gl —
=
=
=
)
<
=
L~}
=N
2
=

Beweis: @ = g(y) ist in der Nithe von ¢ stetig und streng monoton. Also haben wir fiir
Ay — 0, Ay # 0 auch Az — 0, Az # 0 und somit

Az 1 1
NTEE

Anwendung

14.4  Trigonometrische Funktionen

Wir wissen schon )
Osinx dcosx

= cosx
Ox ’

Insbesondere erfiillen beide Funktionen y = f(z) die Differentialgleichung

—sinx

o oF Py

or ~ (@x2 Y
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und das gilt ebenso fiir alle Linearkombinationen f(x) = asinz + bsiny. Spiter werden
Sie sehen, dass dies genau die Losungen dieser Differentialgleichungen sind.
Die Quotientenregel liefert

Otanw 1 Jcotw  —1

Oz (cosz)?’  Ox (sinx)?

Fiir die Umkehrfunktionen erhalten wir

y=sinz (-7 <z < -) z=arcsiny y e (—1,1)

NS
ol 3

o O arcsin 1
7‘[1:(305:1;: m: ﬂ arcsimy _

ox dy 1—y?

y=cosz (0<z<m) x=arccosy y € (—1,1)

dy . ) 0 arccosy -1
—= = —sinz =—V1-—sin"z=—/1—1y2, =
ox \/ \/ 4 Jy /T— 42
7r T
y:tanx(—§ <z< 5)7 x = arctany
9y _ (sinx)? + (cosz)? “ 14 (banz)? = 1442 0 arctany _ 1
Or  (cosz)? (cosx)? dy 14 y?
Jdarccoty 1
oy 142

14 Differentiation: Anwendungen

14.5 Relative Extrema

Die Funktion y = f(z) sei in der Nihe von p definiert: d.h. fir |z — p| < 7 mit einem
~ > 0. Wir sagen: f(z) hat ein relatives Mazimum (bzw. Minimum) an der Stelle p, wenn
es 0 < § <y gibt so, dass f(p) > f(x) (bzw. f(p) < f(z) fir alle z mit |z — p| < 0.
Zusammengefasst: relatives oder em lokales Extremum.

Satz 14.1 Notwendiges Kriterium. Hat y :f(x) ein relatives Extremum an der Stelle p
und ist dort differenzierbar, so gilt f'(p) = g—z =0.

Beweis: Im Falle eines relativen Maximums haben wir Ay > 0, also

Ay [ <0 fir Az <0
Az | >0 fiir Az >0

und somit 0 < % < 0. 0. Relative Extremwerte liegen aber oft auch am Rand und werden
hier nicht erfasst.
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14.6 Mittelwertsatz

Satz 14.2 Mittelwertsatz. Seiy = f(z) auf dem Intervall [a,b] stetig und auf dem offenen
Intervall Ja, b= {z | a < x < b} differenzierbar. Dann gibt es p mit

b) —
f,(p):f() 1) d a<p <
b—a
Beweis. Wir zeigen zunéichst den Spezialfall (Rolle): f(a) = f(b) = 0. Wegen der Stetigkeit
werden absolutes Maximum und Minimum auf [a, b] angenommen. Ist f(z) nicht konstant
0, ist einer dieser Werte # 0 und muss an einem Punkt p €]a, b[ angenommen werden.
Nach dem Kriterium f’(p) = 0. Fiir den allgemeien Fall wende den Spezialfall an auf

f) = f(a)
() + 1O =1

x —a)]

g(x) = fx) = [f

d.h. subtrahiere von f die Sekante. [J

Satz 14.3 Eindeutigkeitssatz. Sind y = f(z) und z = g(z) auf dem Intervall I differen-
zierbar und f'(x) = ¢'(x) auf I, so gibt es eine Konstante C' mit

g(z) = f(x)+ C firalexel
Gilt zudem f(p) = g(p) fir einp € I, so f(x) = g(x) fir alle x € 1.
Beweis. Setze h(z) = f(z) — g(x). Nach Vorausseztung ist h'(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0 auf

I. Es ist zu zeigen, dass h(z) = C konstant auf I. Wire das nicht so, hiitte man a < b
mit h(a) # h(b), also nach dem Mittelwertsatz ein p mit A'(p) # 0.

14.7 Monotonie

Sei y = f(x) auf [a, b] stetig und auf |a, b= {z | a < z < b} differenzierbar. Dann
f'(x) >0 auf]a,b[ = f(z) streng monoton wachsend auf [a, D]

f(z) > 0 auf]a,b] = f(z) monoton wachsend auf [a, ]
f'(z) <0 auf Ja,b| = f(x) streng monoton fallend auf [a, b]
f'(z) <0 auf Ja,b[ = f(z) monoton wachsend auf [a, D]

Das folgt aus dem Mittelwertsatz. Z.B. fiir f'(x) > 0 so: f(b) — f(a) = f'(p)(b—a) > 0.
a.
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14.8 Natiirlicher Logarithmus
Satz 14.4 Der natiirliche Logarithmus ist die eindeutig bestimmte Funktion x = Iny mit
Oy 1

=, Inl=0, y>0
dy y

Iny ist streng monoton wachsend und es gilt
1
In(yv) =Iny+Inv, In—=—Iny
Y

Iny — +oo firy — 400, Iny — —oo firy— 0

Beweis. Die Existenz werden wir spéter (durch Integration) beweisen. Die Eindeutigkeit
folgt sofort aus dem Eindeutigkeitssatz. Dass Iny streng monoton wéchst, ist klar mit
Abschn.14.7. Fiir festes v haben wir

Oln(yv) 1 o 1 9J(ny+Inwv)

oy oy oy dy
also folgt mit dem Eindeutigkeitssatz In(yv) = Iny+Inw fiir alle v, da fiir v = 1 Gleichheit
gilt. Insbesondere folgt In % +Iny =1In1=0, also lni = —Iny .Weiterhin In2" =nln2 —

ooundIn2™ = —nln2 — —oo fiirn — oo, daln2 > 1 wegen Monotonie. Also B(In) = R.
]

14.9 Exponentialfunktion

Satz 14.5 FEs gibt genau eine auf R definierte Funktion y = expx = e* mit
oe”

(%) =" =1,

or

die Exponentialfunktion. e* ist streng monoton wachsend und es gilt

1
el =—, >0, e =¢"e"

x <e’ — +oo fir0 <z — +oo0, €' —0 firrz— —oo
e® ist die Umkehrfunktion zu Iny, d.h. y =e* < x=Iny, y> 0.
Beweis. Sei ¢” die Umkehrfunktion zu Iny. Nach der Umkehrregel gilt
Oe” 1

und €® =1 weil In1 = 0. Also erfiillt ¢® die Bedingung ().

Fiir g(z) = ee ™ gilt ¢'(z) = e"e™™ —ee ™ = 0 und ¢(0) = 1, also g(x) = 1 konstant
und somit ¢* # 0 und e™* = c% fiir alle z. Wire e” < 0 fiir ein x, so giibe es wegen e = 1
nach dem Zwischenwertsatz ein p mit e? = 0 - Widerspruch. Fiir x > 0 wéchst e* — x

monoton, da Ableitung > 0, also e — 2z > ¢ — 0 = 1.
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Diese Aussagen folgen fiir jede Funktion y = f(z), die (xx) erfiillt. Insbesondere ist
eine solche Funktion umkehrbar und B(f) =]0, oo[. Fiir die Umkehrfunktion g(y) = x
folgt nach der Umkehrregel

dy oy
und g(1) = 0 weil f(0) = 1. Nach dem Eindeutigkeitssatz ist g(y) = Iny also f(z) = e”.
Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt.
Fiir festes u betrachte nun h(x) = —e*™. Nun A'(z) = h(z) und h(0) = 1, also
h(z)=e". 0O

14.10 Potenzen und Logarithmen

Definiere

c=0"=e"M o a=log,c firbec>0

Die bekannten Regelen fiir das Rechnen mit Potenzen und Logarithmen leitet man leicht
her:

(zu)® = a%u”

bO — 17 baH»u — bmb11,7 I bz7 i (bac)u

log, 1 =0, log,(yv) = log, y + log, v, 10gb —log,y, log,(y") = vlog,y

und man erhilt die Paare von Umkehrfunktlonen mit ihren Ableitungen (nach der Ket-
tenregel)

y=a"=c"Inz, uv:yi (=yfallsa=neN) z,y>0

D oy Oye 1 e, 101
= az®L, =yt (=)
dy Ay a n {fgn—1
sowie
y="b"=¢e"lnb, z=log,y= o blny y>0 fiirb>0
%:lnbbz‘ alOgby:L.l
ox ' dy Inb vy

14 Differentiation: Vektorfunktionen

14.12  Ableitung von Vektorfunktionen

Sei f(t) fiir [p — t| < v definiert - z.B. Ort eines Massenpunktes zur Zeit ¢. Die Differenz
von f an der Stelle p ist definiert als

Aj = A(At, p) = f(p+ At) — f(t)

und gibt z.B. die Ortsinderung an. Die Stetigkeit von ¢ = f(¢) an der Stelle p bedeutet
dann
AF — 0 fiir At — 0
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also die GleichméaBigkeit der Bewegung. Der Quotient

A7 flp+At) — f(p)
At At

ist ein Differenzenquotient, und kann z.B. eine Geschwindigkeit nach Grosse und Richtung
beschreiben. Wir betrachten die Funktion

At £0

A
A—Zt’ fiir At — 0, Al #£0

Existiert der Limes, so heisst f an der Stelle p differenzierbar und wir haben die Ableitung
@ and der Stelle p mit

Ay oy

—yﬂd’:f’(p) ot = fir At —0, At #0

Satz 14.1 Ist f(x) an der Stelle p differenzierbar, so auch stetig:

Ag:ﬁ.At 9%

At En -0=0 fir At — 0, At #0

() a—y#OﬁAy%OfWAJHO Az #0
Haben wir nidmlich i @ # 0, so H || > ”g} > 0 fir hinreichend kleine At, also
Ay #0.0

Zur Differenzierbarkeit dquivalente Bedingungen sind wie bei reellwertigen Funktionen

(2) Ay = %At + G(ADAL mit p(At) — 0 fiir At — 0, At #0

oy . R(AY)
ot — At + R(At) mit AL
Satz 14.2 Ist eine Basis €1, ... ¢, gegeben und f(t) = fi(t)e

€
der Stelle p differenzierbar genau dann, wenn es die y; = f;(t
gilt

(3) Ay = — 0 fir At — 0, At £0

+. +fn( )@n, 50 1st f an
)i .., n sind, und es

3?77ﬂ Jyi
a "

Beweis. Ist ¢(At) = Y, ¢;(0t)€;, so

= a; (’L:LJ”L)

Al}tl—I}OQ(At) =0 & AhtI—I}o Gi(At)=0firi=1,...,n

(]

14.13 Differentiationsregeln fiir Vektorfunktionen
ocy _ 0y
ot ot
Beweis: ACy = CAy
oy+2) oy 07

Summenregel ———~ = — + —

ot ot ot
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Beweis: A(y+ 2) = Ay + A7

ayz) 07 0Oy, _
Produktregel o =Y + % (y=f@) eR)

Beweis: A(y2) = yAZ + (Ay)Z+ AyAZ
A(y??) AZ Ay, AZ 07 Oy 0zZz

AT TVAT T A AR gt gt 0
A1 _ 5195, 5
Skalarproduktregel =(y E)t>+<z 0t>
Beweis:
A{g|2) =+ Ag| 2+ AZ) — (7] 2) = (7| AZ) + (Z] Ag) + (Ay| AZ)
NG Ajf LAZ 05Oy, 0
- = WlRp T E R AT ) = Wlgp) + Elgp + 01 5))

Satz 14.3 Kettenregel Sei y = f(x) reellwertig. Sind y = f(z) an der Stelle p und
Z = g(y) an der Stelle ¢ = f(p) differenzierbar, so ist Z = g(f(x)) an der Stelle p
differenzierbar und es gilt

0z 07 oy N "

= wenauer (90 1)) = g (F0) - 1)

Beweis wie fiir reellwertiges g.

14.14 Komplexwertige Funktionen

Wir definieren

Lottt — patebit — oo (cos bt + j sin bt)
Satz 14.4 ()t
el +% ;
e ~ _ (CL + bj)e(a+b])t
Beweis. €%t = cos bt + j sin bt und mit der Kettenregel
0 cos bt Osinbt
cosot _ —bsin bt, ot b cos bt
ot
also et
j )
¢ — _bsint + jcosbt = jbel
ot
Nun mit der Produktregel
ae(wbj)t aebjt et ) )
5 :eat i 4 o eth _ “tbjethJrae“t bjt __ ((l+b‘]) at th (a+b]) (a+bj)t

Wie fiir reelle Funktionen erhilt man

yz 0z dy
P k | — =y— =
roduktregel pr y@t +Z8t
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0z 1 0z dy

Quotientenregel ﬁ = P (y % _ 810)
Beweis.
A, 1 11 y—(w+Ay 1 -1 Ay —ldy
= )= Vi - = fir At — 0
At y+Ay  y At P+yAy At P +yAy At 2 ot

14 Differentiation: Differentiale

Um Missverstandnisse beim Gebrauch von Differentialen zu vermeiden, werden wir die
bei Funktionen mehrerer Variablen {ibliche Schreibweise fiir die Ableitung auch im Falle
von Funktionen y = f(z) einer Variablen benutzen

oy oy 9 9
f(p)i(?xiaxi@xyiaxf

Beachte, dass es bei Z—z um einen Ausdruck geht, dessen Bestandteile dy und 0z keine

Bedeutung haben. Dagegen kann % als Differentialoperator verstanden werden.
14.15 Differentiale

Sei y = f(z) reellwertig. Den homogen linearen Anteil der Funktion in (4) nennt man
auch das Differential dy von y = f(x) an der Stelle p

dy =dy(p) : R =R, dy(p)(Az) = f'(p)Az

oder, wenn man die Stelle p im Hinterkopf hat

dy(Az) = %Ax‘

Versteht man nun dz als eine Bezeichnung fiir die identische Funktion da(Az) = Az so

kann man den Differentialquotienten als den Quotienten der beiden Funktionen auffassen
(wieder an der Stelle p) mit dem Limes f'(p) fiir 0 # Az — 0

dy _dy(Ar) P o 0y
dr  de(Az) Az f'(p) =5 fir 0# Az — 0

Fiir vektorwertige Funktionen besagt (3), dass man f(¢) in der Néhe von p durch eine affin
lineare Funktion approximieren kann, mit einem Fehler, der “klein von zweiter Ordnung”
ist
. L, oy
@) flp+Al) = fp)+A7 = fp) + 5 At + R(AL)
Den homogen linearen Anteil der Funktion in (4) nennt man auch das Differential dy von
g = f(t) an der Stelle p und hat die Analogie zum reellwertigen Fall.
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14.16 Infinitesimale Differentiale

Hat man gelernt, mit infinitesimalen Zahlen dz (d.h. |dz| < & fiir alle n, aber dz # 0 -
insbesondere ist dz keine reelle Zahl!) zu rechnen und setzt eine solche fiir Az in (4) ein,
so ergibt sich

fp+dx) = f(p) + f'(p)dz + R(dz) = f(p) + dy + R(dz)
wenn man das Argument dz der Funktion dy unterschlagt. Also
dy = f'(p)dz

und dy ist bis auf einen Fehler, der infinitesimal von zweiter Ordnung (relativ zu dz) ist,
die Anderung von y bei der gegebenen Anderung dz von x. Dividiert man durch dz (das
darf man, weil dz # 0), so folgt

f(p+da) — f(p) _dy  R(da)
dz dz dz

R;‘iz). Damit ist im Falle der Differenzierbarkeit an der Stelle p, % =

g—z die eindeutig bestimmte reelle Zahl mit infinitesimalem Abstand zu W Aber

mit infinitesimalem

dy ist nicht die Anderung von y bei Anderung dz von z,
sondern nur in “erster Ndherung”

Entsprechend geht es fiir vektorwertige Funktionen und infinitesimale Vektor @ # 0 mit

7] < L fiir alle n. Dann ist im Falle der Differenzierbarkeit an der Stelle p, (31_'1:7 = g—f der

eindeutig bestimmte reelle Vektor mit infinitesimalem Abstand zu W.
Differentiale sind hier also im Prinzip genau dasselbe, wie oben, nur dass man dass es
geniigt, zu jeder unabhéngigen Variablen x ein einziges infinitesimales Argument da in
die Rechnung einzufiihren. Das ist of bequemer als das Rechnen mit Limites oder € und 6.
Aber man muss beachten, dass dz # 0 und dass der Ubergang von einer Nonstandard-Zahl
zu der néchsten reellen Zahl nicht umkehrbar ist.

14.17 Grossen und Differentiale

Obiger Sichtweise von Differentialen liegt der funktionale Zusammenhang y = f(z) zu-
grunde: dieser Bezug muss immer gegeben sein, wenn man von dem Differential dy spricht
(auch wenn man das als infinitesimal ansieht).

In Naturwissenschaft und Technik spricht man aber traditionell (und vorteilhaft) von
Grifsen und ihren Differentialen und hat aus dem Zusammenhang auch eine hinreichend
verldBliche Art mit dieser Vorstellungsweise umzugehen.

In iiblichen mathematischen Begriffen kann man ein System von Gréissen &, ..., &, als
eine Teilmenge S von R™ fassen, d.h. die Grossen & nehmen reelle Werte x; an und ein
n-Tupel (z4,...,2,) € S entspricht einem Zustand des Systems S. Der Wertebereich W,
von & besteht dann aus allen x;, € R, zu denen es (z1,...,z,) € S gibt.

Die Grosse & hingt funktional von der GroBe &, ab, falls fiir alle Zustinde (21, ..., z,)
und (zy, ..., 2,) des Systems S gilt: Ist 2 = z;, so auch z; = z;, d.h. die Zuordnung z, — z;
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ist durch eine Funktion f;; : W) — R gegeben. Sind f;, und fi; gegeben, so folgt x; =
fu(z) aus z; = fir(xg) und z, = fr(2;) und man hat, im Falle der Differenzierbarkeit,
fL) = fl(fiu(p)) - fi(p) nach der Kettenregel.

Sei nun J eine Menge von Indexpaaren (4, k) so, dass fiir (i, k) € J die GroBe & von &
funktional abhéngt und die Funktion f;; auf W}, die Ableitung f/, hat. Ein J-kompatibles
System von Differentialen fiir S ist dann ein System von Abbildungen dzy, : W), — R\ {0}
(k=1,...,n) so, dass gilt

o du;(fi(p)) = fl.(p) - dzk(p) fiir alle p € Wy und (4, k) € J.

e dquivalent: f},(p) = 7“&(;2’&3’))

e kryptisch formuliert: dz; = %dxm besser dx; = g;z dxy,

Hat man das, so darf man unbesorgt mit den Differentialen dxj rechnen und dz; als nur
von &, abhingige Grofle ansehen. Die Preisfrage ist aber, ob es ein solches kompatibles
System von Differentialen gibt. Eine hinreichende Bedingung (und gewagte Annahme) ist,
dass es eine Grofe &, gibt, von der alle §, funktional abhéngen mit differenzierbarer und
umkehrbarer Abbildung fi;, : Wi, — Wj. Dann withle man z.B. ein (klitzekleines) ¢ # 0
und setze day(p) = fi;, (q)e mit fri,(q) = p (also day, = €).

Es ist nicht die Frage, ob man Differentiale als unendlich klein ansehen darf, sondern
wie man sie als Anderungsgrossen, (in erster Nidherung) von Grossen ansehen darf.

Darauf hat schon Euler hingewiesen.

14.18 Fehlerabschitzung

Fiir y = 2% haben wir den Fehler Ay = Ay(p, Az) beim Nachweis der Stetigkeit so
bestimmt
Ay(p, o) = 2pAx + (Az)?

Vernachliissigen wir den quadratischen Term (Ax)? so ergibt sich das Differential
Dey(p, Az) ~ 2pAz = dy(p, Ax)
und wir kénnen |Ay| ndherungsweise so abschitzen
|Ay(p)| = 12pl0 fiir |Az| <6
Allgemein fiir in der Nihe von p stetig differenzierbares y = f(z)
[Ay(@)| S |f ()6 fiir [Az] <6

und damit ein relativer Fehler

Ay




49

14  Differentiation: Hohere Ableitungen

14.19 Konvexitdt und hohere Ableitungen

Im vergangenen Abschnitt haben wir mit Hilfe der Ableitungen das Monotonieverhalten
einer Funktion charakterisiert. Nun schauen wir uns das Kriimmungsverhalten an.

Definition 14.1 Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex, wenn fir alle x1, 2 € [a, b]
und fiir alle t € [0, 1] gilt:

S =)y +tmy) < (L—1)f(x1) +1f(22). (14.1)
Steht in (14.1) das Relationszeichen >, so heifit f konkav auf [a, b].
Man beachte, dass fiir beliebige Zahlen x1, x5 € R mit x; < x5 gilt
{(1=t)zy +tag - t €[0,1]} = [21, 2] .

Geometrische Deutung: Der Graph einer konvexen (konkaven) Funktion liegt unterhalb
(oberhalb) der Verbindungsstrecke zweier beliebiger seiner Punkte.

0 Ty T2
!

(1 —t)xy +tas

Diese Deutung sieht man am einfachsten ein, wenn man den Graphen von f so verschiebt,
dass &y = f(z1) =0:

f(z2)
tf(x2)
f(ta2)

({ tZQ )

Spezialfall z1 = f(z2) =0

Die Konvexitét differenzierbarer Funktionen 148t sich wie folgt charakterisieren.
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Satz 14.2 Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann ist f genau dann
konvex (konkav) auf [a,b], wenn die Ableitung f' auf (a,b) monoton wachsend (fallend)
ist.

Nun wissen wir aus 14.7, dass man die Monotonie einer differenzierbaren Funktion f mit
Hilfe ihrer Ableitung f beschreiben kann. In Satz 14.2 bendtigen wir die Monotonie der
Ableitung. Diese konnten wir mit Mitteln der Differentialrechnung untersuchen, wenn wir
wiissten, dass [’ differenzierbar ist.
Differenzierbare Funktionen auf (a,b), deren Ableitung f” auf (a,b) differenzierbar ist,
heiBen zweimal differenzierbar, und (f')" heiBt zweite Ableitung von f. Statt (') schreibt
man f”. Ganz analog erkldrt man k-mal differenzierbare Funktionen und k-te Ableitungen.
Fiir die k-te Ableitung von f im Punkt zq € (a, b) schreibt man

i
TS (w0).
Mitunter ist es zweckmifig, die Funktion f selbst als 0-te Ableitung von f zu betrachten.
Man schreibt dann f = f(©.

F®(z0)  oder

Aus Satz 14.2 und Abschn.14.7 erhalten wir:

Satz 14.3 Sei f auf [a,b] stetig und auf (a,b) zweimal differenzierbar. Dann ist f genau
dann konvex (konkav) auf [a,b], wenn f"(x) >0 (f"(x) < 0) fir alle z € (a,b).

7)
Beispiele Fiir die Exponentialfunktion ist (e*)” = (%)’ = e*. Also ist exp auf ganz R
konvex. Fiir die Sinusfunktion ist (sinz)” = (cosz)’ = —sinz. Also ist sin z.B. auf [0, ]
konkav und auf [, 27| konvex. =

14.20 Der Satz von Taylor

Wir schreiben den Mittelwertsatz

f@) = f(xo)

Tr — Xo

3 € (wo, ) : = 1)

in der Form

3¢ € (wg,z) : f(z) = f(z0) + f1(€)(x — x0) (14.2)
und interpretieren ihn neu: Der Term f'(§)(x —xo) beschreibt den Fehler, den man begeht,
wenn man die Funktion f durch die konstante Funktion f(xo) ersetzt. Man kann nun daran
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denken, die Funktion f genauer zu approximieren, indem man nicht nur (wie in (14.2))
konstante Funktionen, sondern Polynome zur Approximation zulafit. Es ist nahe liegend,
diese Polynome P so zu wihlen, dass nicht nur die Funktionswerte f(z) und P(zo)
iibereinstimmen (wie in (14.2)), sondern auch die Werte der Ableitungen f'(xg) = P'(zo),
f"(x0) = P"(x0), ..., f™(x9) = P™(x0), wobei n der Grad des Polynoms P ist. Wir
iiberlegen uns zunichst, wie ein solches Polynom aussieht und machen dazu den Ansatz

P(2) = ap + ar1(x — mp) + ag(z — 20)? + ... + an(x — 20)" .
Offenbar ist P(xq) = ag. Weiter ist
P'(2) = a1 + 2as(z — 20) + .. . + na,(x — z)" "
und daher P’(zo) = a;. Aus
P"(2) = 2ay + ... +n(n — Da,(x — z0)" >

folgt az = 1P"(x0). Allgemein findet man
1
a = P®) (),

was mit den Vereinbarungen 0! = 1 und P®) = P auch fiir k = 0 richtig ist. Wir erhalten
damit

P(z) = Zak(ﬂc —xo)F = Z % P®)(x0)(z — mo)* .

Ist also f eine in xg n-mal differenzierbare Funktion, so wird durch
"1
To(z,70) == Y i IO (o) (z — 0)* (14.3)
k=0

ein Polynom vom Grad < n definiert, welches im Punkt zy in allen Ableitungen bis zur
n-ten mit der Funktion f tibereinstimmt. Dieses Polynom heifit das Taylorpolynom vom
Grad n von f im Punkt zo. Der Fehler, der beim Ersetzen einer Funktion durch ihr
Taylorpolynom gemacht wird, wird in folgendem Satz beschrieben. Dazu vereinbaren wir,
eine Funktion f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar zu nennen, wenn sie auf [a, b]
n-mal differenzierbar und ihre n-te Ableitung stetig ist.

Satz 14.4 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, und auf (a,b) existiere
die n+1-te Ableitung. Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass

~ 1 F©) bl
fb) = ;Hf(’“)(a)(b— a)k+m(b—a) : (14.4)
=T,(b,a) =: R, (b,a)

Dabei ist T,,(b,a) das Taylorpolynom vom Grad n von f in a, und R,(b,a) heifit das
Restglied nach Lagrange.
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Beweisidee Man definiert eine Funktion A : [a,b] — R durch

'z ) (
VTR 1)

1! n!

(b — z)"*!
(n+1)!
wobei m so gewithlt wird, dass h(a) = 0. Die Funktion h ist stetig auf [a, b], differenzierbar

auf (a,b), und es ist h(a) = h(b) = 0. Thre Ableitung im Punkt = € (a,b) ist

(n+1) T

(Nachrechnen!) Nach Rolle gibt es ein & € (a,b) mit //(§) = 0. Aus (14.5) erhélt man
damit fiir m

b—z)"—m

—z)"+m % . (14.5)

,w(b —&)"+m (b 7,6)71 =0 bzw. m= ft (&)

n! n!

Man setzt diesen Wert fiir m in die Definition von h ein, wiihlt @ = a und erhélt (14.4).
[

Beispiel 6 Die Sinusfunktion ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar. Wir kénnen also
fiir jeden Punkt zqp € R Taylorpolynome beliebig hoher Ordnung bilden. Mit f(z) =
sinz, f'(x) = cosw, f"(x) = —sinz, f"(x) = —cosz, f¥(x) = sinx erhalten wir fiir
a=x9=0

-k 0 fiir k& gerade

f(;'(o) =< 1/k! firk=1,59,13,...
' —1/k! fir k=3,7,11,15,....

Die ersten Taylorpolynome von f im Punkt 0 sind also

T()(.’E, O) = 0 5

Ti(z,0) = z,

TZ(Ivo) = Tl(xﬁo)v

a3

T3(z,0) = z— 3

T4 IO) = Tg(l‘,O),
und der Satz von Taylor ergibt fiir n =2m —1,m € N,

. a2 me1  wiml
SlIl.’IJ:JJ*§+a*“'+(*1) erRgm,](x,O).
Das Restglied ist von der Gestalt
(2m)
f(2m()$) %™ mit einem ¢ € (0,z),
und wegen | ™ (€)] < 1 kénnen wir das Restglied abschitzen:
o
R m— ’ 0 S .

Damit haben wir die Moglichkeit, sinx mit einer vorgegebenen Genauigkeit ndherungs-
weise zu berechnen.
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T1<(L', 0)

f(z) =sinz

T T
-7 _ s T T
2 z \/
—1 -

Beispiel 7 Sei f(z) = In(z 4 1),29 = a = 0 sowie z = b € (—1,00). Dann ist f'(z) = =
und f®)(z) = (—1)*1(k — D)I(1 + 2) 7" fiir k > 2 und daher
) _ (=0T

F0)=0, == furk > 1.

Einsetzen in die Taylorsche Formel liefert

2?2 2 gt o1 1

n x
ln(1+r)_x75+§fi+ +(-1) ;+(—1) T o™ nsl

n+1

mit einem ¢ € (0,). Fiir # = 1 ist £ € (0,1) und folglich

1 1,n+1

n 1

Wegen R, (1,0) — 0 ist klar: Die Reihe 77, (—1)]“71% =1—4$+%—4+. konvergiert

gegen In 2. ]
Beispiel 8 Fiir f(x) = ¢* ist f*)(0) = 1 fiir jedes k € Ny und somit
2 n eﬁ

X
=1 - - (n+1
el ot ar”

mit einem & € (0,z). Das n-te Taylorpolynom ist also gerade die n-te Partialsumme der
Reihe, mit der exp oft definiert wird. Wir kommen auf diesen Zusammenhang spéter
zuriick. ]

14.23 Bezeichnungen

Fiir Funktionen y = f(t) € R mit t € R und p € D(f) benutzen wir

o Ay=Af=(Af)(p,At) = f(p+ At) — f(p) Differenz oder Anderung von f an der
Stelle p bei Anderung At
(Af)(p) :R — R ist eine Abbildung: (Af)(p)(At) = Af(p, At)

\&’IQ

= a—f( ) = f'(p) Ableitung, Differentialquotient von f an der Stelle p
f( ) € R ist eine Zahl
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o dy = df = (df)(p,dt) = f'(p) - At Differential von f an Stelle p bei Anderung dt
(df)(p) : R — R ist eine homogen-lineare Abbildung: (df)(p)(dt) = (df)(p,t)

At wird meist als sehr klein, dt auch als infinitesimal gedacht, beide # 0. Dann ist,
Differenzierbarkeit vorausgesetzt

(Ay)(p, At) = (dy)(p, At)

(Ay)(p, At) — (dy)(p, At)

A7 — 0 fir At — 0

genauer:

(Ay) (P, dt) — (dy)(p7 dt)
dt

infinitesimal fiir infinitesimale d¢

14.24  Satz von Lagrange-McLaurin-Taylor
Satz 14.5 Seid =b—a >0 und f : [a,b] — R. Dann sind dquivalent

(i) fla+1t)=37_yaxt" + R(t) fir alle t € [0,6] mit R®(0) =0 fir 0 <k <n
und R(t) auf [0, 0] n-mal stetig differenzierbar und auf 0, 5[ n+1-mal differenzierbar

(it) a, = %f(’“) (a) fiir 0 <k <n undy= f(x) auf [a,b] n-mal stetig differenzierbar
und auf |a,b n+ 1-mal differenzierbar.

Die Funktion R(t) in (i) ist eindeutig bestimmt durch die Bedingung
R®(0) =0 fiir 0 < k <n und f"(a+t) = R"(t) fiir alle t €]0, 0]
Weiterhin gilt

f(n+l) (a + g(t))thrl

zu jedem t € [0,0] gibt es &(t) € [0,t] mit R(t) = EEw

M
(n+1)!

Gilt |f" V(a4 €)| < M fiir alle € € [0,1] so folgt |R(t)] < [t

Entsprechendes gilt fir b und t € [—4,0].
Beweis. Beweis von (i) < (i7) durch Induktion iiber n. Beachte dass

Al rt), O

) =

(CI + fo)

und dass Polynome beliebig oft differenzierbar sind. Damit folgen aus den Differenzier-
barkeitsannahmen fiir f(x) die fiir B(¢) und umgekehrt.

Der Fall n = 1 ist gerade die Charakterisierung der Ableitung. Sei n > 1 und (i)
angenommen. Ableiten vom (i) nach ¢ ergibt

Flatt) = kat" + R(t), R 0)=R*D(0)=0fir0<k<n—1
k=1
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Also nach Induktionsannahme

1

1 . .
mﬂ N(a), ax= @f( )(a)

Gilt (i1) so setze R(t) = f(a+t)—>_, axt. Dann gilt fiir die m-te Ableitung, m < n+1:

NG . il =

fa+t) =mlan+ > ((k=—m+1)--k)at*™™ + R (t)
k=m+1

RM™(0) = f™(a+0) —mla,, =0 firm<n

Mit m =k + 1 folgt
F (a4 1) = R™I(¢) fiir alle t €]0, 0]

Die Eindeutigkeit von R(t) ergibt sich nun durch n+ 1-malige Anwendung des Eindeutig-
keitssatzes. Man kann, wie Lagrange, R(t) als Integral darstellen und dann & nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung wéahlen, um das Restglied wie oben zu erhalten. Das
werden wir bei Gelegenheit tun. [

1421 Anwendungen auf die Untersuchung von Funktionsgraphen

Wir sehen uns nun genauer an, wie sich fiir gentigend oft differenzierbare Funktionen ihr
Monotonie- und Kriimmungsverhalten sowie lokale Extrema mit Hilfe der Differential-
rechnung effektiv untersuchen lassen. Wir wissen bereits:

e [ hat in x ein lokales Extremum = f'(x9) =0 (Satz 14.5)
e [ monoton wachsend (fallend) < f'>0(f <0) (Abschn.14.7)
e f konvex (konkav) & f">0(f"<0). (Satz4.17)

Fiir lokale Extrema haben wir bisher nur eine notwendige Bedingung angegeben. Wir
erginzen diese durch hinreichende Bedingungen. Anschaulich klar ist die folgende Bedin-
gung.

Satz 14.6 Sei f differenzierbar auf (a,b), xo € (a,b), f'(xo) = 0, und f" wechsle in x,
das Vorzeichen. Dann besitzt [ ein lokales Maximum in xo, wenn das Vorzeichen von +
nach — wechselt fir grifier werdendes x, und ein lokales Minimum bei Wechsel von —
nach +.

Satz 14.7 Sein > 2, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar, und xo € (a,b). Weiter
sei f¥)(xo) = 0 fir k = 1,2,....n— 1 und f™(xg) # 0. Ist n gerade, so besitzt f in
xo einen lokalen Extremwert, und zwar ein lokales Minimum, falls f<")(:1;0) > 0 und ein
lokales Mazimum fir f(zo) < 0. Ist n ungerade, so liegt in xq kein Extremwert vor.
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Wir wollen uns dies fiir n = 2 klarmachen, d.h. wir zeigen unter den Voraussetzungen des
Satzes

f(z0) =0, f"(x0) >0 = f hat lokales Minimum in x,

f(x0) =0, f"(x0) <0 = f hat lokales Maximum in .

Sei @ € (a,b). Der Satz von Taylor liefert uns die Existenz eines £ € (g, z) mit

1 (o 1"(€ 2 J'(E 2
%(I %(w_%) :L(x_wo)‘

f@) = flao) = — o) + oY

Sei beispielsweise f”(zg) > 0. Wegen der Stetigkeit von f” gibt es dann eine Umgebung
U C (a,b) von g, auf der f” positiv ist. Fiir € U ist auch £ € U, und wir erhalten
_ 1"

f(z) = f(zo) = 3 (x —20)*> >0 fiir alle z € U\{zo}.

Also besitzt f in zo ein (sogar echtes) lokales Minimum. Den Fall f”(x) < 0 behandelt
man analog.

Ein Punkt zy € (a,b) heiit Wendepunkt von f : (a,b) — R, wenn es eine Umgebung
(xo—e, xo+e) C (a,b) von xq gibt, so dass f auf (zo—e, 29) konvex (bzw. konkav) und
auf (zg, zo+¢) konkav (bzw. konvex) ist.

Satz 14.8 (a) Sei f in (a,b) zweimal stetig differenzierbar und xy € (a,b) ein Wende-
punkt von f. Dann ist f"(zq) = 0.

(b) Sein > 3, f auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar und xo € (a,b). Weiter sei
F¥(20) = 0 fir k = 2,...,n — 1 und f™(x¢) # 0. Dann ist zy ein Wendepunkt
fiir f, falls n ungerade ist, und kein Wendepunkt, falls n gerade ist.

Die Begriindung folgt wieder mit dem Satz von Taylor.

Beispiel 9 Wir betrachten die Funktion f: [~1,1] — R, 2 +— 2. Fiir diese ist f'(z) = 2z
und f"(x) = 2 fiir alle € (=1, 1). Nach Satz 14.7 hat f in 2o = 0 ein lokales Minimum,
und nach Satz 14.8 hat f keine Wendepunkte. Man beachte, dass wir in (—1,1) keine
lokalen Maxima gefunden haben. Da die Funktion f aber stetig ist, muss sie auf [—1,1]
globale Maxima und Minima besitzen. Wie wir gesehen haben, kann das globale Maximum
nur in den Endpunkten £1 des Intervalles angenommen werden. Wegen f(1) = f(—1) =1
ist klar: Die Funktion f nimmt in 41 ihr globales Maximum an und in 0 ihr globales
Minimum. ]

14.22  Anwendung auf die Bestimmung von Grenzwerten

Die folgende Regel von de l’Hospital hilft bei der Bestimmung von Grenzwerten von
Briichen der Gestalt “0/0”.

Satz 14.9 Die Funktionen f und g seien auf (a,b) n-mal stetig differenzierbar, in
zo € (a,b) gelte f(xo) = f'(z0) = ... = fO D (xg) = 0 sowie g(zy) = ¢'(x0) = ... =
gV (xg) = 0 und g™ () # 0. Dann existiert der Grenzwert lim, _,, %, und dieser
F™ (x0)
9 (o) *

Grenzwert ist gleich
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Beweis Der Satz von Taylor liefert

f@) 040+ 40+ (@ —x)"fM(&)/n!  f(&)

g9(x) 040+ 4+ 0+ (z—z0)"g™(n.)/nl g™ ()
mit gewissen Zahlen &,,7, € (2, ). (Man beachte, dass wegen g™ () # 0 und wegen
der Stetigkeit von ¢ auch ¢ (n,) # 0 fiir alle 7, aus einer geeigneten Umgebung von
xo und dass dann auch g(z) # 0 fiir alle z # 0, die nahe genug an zy liegen.) Fiir
x — x0 konvergieren &, und 7, gegen xo. Aus der Stetigkeit von f und g™ sowie aus
g™ (x0) # 0 folgt

f(z) &) [ (a0)

lim ——= = li = . [
soro g(x) et g(n.) g (z)
Beispiel 10 Fiir @ > 0 und «, 5 > 0 ist
o« a—1 a—1
lim & =% — fim &2 = =2 go-8, ]

T—a Iﬂ — aﬁ T—a /611;3*1 [)’aﬁ*l ﬂ

Beispiel 11 Die Regel von 'Hospital gilt auch, wenn unbestimmte Ausdriicke der Gestalt
“00/o0” vorliegen (vgl. Barner/Flohr, S. 276 — 277). So ist z.B.
1

Inz
lim rlnz = lim —— = lim —%- = lim —z = 0.
z\,0 \,0 o z\,0 —2 \,0
In diesem Beispiel haben wir einen unbestimmten Ausdruck “0-o0” in die Form “co/c0”
gebracht und darauf ’'Hospital angewandt. Ahnlich lassen sich zahlreiche weitere Grenz-

werte, die auf unbestimmte Ausdriicke wie “co — 00” oder “1%°” fiithren, berechnen.  m

14.25 Bernoulli-I'Hospital

Satz 14.10 Seien a > b in RU{oo, —oo} und f, g auf|a,b| differenzierbar und g'(z) # 0
fiir alle x €la,b|. Gelte

im g(z) =400 oder lim g(zx)=—o00

Jm flz)=0= lim g(z) oder lim Jm

Dann folgt
1)y S0

a<zr—a g($) a<z—a g'(x)

falls der zweite Limes existiert. Das gilt auch fiir uneigentliche Limites. Entsprechendes
gilt fir b > x — b bzw. x — ¢ mit f, g differenzierbar auf |a, c[U]c, b[.

Beweis im Falle eigentlicher Limites und differenzierbarer f, g : [a,b] — R mit g'(a) # 0.
Wegen der Stetigkeit von f, g gilt f(a) = g(a) = 0. Also
f@) _ f@)—f@ B f)

= = ——— firz—a
@) 9@ —gl@)  mm  gla)
Allgemein: Siche Heuser, Analysis I, §50. Beispiel
axr ae(ll’

lim — = lim = 400
r—+00 I T——+00 1
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15 Integration

Es sind wenigstens zwei Probleme, die zur Herausbildung der Integralrechnung gefiihrt
haben.

Flichenberechnungen Gegeben ist eine Funktion f : [a,b] — [0, 00). Gesucht ist der Inhalt
der von den Geraden = a,x = b,y = 0 und vom Graphen der Funktion f berandeten
Flache. Genau genommen miissen wir dazu vorab die Frage kldren, was wir unter dem
Inhalt einer kompliziert geformten Fliche verstehen wollen. Es geht uns also nicht nur um
eine Berechnungsvorschrift fiir Fldcheninhalte, sondern auch um deren Definition.

f

Umkehrung des Differenzierens Kann man aus der Ableitung einer Funktion die Funktion
selbst rekonstruieren? Gibt es fiir jede Funktion f eine Funktion F' mit F' = f? Wenn ja,
wie viele solcher Funktionen gibt es?

Zur Beantwortung dieser und anderer Fragen wurden verschiedene Integralbegriffe ent-
wickelt, von denen wir einen der einfachsten - das Riemann-Integral - nun kennen lernen
wollen. Eine nahe liegende Idee zur Berechnung des Inhalts eines komplizierten Gebietes
(etwa des oben skizzierten) ist es, das Gebiet durch andere Gebiete ,,anzunihern®, deren
Flachenberechnung einfacher ist, etwa durch Gebiete, die aus endlich vielen Rechtecken
zusammengesetzt sind. Wir hoffen, dass wir dem wahren Fldcheninhalt ndherkommen,
wenn wir die Approximation ,verfeinern®, indem wir z.B. die Rechtecke schmaler ma-
chen. Diese vagen Vorstellungen wollen wir nun prézisieren. Dabei wollen wir auch die
historische Entwicklung des Integralbegriffs und die aktuelle Sichtweise in den Ingenieur-
wissenschaften beriicksichtigen.

15.1 Grundlegendes zur Integration

Wir betrachten nur beschrinkte Funktionen f : [a,b] — R, also m < f(z) < M fiir alle
x € [a,b)].

15.1.1 Zerlegungen und Treppenfunktionen

Ene Zerlegung Z des Intervalls [a, b] wird gegeben durcha = 29 < 21 < ... < 2,1 < 2, = b
(mit beliebigem n). Dazu gehoren die Linienelemente (Ax)y, = zg41— 2k Die Maschenweite
von Z ist min{(Az); | k¥ < n}. (Man darf auch z, = 2,4, zulassen, aber das bringt nichts
Neues und so passt’s besser zur iiblichen Vorstellung.)
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Eine Treppenfunktion f : [a,b] — R zur Zerlegung Z ist konstant auf jedem der offenen
Intervalle |z, zx11[. Das Integral einer Treppenfunktion f ist definiert als

[ e =3 @) mit & €le sl
a k=0

Lemma 15.1 Das Integral einer Treppenfunktion hdngt nicht von der gewdhlten Zerle-
gung ab.

Beweis: Ist z, < w < zp4q fiir ein h, so ergibt Einfligen von w eine Zerlegung fiir f und
es ergibt sich dasselbe Integral, weil fiir £ € ]z),, w[ und & € |w, z11] gilt

J (&) = f(&) = f(&) also f(&n)(zne1 — 2zn) = F(E)(w = 2n) + [(E) (zh41 — w).

Ist allgemeiner Z' mit a = 2 < 21... < z, = b eine weitere Zerlegung fiir die Treppen-

funktion f, so betrachte man die gemeinsame Verfeinerung Z", die man dadurch erhélt,

dass man die Menge {zo, . .., Zn, 20, - - - , 25, } nach der GroBe der Elemente anordnet. Durch

»m

Einzelschritte wie eben kommt man von Z wie von Z’ zu Z”, also folgt die Gleichheit der
das Integral definierenden Summen. [J

15.1.2 Riemannsches Integral

Satz 15.2 Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Fiir ¢ € R sind dquivalent

(i) Es gibt Treppenfunktionen in’T” : [a,b] — R mit f,<f< F, fir allen (0.B.d.A.
fo_ <f < Fo < Fooi) und lim, o fab f (2)dz = ¢ = lim, o ff?n(x)dx

(it) Fiir alle e > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir alle Zerlegungen Z von [a,b] mit Maschen-
weite < 0 und alle &, € |z, 21| gilt: |c — ZLO f&r)(Ax)] < e

(iii) Fiir alle e > 0 gibt es eine Zerlegung Z von [a,b] so, dass fiir alle & € |2k, zp+1| gilt:

le = Soh_o F(&)(Az)y] < e

Es gibt hochstens ein ¢, das (iii) erfillt und es gilt m(b —a) < ¢ < M(b — a) falls
m < f(z) <M fir alle z € [a,b].

Gilt (i), so heiBt f : [a,b] — R (Riemann) integrierbar und ¢ = fab f(z)dz das Inte-
gral von f auf dem Intervall [a,b]. (ii) und (iii) geben Anlass, fiir eine Zerlegung Z und
Zwischenvektor € = (&) mit & € |2y, 2x41] die Riemann-Summe zu definieren als

R(Z.& ) =) (&) (D)

Beschriinktes f : [a,b] — R ist integrierbar genau dann, wenn es Treppenfunktionen
[, <f< [, gibt mit j{lb?ﬂ(z)dx - jﬂbin(x)dx — 0 fiir n — oo.
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. f

Tl
4 ?7 7

Beweis. (iii) folgt trival aus (ii). Um (i) = (i) zu zeigen, sei ¢ = 1 und Z die zugehérige
Zerlegung. sei n = ¢/(b—a). Da f auf |z, z41[ nach oben und unten beschrénkt ist, gibt
es (dank Archimedes) &, £, €]z, 2¢11[ s0, dass

f&) —n < flx) < f(&) +n fiwalle z € oy, 2]

Definiere Treppenfunktionen

fal
in(
und f, (%) = £, (z1) = f(z). Dann folgt f < f < £, und

x) = f(&) +n  fir z <@ <z
z)=f(§,)—n firzm <z <zem

n—1

b
S () (D) - / £ (@)dr <e

k=0

also mit Voraussetzung (iii)
b
|c—/ £, (@)dz| < 2e.
a

Es folgt
b
c=lm [ f (z)dz

und entsprechend ¢ = lim,, fab ?n(x)d:r. Insbesondere ist ¢ durch f eindeutig bestimmt.
Indem man f durch max{f ,f  } und f,, durch min{f,,f, .} ersetzt, kann man
Llil < LL < ?n < ?nq erreichen.

Sei nun (i) angenommen. Wegen der Beschrinktheit von f gibt es m, M mit m <
f(x) < M fir alle € [a,b]. Wir diirfen also auch m < f (2) < f,(¥) < M annehmen

(indem wir zu max{m, f (v)} und min{M, f.(2)} iibergehen). Sei € > 0 gegeben. Nach
Voraussetzung gibt es ein ng so, dass

./jﬂﬂx)dx - / f @ < :.
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Sei N grofler als die Anzahl der Teilpunkte in den gewéhlten Zerlegungen zu ino bzw.
Fro- Wiihle § > 0 mit

0(M —m)N < %
Seien nun eine Zerlegung Z von Maschenweite < § und & € |z, zx+1[ gegeben. Definiere

die Treppenfunktion g durch

flzr)  fir o=z

/ L=< /abg(x)dxg/bfno(z)derf.

Ist ndmlich ein Linienelement |z, zx1[ von Z ganz in einem von f enthalten, so gilt auf

g(z) = { F(&)  fiir 2z, < @ < 2

Dann gilt

diesem f (z) < f(z). Andererseits gibt es hochstens NV Linienelemente von Z, die nicht
—no
ganz in einem Linienlement von f o enthalten sind und fiir jedes solche gilt

l9(€k)(Az) = [ (&) (AZ)k| < 6(M —m).

Entsprechendes gilt fiir f,

np*

Es folgt, wie in (ii) behauptet,

b
\c—/ g(x)dz| <e.

Hat man Treppenfunktionen wie im Kasten, so hat man Treppenfunktionen

g (v) =max{f (v) |k <n} < f(z) <g,(z) = min{f,(z) | k < n}

und somit Intervallschachtelung

[/ dx/ 7, (z)dz]

und diese bestimmt ¢ = f: f(z)de. O

Beispiel 1 Sei 0 < a < b. Auf dem Intervall [a, b] betrachten wir die Funktion f : 2 +— 22.
Wir wéhlen eine gleichméfige Zerlegung Z : 2o < 21 <,..., < 2z, mit
b—a
n

zr=a+kAx firk=0,1,....n, Av:=
also z — z,—1 = Az. Da f auf [a, b] monoton wichst, ist
my =min{f(z) | 2x <@ <zpn} = fla) = 23

My = max{f(z) | 2x <2 < xp1} = f(2h41) = 2041

und wir definieren

x) =my fir 2, < < 21, [ (@) = M, fir 2 <z < 230
+ n +

=n
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Also

n

b n—1 b
/ £, (@)dz = (Az) Z 22 und / fo(@)de = (Ax) Y 22
a k=0 a

k=1
Also ist

b b —a 2 _ a?
/ Fo(@)da —/ [, (@)dx = (Az)(22 — 22) = (A2)(1* — a?) = w

n
und somit f auf [a,b] integrierbar. =
Beispiel 2 Fiir die durch
1 falls = rational
fla) =
0 falls z irrational

definierte Dirichlet-Funktion auf [a,b] ist jede Obersumme gleich b — a und jede Unter-
summe gleich 0. Also ist f nicht Riemann-integrierbar. ]

Wie in Beispiel 1 beweist man

Satz 15.3 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.

15.1.3 Eigenschaften des Riemannintegrals
Satz 15.4 Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

(a) Fiir jedes ¢ € R ist cf Riemann-integrierbar, und es gilt

b(cf)(x)dx = bcf(x)dx =c bf(x)dm
[ tentente= [[eseyie e |

(b) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar, und es gilt

b b b
[Gro@a= [ e+ o= [ st [ g
(¢) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Die Aussagen (a) und (b) kann man am einfachsten so einsehen: Ist Z eine Zerlegung und
¢ ein entsprechender Zwischenvektor, so gilt

R(Z,& cf +9) = cR(Z,&, f) + R(Z,€, 9) -
Der Beweis von (c) ist etwas schwieriger. ]
Satz 15.5 Seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar.
(a) Ist f(z) < g(x) fir alle x € [a,b], so ist

[ 1@< [ g
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(b) Die Funktion |f| : [a,b] — R, z — |f(z)|, ist Riemann-integrierbar, und

‘/ubf(‘”)d“” < /ab\f(:c)\dx.

Die Aussage in (b) heiit auch die Dreiecksungleichung fiir Integrale. Beachten Sie die
Analogie zu den bekannten Ungleichungen

n
<D lail.

i=1

n
lay + as| < lag| + |as] und ‘Zai
=1

Zum Beweis Aussage (a) ist klar, denn fiir jede Riemannsumme gilt

R(Z,€,f) < R(Z,&.9).

Schwieriger ist der Beweis, dass |f| Riemann-integrierbar ist, falls f diese Eigenschaft
besitzt. Wenn man aber davon ausgeht, dass | f| Riemann-integrierbar ist, wird der Beweis
von (b) einfach: Aus —|f| < f < |f| folgt nédmlich mit Teil (a)

7/ab|f(9c)|dx§/abf(x)dx§/ab\f(ﬂf)\d%

und das ist die Behauptung. ]

Zur Integration iiber Teilintervalle gibt folgender Satz Auskunft.

Satz 15.6 (a) Ist f: [a,b] — R Riemann-integrierbar und a < ¢ < d <b, so ist f auch
auf [c¢,d] Riemann-integrierbar.

(b) Sei f:[a,b) = R und a <c<b. Ist [ auf [a,c| und auf [c,b] Riemann-integrierbar,
so ist [ auch auf [a,b] Riemann-integrierbar, und es gilt

/f m_/f w+/f

Beweis. (b) ist klar mit (i) aus Satz 15.2. Bei (a) konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
f > 0 (nach Addition von m < f) und d = b. Seien S, und [, fiir f gemiB (i) in Satz 15.2
gegeben. Seien g und h die Einschréinkungen von f auf [a, c] bzw. [c, b] und entsprechend

g, usw. Dann
g b b c b_
tin ([ g+ [ h)= [ = lmn([ 5.+ [T

s[5 o)+ ([ - [r=0

also wegen der Nichtnegativitét der Summanden

c C
i[5, [(a) 0= tin( [T~ ['1) 0
n—oo a a ’IL*?OO

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dzx fir a < b definiert. Mitunter sind die folgenden

also

Vereinbarungen niitzlich:
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(a) /aaf(m)dx =

(b) Ist f: [a,b] — R integrierbar auf [a,b] (mit a < b), so sei

/ba f(z)dx = — /ab f(z)dx

Mit diesen Vereinbarungen gilt:

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so ist fiir beliebige Punkte o, 3,7 € |a,b]
B Y 2l
[ s [ @ [ sy
@ B «

und die Funktion F(u f f(x)dz ist auf [a, b] stetig - sogar Lipshitz-stetig ndmlich

|F(u+ Au) — F(u)| < |Au|(M —m) falls m < f(z) < M

15.2 Integration stetiger Funktionen

Bei der Definition der Stetigkeit von f : D — R ] wird zu jedem p € D und £ > 0 ein
0(p,e) > 0 verlangt so, dass |f(z) — f(p)| < e falls |z — p| < d(p, ). Diese Definition ist
‘lokal’. Das Beispiel der Funktion f(z) = L auf ]0,1], zeigt, dass i.A. ¢ nicht unabhéingig
von p gewéhlt werden kann. Es soll gezeigt werde, dass dies aber der Fall ist, wenn
= [a,b] ein abgeschlossenes Intervall ist. Das ist eine wesentliche Voraussetzung, um
die Rolle von Integralen in Natur- und Technikwissenschaften diskutieren zu kénnen.

Lemma 15.7 Ist ¢ € [a,b] und sind fir [ : [a,b] — V die Einschrinkungen f|(a,c] und
flle, b] stetig, so ist auch f : [a,b] — V stetig.

Beweis. Fiir p # ¢ gehort jede Folge x, — p ab einer Stelle zu [a, c| oder [c,b], also

lim,, o f(2,) = f(p). An der Stelle ¢ hat man nach Voraussetzung rechts- wie linksseitigen

Limes f(c). Die Behauptung folgt nun mit Kor.13.18. O

15.2.1 Kompaktheit

Gegeben eine Abbildung ¢ : R — R, sei U, das offene Intervall Jx —6(z), =+ 6(x)[ (d.h.

leer, falls 6(z) = 0). Eine Teilmenge D von R heisse kompakt fiir §, wenn es entweder ein

c € D gibt, so dass ¢ ¢ U, fiir alle x € R oder es endlich viele zy, ..., z, € R gibt so, dass
DCU,U...uU,,

Dabei 0.B.d.A. §(z;) >0

Satz 15.8 FEin abgeschlossenes Intervall [a, b] ist kompakt bzgl. jeder Funktion §.
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Beweis: Sind [a, ¢] und [c, b] kompakt bzgl. d, so offensichtlich auch [a,b]. Sei nun ange-
nommen, dass [a, b] nicht kompakt bzgl. 4. Durch fortlaufende Halbierung bekommen wir
eine Intervallschachtelung von Intervallen [a,, b,] C [a,b], die bzgl. § nicht kompakt sind.
Sei ¢ die dadurch bestimmte reelle Zahl und = € [a,b] mit ¢ € U, (gébe es kein solches z,
wiire [a, b] trivialerweise kompakt fiir 6). Sei &€ = min{c — (z — §(x),  + §(x) — ¢}. Dann
gibt es ein n mit

x—0@)<c—e<a,<c<b,<c+e<z+dx)

also [an, b,] kompakt bzgl. §, ein Widerspruch zur Annahme. OJ

15.2.2  GleichméaBige Stetigkeit

Eine Funktion f : D — R heisst gleichmdifig stetig auf D, wenn es zu jedem £ > 0 ein
0 > 0 so gibt, dass

firallez,2’ € D: |z —2/| < = |f(z)— f(2')| <e
Satz 15.9 Ist f : [a,b] — R stetig, so auch gleichmdipig stetig.

Beweis. Sei £ > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem p € [a, b] ein §(p) > 0 so,
dass |f(p) — f(z)| < 5 fiir alle z € [a,b] mit |z —p| < d(p). Setze d(x) = 0 fir © & [a, ).
Wegen der Kompaktheit kann man [a,b] durch endlich viele (nichtleere) U, iiberdecken.
Wenn keine Liicke bleiben soll, miissen sich diese hinreichend iiberlappen, d.h. es gibt
1 < ... <y, € [a,b] mit z; + 6(2;) > @41 — 6(xi41). Setze

1
d= 3 min{z; + 0(x;) — (xip1 — 0(@wip)) [ i =1,...n—1}.
Ist nun |z — /| <4, s0 @, 2" € |v; —0(x;), & + 6(x;)[ fiir ein ¢ = 1,...,n, also

|f () = f@)] < |f (@) = flaa)| + [ f (i) = fa)] < 2% =e U

15.2.3 Integrierbarkeit stetiger Funktionen
Satz 15.10 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar und es gilt
(i) Zu jedem e > 0 gibt es § > 0 so, dass fir allea < ¢ <d<bmitd—c<§ und alle
¢ €le,d] gilt

d
| / @)z — f(E)(d— )| < e(d - o)

(i1) Mittelwertsatz: Es gibt & € [a,b] mit f: fz)dz = f(§)(b—a).

Beweis. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f kann man zu jeden € > 0 ein 6 > 0
wéhlen so, dass |f(z) — f(p)| < § falls [z — p| < 6. Sei ¢ = L. Wiihle eine Zerlegung
a=2)<2 <...<2zy=>0bso,dass zx41 — 2z < 4 fiir alle & und beliebige & € [z, 2k11]-
Definiere Treppenfunktionen durch

To(@) = f(&) +
I _

fiir 2z < x < zZpq1
fiir z;, < x < zpq

ST
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und f,(z) = £, (z) = f(zx). Dann folgt f < f < ., und

b b _
/fndx—/ indxge(b—a):b =

n

Also lim,, o fab Fodz =lim, fab f,dx, d.h. fist integrierbar. Sei schlielich 0 < d—c <
0 und € € [¢,d]. Die Einschrinkung g von f auf [c,d] ist integrierbar. Definiere auf [c, d]
die Treppenfunktionen

fire<a<d

fire<z<d

e |

(x) = f(&) +
g(x) = f(&) -

und g(x) = g(v) = g(=) fiir £ = ¢,d. Dann g < g <7 und

ISRy

e(d—c)

—c d d d
5@ -9 = [gar < [Cowar < [ gt =reya-o+

c

und es folgt die Behauptung (i). (ii) ergibt sich sofort mit dem Zwischenwertsatz aus der
Stetigkeit von f(z)(b—a) und (b — a)min f < fab f(z)de < (b— a)max f. O.
Wir vermerken noch eine niitzliche Verallgemeinerung von Satz 15.10 (ii).

Satz 15.11 Verallgemeinerter Mittelwertsatz Seien f,g : [a,b] — R Riemann-
integrierbar und g > 0 auf [a,b]. Dann gibt es ein n € [m, M] so, dass

b b
[ s@atrte =n [ gtots.
Ist f stetig, so gibt es ein & € [a,b] mit f(§) =n.

15.2.4 Summationstheorem

Theorem 15.12 Sei W(a,b) € R fiir a < b im offenen Intervall I C R definiert und
gelte die Additivitét

W(a,b) =W(a,c) +W(c,b) falls ¢ zwischen a und b
Sei f: I — R auf I stetig und gelte

(%) Fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir alle Az mit |Az| < 6 und alle p € T
gilt:

Es gibt & € [p, p+ Az] mit [W(p, p+ Az) — f(§)Az| < ¢|Ax]

Dann gilt fir alle a < b in I: W(a,b) = fff(:]:)d:r

Bei der urspriinglichen Auffassung von Integralen ist fab f(z)dz die reelle Zahl, die von

der Summe ZZ f(z)dz mit infinitesimalen dz nur infinitesimalen Abstand hat. Die Vor-
aussetzung (x) des Theorems besagt dann, dass a = W(p, p + dz) — f(§)dx infinitesimal

von zweiter Ordung ist, d.h. dass - infinitesimal ist. In dieser Form war das Theorem

die Grundlage fiir die Einfithrung physikalischer Grofien als Integrale. In den Natur- und
Technikwissenschaften wird das heute so formuliert:
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Von der Summe W = ", f(&)(Az), mit den Linienelementen (Ax)y geht
man mit (Az), — 0 zum Integral W = [ f(x)dx dber (unter Bezugnahme auf
den Fall stickweise konstanter Funktionen).

Ist die Stetigkeit von f(x) gegeben, so handelt es sich demnach um eineAnwendung des
Theorems. In der gingigen mathematischen Literatur, wird bestenfalls bei der Definiti-
on einer Grofie durch ein Integral eine Motivation im Sinne des Theorems gegeben. Die
infinitesimale Form findet man in Lehrbiichern zur Nonstandard-Analysis. Das Theorem
verallgemeinert sich in offensichtlicher Weise auf Bereichsintegrale und mit mehr Anstren-
gung auf Kurven- und Fliachenintegrale - das Problem ist die Zuordnung von geradlinigen
Strecken- bzw. Flachenelementen zu gekriimmten Kurven- bzw. Fliachenstiicken.

Beweis. Sei a > b und € > 0 gegeben. Wihle § gemifl (%) und nach dem vorangehenden
Satz so, dass

p+Ax
| / flax)dz—f(§)|Ax| < eAx| fiir alle p € [a,b], |A| <6 und passendes £ € [p, p + Ax].
P

Wihle ein Zerlegung a = zy < z1... < 2, = b von Maschenweite < § und & € [z, 2k11]
so, dass |[W (zk, zk41) — f(&k) (2r1 — 26)| < €(2k41 — 2x). Dann folgt

Zk+1
W (21, 2841 */ fx)dz| <
2

Zk+1
< AW (s 211) = F(6) (2 — 20)] + [ () (a1 — 21) — / f(@)dw| < 2e(2pe1 — 21)
e
also mit der Additividt und Dreiecksungleichung
b n-1 241
W)~ [ e <Y Wenan) - [ o)l < 2600~ a)
a k:() Zk

Dies gilt fiir alle € > 0, also nach Archimedes W (a,b) = f: fla)dz. O

15.2.5 Integration vektorwertiger Funktionen

Die vektorwertige Funktion § = () € V sei auf dem Zeitintervall I C R definiert.
Weiterhin sei fiir alle a < b in I @(a, b) definiert so, dass gilt

o wW(a,b) = w(a,c) +w(c,b) fiir alle a < ¢ < b (Additivitit)
(x) Fiir alle e > 0 gibt es ein d > 0 so, dass fiir alle At mit |A¢| < ¢ und alle p € I gilt:
— Es gibt £ € [p, p+ At] mit [[@(p, p+ At) — §(&)At|| < ] At
Dann heisse @ eine Integration fiir .

Satz 15.13 Ist I beschrinkt und abgeschlossen und (t) stetig so gibt es eine eindeutig
bestimmte Integration W zu ij. Bzgl. einer Orthonormalbasis €1, . . ., €y, von 'V ist W gegeben
durch

b m b m
ala.b) = [ d0dt= (Y [ n0ana.  wobei i) = Yo ma

a
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Beweis. Definiere
b
wia,) = [ wl)dt, @a.b) = 3 unlo b
@ k
Dann folgt die Additiviit aus der Additividt des Riemann-Intergrals. Da die yi(t) auf I

stetig sind, gibt nach Satz 15.10 (i) es zu jedem £ > 0 ein § > 0 so, dass fiir alle At mit
|[At| < § und alle p € T und £ € [p,p + At]

fun(p. p+ A1) = (A < A
Mit der Dreicksungleichung folgt
[di(p, p+ At) = FE)AL| < e At
Also 1 ein Integral fiir §/. Ist umgekehrt @ ein Integral fiir i und @ (a, b) = >, wi(a, b)éy,
so folgt die Additivitit der wy aus der Eindeutigkeit der Vektorzelegung und man schliefit

von (%) auf |wg(p, p + At) — yp(§AL < e|At|. Also wi(a,b) = fab yr(t)dt nach dem
Summationstheorem. [J

Beispiel: Trigheitskompass. Sei Z(t) der Ort der Masse M zur Zeit t. Die Geschwindigkeit
zur Zeit t ist die erste Ableitung

i(t) = St
i) = 50
Durch Integration erhélt man

W(a,b) = Z(b) — Z(a) = / o(t)dt

d.h. man kann Z(b) bestimmen, wenn man ¢(¢) und den Anfangswert Z(a) kennt

ﬂM:ﬂ@+/6@&

Die Beschleunigung a(t) ist die Ableitung der Geschwindigkeit. Aus dieser und der An-
fangsgeschwindigkeit ¢/(a) erhélt man entsprechend die Geschwindigkeit

mw:a@+/ama

Also kann man Z(b) aus Z(a), ¥(a) und der Funktion @(t) bestimmen. Das war das Prinzip
der Tragheitsnavigation.

Beispiel. Komplexwertige Funktionen. Ist f : D — C stetig so gilt

/f(t)(lt:/fl(t)(lt+j/fz(t)dt +C, CeC mit f(t) = f1(t) + i f(t), fr(t) ER
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15.2.6 Hauptsatz

Satz 15.14 Ist f : [a,b] — R stetig und ¢ € [a,b], so ist die Funktion F(7) auf [a,b]
differenzierbar, wobei

- / F(6)dt und ‘?Tf(f) — f(r) T€lad
Beweis.
T+AT
AF(r,AT) =F(t+ A1) = F(1) = / f(t)dt
Nach Satz 15.10 (i) gibt es also zu jedem € > 0 ein § > 0 so, dass fiir alle |A7| < ¢ gilt
|F(T+061) — F(1) — f(1)AT| < 2] AT|
und es folgt
‘F(T+AT) — F(71)
AT

Korollar 15.15 Ist f : [a,b] — R stetig, ¢ € [a,b] und G : [a,b] — R eine differenzierbare
Funktion mit %(7) = f(7) fiir alle T € [a,b], so gibt es eine Konstante C' mit

—f(nl<e O

:/Tf(t)dt—O—C fiir alle T € [a, b]

Insbesondere

/T fHdt = G(r) — G(c)
Gle)=0 & G(r /f dt  fiir alle T € [a,b]

Beweis: Eindeutigkeitssatz. .

Diese Sitze stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen ,, Ableitung® und ,,In-
tegral“ her, ermoglichen es, eine differenzierbare Funktion bis auf eine Konstante aus ihrer
Ableitung zu rekonstruieren, und sie bieten eine bequeme Moglichkeit zur Berechnung vie-
ler Riemann-Integrale.

15.3  Einige Integrationstechniken

Die Hauptsitze der Differential- und Integralrechnung reduzieren die Berechnung eines
Riemann-Integrals iiber eine Funktion f auf die Bestimmung einer Stammfunktion von f.
Wir lernen nun einige Aussagen kennen, die diese Aufgabe erleichtern. Allerdings bleibt
die Bestimmung einer Stammfunktion (im Gegensatz zur ,umgekehrten* Aufgabe, der
Bestimmung einer Ableitung) ein schwieriges Problem. Im Gegensatz zu den Regeln der
Differentiation, die uns die Differentiation beliebig komplizierter Funktionen ermoglichen,
fithren die Integrationsregeln, die wir uns nun ansehen werden, nicht immer zum Ziel.
Mehr noch: bereits fiir so einfache Funktionen wie = — 1/Inz und z — e*", die nach
Satz 15.13 eine Stammfunktion auf (1, 00) bzw. auf R besitzen, ist es nicht moglich, diese
Stammfunktion mit Hilfe endlicher Ausdriicke von , elementaren® Funktionen (wie Potenz-
, Exponential- und Winkelfunktionen sowie deren Umkehrfunktionen) zu beschreiben.
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Wir gewinnen nun Regeln fiir die Bestimmung von Stammfunktionen durch ,,Umkehrung*
der uns bekannten Differentiationsregeln.

15.3.1 Stammfunktionen

Definition 15.16 Sind F, f : [a,b] — R Funktionen, und ist F differenzierbar auf [a,b]
mit F'(x) = f(x) fir alle x € [a,b], so heifft F' eine Stammfunktion von f.

Satz 15.17 (a) Ist F : [a,b] — R Stammfunktion von f : [a,b] — R und C € R, so ist
auch F + C eine Stammfunktion von f.

(b) Je zwei Stammfunktionen von f : [a,b] — R unterscheiden sich nur um eine Kon-
stante.

Beweis Aussage (a) ist klar. Fiir den Beweis von Aussage (b) seien Fy, F5 Stammfunktionen
einer Funktion f auf [a,b], d.h. es ist F| = F} = f. Dann ist (Fy — Fy)' = F| — 5 =0,
und dem Eindeutigkeitssatz ist die Funktion F; — F5 konstant. ]
Eine Stammfunktion F' von f wird oft als unbestimmtes Integral von f bezeichnet (im
Gegensatz zum ,,bestimmten® Integral fabf(x)dz), und man schreibt F' = [ f(z)dz. Dies
ist nicht sehr konsequent. Mit F ist ja z.B. auch F' + 1 Stammfunktion und demzufol-

ge auch F'+ 1 = [ f(z)dz. Wir wollen [ f(z)dz als Bezeichnung fiir die Menge alle
Stammfunktionen betrachten. Anstelle der etwas schwerfilligen Schreibweise

/f(z)dz‘:{FJrC:CER}

schreibt man meist (jedoch auch nicht sehr exakt) [ f(z)dz = F(z) + C.
Aus den uns bekannten Ableitungen spezieller Funktionen erhalten wir die folgenden
unbestimmten Integrale (die man zusammen mit einigen anderen oft als ,, Grundintegrale®
bezeichnet).
o R falls a=0,1,2,...
/ 2%dx = ;+ T +C auf R\{0} falls a=-2,-3,—4,...
(0,00)  falls «aeR\{-1},

vl =In|z|+C auf R\{0},

e’dr =e"+C auf R,

sinh x do = coshz + C, / coshzdr =sinhz + C  auf R,

;dv =arctanz + C  auf R,

/lel‘dT_*(‘OS”L+C /coszda:—sm:rJrC auf R,
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drx = arcsinz +C  auf (—1,1).

1
/ V1—a?
Dabei 1 1
sinhz = E(e“ —e "), coshz = 5(6“” +e7 ")

Anmerkung 1 Das Korollar das Hauptsatzes gilt auch in der folgenden allgemeineren Form:

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und besitzt [ auf [a,b] eine Stammfunktion F, so

gilt [ f(tdt) = F(b) — F(a).

Allerdings gibt es Riemann-integrierbare Funktionen, die keine Stammfunktion besitzen,
wie die Funktion

-1 firze[-1,0)

L =R, IH{ 1 firae[0,1]

zeigt. Diese ist Riemann-integrierbar, da sie auf [—1, 1] mit Ausnahme des Punktes 2 = 0
stetig ist. Es gibt jedoch keine auf [—1,1] differenzierbare Funktion F' mit F” = f. Fiir
x € [—1,0) miisste ndmlich F(z) = —z+ ¢ mit einem ¢ € R sein, und fiir z € (0, 1] miisste
F(x) = +d mit d € R sein. Die Funktion F ist nur fiir ¢ = d stetig in # = 0. Dann stimmt
F(z) mit |z| 4 ¢ iiberein. Die Betragsfunktion ist aber in # = 0 nicht differenzierbar. m

Anmerkung 2 Eine Funktion, die eine Stammfunktion besitzt, muss nicht Riemann-
integrierbar sein. Beispielsweise ist die Funktion

22cos L fiir z #£0
F:[-1,1] >R, z+— v
0 fir . =0

differenzierbar auf [—1,1], ihre Ableitung F” ist aber unbeschrinkt und damit nicht

Riemann-integrierbar. [ ]
Beispiele Sei f(z) = 22 auf [ 1,2]. Dann ist F(x) = %3 eine Stammfunktion von f (denn
esist F'(z) = 32?2 =22 = f( )) und demnach ist
? 8 _ (=1
de =F(2)—F(-1)=-—~~—===3.
o 37 3

Ganz dhnlich findet man
/ sinx dr = fcosz;|g =—(-1)—(-1) =2,
0
wobel wir die Schreibweise F(z)|z := F(b) — F(a) benutzt haben. =

15.3.2 Linearitdt des Integrals

Sind F' bzw. G Stammfunktionen von f bzw. g, so ist fiir beliebige «, 5 € R

(aF + BG) = aF' + G = af + Bg.
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Also besitzt auch af + B¢ eine Stammfunktion, und es gilt

/ (oof (z) + Bg(z))dx = a/f(x)dx + ﬂ/g(m)dl’. (15.1)

Satz 15.18 Besitzen f,g : [a,b] — R Stammfunktionen und sind o, 3 € R, so besitzt
auch af + Bg eine Stammfunktion auf [a,b], und es gilt (15.1).

Beispielsweise darf man Polynome gliedweise integrieren:
n . n . n 'L’J+1
a?de =Y a; [ 2de=") aj-— +C
[ 3= 3o [ir=3u
J=0 J=0 Jj=0

15.3.3 Substitutionsregel

Lemma 15.19 Seix = z(t) auf [a,b] differenzierbar und f(x) auf dem Wertebereich [c, d]
von x definiert. Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x) so ist F(z(t)) eine Stammfunktion

von ¢(t) = f(?(f))%f d.h.
/f (11—/f —dt+C

Ist x stetig differenzierbar und f(x) stetig, so gilt

[, esa= [ st

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Kettenregel. Nun mit dem Korollar des Haupt-
satzes

/I(b)f(x)dz:F(x(b)) / o —dt 0

z(a)

15.3.4 Differentiale

Um die Regeln korrekt und in Ubereinstimmung mit der Praxis in Natur- und Ingenieur-
wissenschaften formulieren zu konnen, bedienen wir uns der Differentiale. Fiir eine auf
[a,b] definierte und differenzierbare Funktion y = f(t) ist das Differential an der Stelle
p € [a,b] die homogen lineare Funktion

of

S0t dgt/dt dtep—a<dt<b dt#£0

df(p,dt) = 3

oder wenn man die Stelle p nicht explizit erwiahnt

dy

dy = B —dt.

Das Differential an der Stelle p ist natiirlich schon dann bekannt, wenn man es fiir ein
einziges dt # 0 kennt.
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Seien nun = = z(¢) und y = y(t) auf [a, ] differenzierbar und sei y eine differenzierbare
Funktion von x, also nach der Kettenregel

y(t) = y = y(@) = y(a(t), ‘;?i( )= gi( ) %atc(p)

dy(p, dt) = gt( ) - dt = %( (p)) - g:( )-dt = %( 2(p)) - da(p, dt)

d.h. wir kénnen dy(p) auch als Differential bzgl. © verstehen. Dementsprechend haben wir
die folgende Konsistenzvoraussetzung fiir den problemlosen Umgang mit Differentialen

Q Alle betrachteten Grofien sind stetig differenzierbare Funktionen einer vorgegebenen
unabhiingigen Variablen ¢ € [a, b].

Dann gilt unzweideutig

_ %
dy = p dx
wie auch immer y = y(z) differenzierbare Funktion von z, und
Ay dy
— falls —

5, P) =7, () falls ( ) # 0

dy ox

—(p) =0 falls —(p) =

5, P) =0 falls = (p) =0

Natiirlich geniigt es, wenn man das Differential dz(p) als eine Funktion versteht, die nur
fir sehr kleine |dt| # 0 bzw. fir infinitesimale d¢ definiert ist.

15.3.5 Integrationsregel

Der folgende Satz fasst die iiblichen Integrationsregeln zusammen und zeigt, dass das
sogenannte “formale Rechnen” legitim und sinnvoll ist, wenn die Konsistenzbedingung fiir
Differentiale erfiillt ist. Wenn Sie sich vergewissert haben, dass die Konsistenzbedingung
bei Threr Rechnung erfiillt ist, notieren Sie das einfach durch ein Q. Der Vorteil dieser
Rechnung ist die intuitive Notation und die Option, die Argumentwerte weitgehend zu
unterdriicken (da diese iiber die Abhingigkeit von ¢ gekoppelt sind). Merke: “Formal” ist
das Unwort der Analysis.

Satz 15.20 Seien x = x(t), y = y(t) und z = z(t) auf [a,b] differenzierbar und f(z),
g(y), h(z) stetige Funktionen auf den jeweiligen Wertebereichen. Fir die Differentiale
gelte

f((p))da(p) = cg(y(p))dy(p) + h(2(p))dz(p) fiir alle p € [, b]
kurz  f(z)da = cg(y)dy + h(z)dz

Dann gilt: Fir alle Stammfunktionen F, G, H von f, g bzw. h gibt es eine Konstante C'
mit

F(z(t)) = ¢cG(y(t) + H(=(t)) fiir allet € [a,b)]

/f(x)dx :C/g(y)dy+/h(z)dz +C

kurz
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Sind x,y, z stetig differenzierbar, so gilt

z(b) y(b) 2(b)
f(x)dz = c/ g(y)dy + / h(z)dz

z(a) y(a) (a)
Linearitéats- und Substitutionsregel sind Spezialfille. Beweis. Nach Voraussetzung haben
wir

Ox Jdy dz
f(x)adt = (,g(y)8 dt + h(z )8t dt
also 3 5 9
— or 9y “
o(0) = @02 = o) 2+ n() %
Dann OF OFd
i
o am ot flz ) =o(t)
NG+ H)  IG aﬂ, OG dy 6&%, y 9z
o ot oo T ar W g = o)

Das ist die Aussage fiir unbestimmte Integrale und die fiir bestimmte folgt mit der Sub-
stitutionsregel.

15.3.6  Anwendung der Substitution

t (%L d_L

Unter der Voraussetzung O gilt § und es folgt aﬁdu = dx und somit

f(x(u))a—xdu = f(z)dz fiir alle (stetigen) Funktionen f(z)

du
/f(x(u))g—zdu:/f(z)dx+0

u(b) 9 2(b)
[ et = [ 40

(a) z(a)

also

Beispiel 5 f(z) =
or . B 1 9
/x(u)a—udu = /xdx = 2(:L‘(u)) +C
Beispiel 6 Fiir f(z) = 1/x und x(u) # 0 erhilt man

Beispiel 8 Auf R suchen wir [ cosu sin®udu. Mit f(z) = 2? und z(u) = sinu ist g—qf(u) =
cos u, und wir erhalten

3 i3
/cosusinZudu:/ () %du_/ljdx:%-}-czbn; u+O~

Héaufig geht es besser mit folgendem Spezialfall der Integrationsregel
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Ist y = y(x) und f(x)dz = cg(y)dy also f(x) = (y)gz S0

[swar=e [sw. [ rac=c / :’j o)y

Beispiel 7 f(x) = g(ax + ) mit o # 0 und g(y) stetig, so ist mit y = aw + 3

g—i =a, f(zr)= lq(u)gz f(x)dr = ég(y)dy

/f(-%’)dl' = é/g(y)dy +C
/Cdf(x) de = é/(:::ﬂg(x)dl‘ +C

Beispiel [ e**"7 cosz, y(x) = 2sinz, g(y) = eV

2sinx

1
e cos zdx = ieydy
2sinx 1 1 9 1 smz
e cosxdxzi evdy—?%C—i +C

T g 1 [? 1
/ e cos rda = = / efdy = —(62 - eO)
0 2 Jo 2
Beispiel 8 Auf R suchen wir [ cosa sin? zdz. Mit y = sinz und g(y) = ¢

sinzcoszda = yzdy
3
/sin2x cosxdr = /yZdy* 3 +C = SH; a +C
1)?

T 1 3
z 2 1 ( 2
dzr = dy = — -
[ sin® z cos xdx [ly y 3 3 =3

s
2

von z, so hat @ = x(u) eine Umkehrfunktion v = u(z) und man kann
Ox
= —du+C
/f(x(u))au u+

nach z auflésen

Ist gjf( ) # 0 fiir alle w und der Wertebereich von 2 (u) der Definitionsbereich

5
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Beweis. Da & 9. stetig und nie Null ist, ist di nach dem Zwischenwertsatz entweder positiv

fiir alle u oder negativ. Also ist x(u) entweder streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend. Hieraus folgt die Existenz der Umkehrfunktion v = u(z). Alles weitere
folgt aus dem Substitutionslemma. [

Beispiel 9 Wir suchen [ \/(12 — 2z2da auf (—a, a). Dazu substituieren wir 2 := asinu (man

™

beachte, dass die Ableltung Fel = QoS U auf (—%,%) nicht verschwindet), wir haben

Va2 — 22dz = Va? — a?sinwacosudu

und wir gelangen zu folgendem Integral

/\/CLZ*Ile‘:/\/a2*azsiHQUGCOS’U,d’U,:LLZ/COSZUdu

2
=Y +sinwu cosu) + C nach Beispiel 4
2

Fiir die Riicksubstitution u = arcsin { schreiben wir cosu = /1 — sin®u, sinu = £ und

erhalten
a® T T
axcsm—+— 17( ) +C
2 a a a

(a2 arcsin L +xva? — 302) +C.
a

/\/(12 —22dx

1
2
]

Belsplel 10 Wir suchen [ =%

dz auf (0, 7). Die Substitution z = 2arctanw fithrt wegen

sinx

Oz __
ou 1+112 und
2T
. . T T T T cos” £
sinz = 2sin=cos= = 2tan— cos’ = = 2tan - 72T
2 2 2 2 2 sin® § + cos? §
T 1
2tan — ————
2 1+tan?2

2

auf das Integral

1 1 2 2 1
/ - dx:/ tu du:/—du:1n|u\+0.
sin 2u  1+u? U

Riicksubstitution u = tan § liefert

—dzfln|tan—|+C'
sinz

15.3.7 Partielle Integration

Fiir w(t) = u(t)-v(t) haben wir nach der Produktregel 22 = v%%+42 also das Differential

ou dv
dw = duv—va dt+u5 t = vdu + udv

(unter Vorausetzung Q) und es folgt
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uv:w:/ldw: v—dt+/ fdtJrC’ /Udu+/udv+0

w(b) b ) b a u(b) v(b)
/ ldw = Uder —dt = / vdu+/ udv
Jw(a) Vo Yot u(a) Jo(a)

w(b)

= u(b)v(b) — u(a)v(a) = / 1dw

w(a)

u(t)o(t)

a

Bei der Berechnung von [ f(t)g(f)dt wenden wir (zur Vereinheit-
lichung der Notation) partielle Integratlon auf vdu = f(t)(g(¢)dt)
oder auf vdu = g(¢)(f(t)dt) an und erhalten

/f dt—uvf/udv, u:/du

Beispiel 1 Wir wollen [ ¢sin¢dt bestimmen.

t- (sintdt) = v - du = duv — udv,

:/du:/sintdt:—cost

/tsintdt:ftcostf/fcostdt:ftcost+sint+0

u

Hitten wir dagegen 2% = ¢ und v(t) = sint gewihlt, so hitten wir

ot

2 12
/tsintdt = Esint - gcostdt

bekommen. Das Integral [ ¢?costdt ist aber komplizierter als das Ausgangsintegral.

Beispiel 2 Bei flntdt hilft ein Trick: Wir wéhlen dt = 1du

Intdt = Int(1dt) = vdu = duv — udv, u= /ldt =t

/lntdt:tlnt—/t%dt:tlnt—/ldt:tlnt—t+0

Beispiel 3 Fiir [ 2?¢%dz wenden wir partielle Integration zweimal an:

. 2 .
/IQG‘SIdx = 22— */%21‘(11‘— 3/xe“dx

7

78 16 RATIONALE FUNKTIONEN

Beispiel 4 Fiir f cos? dz hilft wieder ein einfacher Trick:

/cos2xdx = /cosx-cosxdac:sinx cosx—/sinx(—sinx)dx

sinxcostr/sinxsinacdx

SinxCOS:L‘—&-/(l — cos® x)dx

sinxcosx +x — /cos2xdx.

Hieraus folgt schlieflich

2/coszxdx =sinxcosx +x

bzw. N
/coszxda: = i(sinxcos.’r +x)+C.

In diesem Beispiel hiitte man einfacher benutzen kénnen, dass cos?z = £ - (1 + cos2z)
ist. Damit bekommt man sofort

/cos xdr == /d + = /COSQld‘E* (x+ SIHQI)—Q—C. [

16 Rationale Funktionen

16.1 Polynome

16.1.1 Defintion

Im Folgenden sei K ein Korper, z.B. Q, R oder C. Ein Polynom mit Koeffizienten mit ay,
in K ist ein formaler Ausdruck

n

p(2) = @™ + ap 12" L Fayr Fag = E a;x
i=0

Dieses Polynom kann aber auch durch jeden andern Ausdruck dargestellt werden, der
sich durch Anwenden der Korperaxiome, ausgenommen die Existenz Inverser a~!, und
Rechnen in K ergibt. Insbesondere ist die Reihenfolge der Summanden und Hinzufiigung
oder Wegnahme von Summanden 0z* unwesentlich. Die Gesamtheit der Polynome mit
Koeffizienten in K wird als K[x] notiert.

16.1.2 Auswertung

Ist @ € K, so kann man p(z) an a auwerten

p(a) = an()é" + an—1a"71 +...+ apx + ao
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und erhélt somit eine Polynomfunktion
Lt p(t) = apt™ +ap "+ Fat+apg€ K (L€ K)

Fiir K C C ist diese beliebig oft differenzierbar und integrierbar.
Um ein Polynom auszuwerten schreibt man es zur Einsparung von Multiplikationen
in der folgenden Form (Hornerschema)

((.. (((apz + an — 1)+ ap_2)T + ap_3) ...)xT + az2)x + a1)x + ag

16.1.3 Grad

Ist a, # 0 und a; = 0 fiir alle & > n so ist das Polynom vom Grad degp(z) = n aund
ay, der Leitkoeffizient. In diesem Falle sind in der obigen Darstellung die Koeffizienten
eindeutig bestimmt. p(z) ist hier normiert, falls a,, = 1.

Das Polynom mit a, = 0 fiir alle £ ist das Nullpolynom 0 und deg0 = —co. Jedes
Polynom # 0 ist von der Form cg(x) mit ¢ # 0 und normiertem g(z).

16.1.4 Summe und Produkt
Ist q(z) = bpa™ + by 2™ L+ ...+ bz + by ein weiteres Polynom, so rechnet man
p(x) + q(z) = (ax + bp)a® + ...+ (a1 + b))z +ag + by k = max{n,m}

p(x)q(x) = anmen+m +...+ (aibo + ...+ agbi)l’i + ...+ Gobo
und es gilt

deg p(x) + deg g(x) < max{degp(z), degq(x)}, degp(z)q(z) = degp(x) + degq(x)

Es gelten die Rechenregeln wie in einem Korper - ausgenommen Division. Aber es gilt die
Kiirzungsregel
p(x)g(x) = p(z)r(z) = q(z) = r(x) falls p(x) # 0
Diese folgt aus
p(a)q(z) = 0= q(z) =0 falls p(z) #0

16.1.5 Polynomdivision

Lemma 16.1 Sind p(z) und ¢(z) = by + ...+ bya™ in K[z] Polynome der Grade n > m
(also b, #0), so gibt es eindeutig bestimte Polynome s(z) und r(x) von Grad n—m bzw.
hichstens m — 1 so, dass p(x) = s(x)q(x) + r(x).

Beweis und Algorithmus. Zur Berechnung geht man wie bei der Division von Dezi-
malzahlen vor: setze c¢,_, = = und ri(z) = p(z) — ¢p_maz™ ™g(z). Dann hat r
hochstens Grad n — 1 und p(z) = cp_ma™ ™q(x) + r1(z). Man setzt nun das Verfah-
ren mit r(z) anstelle von p(z) fort und erhiilt r(z) = cp_pm12" ™ () + ro(z) mit
ro(x) von Grad hochstens n — 2. Schliesslich erhdlt man 7, (x) = coq(z) + rn—m+1(2)
mit 7(x) = 7p_my1(x) von Grad hochstens m — 1. Fasst man zusammen, so ergibt
das p(x) = (Cpoma™ ™ + ...+ co)q(z) + r(z). Ist p(z) = xs(x)q(z) + xr(z) so folgt
(s(x)=—xs(x))g(x) = xr(x)—r(z) mit deg xr(z)—r(z) < degq(z), also deg s(x)—xs(z) <
0 und somit s(z) — xs(x) = 0= xr(z) —r(xz). O
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Korollar 16.2 Zu p(z) € Klz| und a € K gibt es eindeutig bestimmte r € K und
q(x) € K[z] mit
P(2) = a(@)(z — @) +r(2), degr(s) <

Es folgt p(a) = r(a).

Korollar 16.3 Entwickeln. Zu p(z) € K[z] vom Grad n und a € K gibt es eindeutig
bestimmte dy, . .., d, in K mit

p(x) =do+di(x —a) +...dy(x — )" do=pla],;d, #0

Beweis durch Induktion iiber n > deg p(z). Durch Division p(z) = d,,(z — )™ + r(x) mit
degr(z) < n, also r(z) = dy+ di(x — @) +...dp_1(2z — a)""! nach Induktion. OJ

16.1.6  Nullstellen

Ist @« € K und p(«a) = 0, so heisst « Nullstelle von p(z).

Korollar 16.4 Abspaltung. Ist p(x) € K|[z] ein Polynom vom Grad n > 0 und o € K
eine Nullstelle, so gibt es ein (eindeutig bestimmtes) Polynom q(x) € K[x] vom Grad n—1
so0, dass p(z) = q(z)(x — «). Ist K C C so folgt

Beweis. Division ergibt p(z) = g(z)(x — «) + 3 mit konstantem (3. Einsetzen ergibt 0 =
p(a) = g(a)(a — a) + § = (3. Eindeutigkeit nach der Kiirzungsregel. Ableiten nach der
Produktregel ergibt p'(z) = ¢'(z)(x — a) + q(z) also p'(a) = ¢(a). O

x — « heisst der Linearfaktor zur Nullstelle a. Hat man p(z) = q(z)(x — ) mit g(a) # 0
(und das ist eindeutig bestimmt), so ist « eine k-fache Nullstelle von p(z).

Korollar 16.5 Ein Polynom von Grad n > 0 hat hichstens n verschiedene Nullstellen.

Korollar 16.6 Ist K unendlich, so ist ein Polynom schon eindeutig bestimmt durch die
zugehorige Polynomfunktion

t—p(t) € K firte K.

Bemerkung 16.7 Jede rationale Nullstelle von p(z) = Y. a;x* € Zlz] ist von der
Form rs™' mit ganzen r|ay und s|a,

n

Beweis. Sei p(a) = 0. O.B.dA. @ = rs™! mit r, s teilerfremd. Es folgt a,r"s™
=Y iparis™ also a,r"sT' € Z . Also s|(a,r™) und wegen GGT(s,r") =GGT(s,r) =

1 dann sla,. Andererseits ist » Nullstelle von s"p(z), also Teiler von —s"ag = > ;| s"a;r"
und damit von ag.

Lemma 16.8
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Beweis. Wir zeigen durch Induktion
9V(@) = a(@)(x —a)* " ke (k=1 1) - gla) (@ — )t
mit passenden ¢;(x). Ableiten ergibt
9 (@) = g(2) (@ —a)* " F @) (k= 1+ 1)@ =) ko (k—1+1) (@) (x —a)* T+

ko (k=1+1)- (k= Dgx)(z —a)~10

Also
9" (@) = (@) (x — a) + Klg()

und die Behauptung folgt durch Einsetzen von a. O

16.1.7 Euklidischer Algorithmus
Wir definieren nun die Teilbarkeit in K[x] analog zu der in Z
p(x) teilt g(z) & 3r(z). q(z) = p(e)r(z)
p(z) und g(z) sind teilerfremd, wenn ihre einzigen gemeinsamen Teiler Kostanten sind,
Satz 16.9 (Bezout) Zu teilerfremden p(z), q(x) € Klx] gibt es r(x), s(x) € K[z] mit
1 =px)r(z) +q(x)s(x) degr(z) < degq(z), degs(x) < degp(x)
Diese bestimmt man mit dem Euklidischen Algorithmus fir Polynome.

Beweis exemplarisch in Z. Die beiden Startzeilen sind trivial. Dann zieht man immer ein
Vielfaches der letzten aktuelle Zeile von der vorletzten ab (Division mit Rest der Eintréige
in der ersten Spalte). Dabei entsteht wieder eine giiltige Relation.

98 = 1-98 + 0-27
27 = 0-98 + 1-27
17 = 1-98  + —=3-27
10 = —-1-98 + 4-27
7T = 298 4+ =7-27
3 = —=3-98 + 11-27
1 = 8-98 + —=29-27

16.1.8 Faktorzerlegung

Ein nicht konstantes Polynom p(z) heisst unzerlegbar oder irreduzibel, wenn in jeder Zer-
legung p(x) = q(z)r(x) einer der Faktoren konstant ist. Diese spielen die Rolle der Prim-
zahlen. Man bemerkt, dass ein irreduzibles p(z) ein Produkt q(x)r(x) nur dann teilt, wenn
es mindestens einen der Faktoren teilt: sonst sind z.B. p(z) und ¢(z) teilerfremd, also gibt
es a(z)p(x) + b(x)g(z) = 1 und p(x) teilt r(z) = a(x)p(zx)r(z) + b(x)q(x)r(x). Wie fir Z
beweist man
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Satz 16.10 Jedes nichtkonstante Polynom p(x) € Klx] hat eine bis auf die Reihenfolge
eindeutige Darstellung mit normierten irreduziblen p;(z) € Kz| und a € K

p(z) = api(z) - -pa(2)

Beweis: Die Existenz folgt durch Ordnungsinduktion iiber den Grad: Ist p(z) nicht
schon irreduzibel, so p(x) = ¢(z)r(x) mit Polynomen kleineren Grades, also ¢(zx) =
br(x) -+ -qe(z) und r(z) = cri(z)---r(x) und somit p(x) = begq(x)---qu(x) -
ri(x) - r(z).

Die Eindeutigkeit folgt nun durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren: Ist

p(x) = api(z) - - -pa(x) = bgy (2) - - - g ()

so a = b da die p;(z) und ¢;(x) alle normiert sind. Auch teilt p;(z) eines der ¢;(x), nach
Umnummerierung also ¢;(x) und wegen Normiertheit folgt p;(z) = ¢i(2). Nun kiirzt man
p1(x) und beruft sich auf die Induktionsannahme. .

16.1.9 Fundamentalsatz der Algebra

Satz 16.11 Die einzigen normierten irreduziblen Polynome in Clx] sind die linearen x —
a.

Beweis. Es sei
p=inf{|w|| w=p(a), a € C}.

Dieses Infimum wird auch angenommen, d.h. es gibt ein ap € C mit p(ap) = g (Begriindung in
Stichworten: Man sieht leicht, dass [p(a)] — oo fiir |a| — oo. Daher ist p ein Grenzwert von der
Form g = limg—q, [p(«)] und die Behauptung folgt aus der Stetigkeit von p). Wir haben die
Annahme g > 0 auf einen Widerspruch zu fithren. Durch Entwickeln

p(a) = p(ag) + di(w — ag) + da(w — ag)? + - -+ + dn (2 — )"

Sei k < n der kleinste Index mit dj, # 0. Ein solches k existiert, denn sonst wére p(z) konstant.
Setzt man
d:=dp und R(y) := dpr "™ + -+ dpy”

so hat man
p(a) = p(ag) + deé* + R(e)  fiir alle a = ag + ¢ € C

Wir méchten e € C so wihlen, dass de® die zu p(ap) entgegengesetzte Richtung hat. Genauer
gesagt schreiben wir p(ag) = r(cos wg + i sin wp) in Polarkoordinaten. Dann soll de® ein positives
reelles Vielfaches von cos(m + wp) + isin(m + wp) sein (siche Zeichnung). Die komplexe Zahl
d # 0 ist fest und lautet in Polarkoordinaten d = s(cosw; + isinw;). Schreibt man auch e als
€ = t(coswy + isinwy), so

det = st*(cos(wi + kwy) + isin(w; + kwsy)),

und man sieht, dass man mit wy := (7 + wy — w;)k~! passende € erhilt - fiir jedes t > 0 . Weil
entweder R(y) das Nullpolynom ist, oder ein Polynom in y mit allen Exponenten > k, gilt

|R(t(cosws + isinws))|

fir t— 0.
|d(t(cos wa +isinws))k| — 0 far 0
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Es gibt also eine reelle Zahl ¢y > 0, derart dass fiir eg := to(cos we +isinws) gilt |R(eo)| < |def|/2.
Aus der Skizze ist klar, dass fiir a := ag + € gilt |[p(a)| < |p(ag)| = p. Dies ist der gewiinschte
Widerspruch.

p(ag) + def + R(eo)
i & =p(e) p(ao)

R(eo)

k
deg

16.1.10 Reelle Faktorisierung

Satz 16.12 Ist p(x) = a,a™ + ...+ ag ein Polynom mit reellen Koeffizienten ag, . . ., ay,
so ist eine kompleze Zahl o Nullstelle von p(z) genau dann, wenn auch ihre Konjugierte
@ Nullstelle von p(x) ist; man hat eine Zerlegung

ny

p(x) = ap(@ — o)™ (2 — )" i ()" L g ()"

in lineare und quadratische reelle Polynome, die den reellen Nullstellen bzw. den Paaren
konjugiert komplexer Nullstellen entsprechen. Dabei ist das Polynom zu o = a + bj und
a = a—bj das folgende

(@) = (z—a)(z—a) = (v — (a+bj))(x — (a—bj)) = 2% — 2ax + a* + b
Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich sofort daraus, dass die Konjugation mit Ad-

dition und Multiplikation vertréglich ist und reelle Zahlen festldsst. Dann fasst man im
Fundamentalsatz die Paare konjugierter zusammen. [J

16.2 Rationale Funktionen
16.2.1 Korper der rationalen Funktionen

Wie von Z zu Q kann man vom Polynomring K[z| zum Kdrper K(x) der rationalen
Funktionen tibergehen. Man betrachte Quotienten, d.h. Paare

mit g(z) # 0

und setzt zwei solche Quotienten gleich
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Adddition und Multiplaktion sind wie gewohnt definiert
plx)  r(@)  pl)s@) +q(@)r@@) pl@) r@)  pa)r(z)

q(z)  s(z) q(z)s(z) Tg(@) s(@)  gql@)s(x)
Fiir K C C konnen wir natiirlich auch die Funktion

tH% te K, q(t)#0

betrachten und mit dem Quotienten identifizieren. Diese Funktionen sind auf ihrem De-
finitionsbereich beliebig oft differenzierbar und integrierbar.
16.2.2 Partialbruchzerlegung
Lemma 16.13 Seien f(z), g(x) € Kx] gegeben und a k-fache Nullstelle von g(z)
9(x) = q@)(z — a)", qla) #0
Dann gibt es eindeutig bestimmte A € K und h(z) € K[z] so dass

@) 4 hz)
o)~ —af gl —ap?
ndmlich r
A= fla) _ Kf(a) und f(z) — Aq(z) = h(z)(z — a)

q(a)  g®(a)
wobei h(x) durch Polynomdivision bestimmt werden kann.

Beweis: Ist A wie angegeben, so f(a) — Ag(a) =0, also f(z) — Ag(z) durch x — a teilbar.

Es folgt
f@) _ Ag) ha)

+
gx)  qle)(x—a)t = q(z)(z —a)*
Umgekehrt folgt durch Multiplikation mit g(x)
f(z) = Aq(x) + h(z)(x — a)
und durch Einsetzen von a fiir z dass f(a) = Ag(a). Damit ist A = {; EZ; eindeutig bestimmt

- beachte g(a) # 0. Also f(z) — Ag(z) = h(z)(z — a) und die die Eindeutigkeit von h(z)
folgt aus der Kiirzungsregel. (]

Satz 16.14 Zu Polynomen f(z),g(z) € Kz], K = R,C, mit g(z) = [\, pi(x)¥ mit
irreduziblen normierten p;(z) gibt es eine Darstellung

I Ly SRS )
o)~ @Y

(T
=1 k=1 Pi

mit degri(z) < degpi(x)

Dabei ist r(z) = 0 genau dann, wenn degg(x) < deg f(z). Die Darstellung ist eindeu-
tig. Uber C gilt degp;(x) = 1. Uber R hat man degp;(x) = 1 bzw. Paare konjugierter

komplexer Partialbriiche
A A* B ar +b

(x — )k + (z —a*)k (22 +cx + d)k
c=—(a+a*),d=aa"a=A+ A" b=—(Aa" + A*a) e R
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Beweis. Uber C mit dem Lemma und Induktion iiber degg(x) - und Berufung auf den
Fundamentalsatz. Mochte man die Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen
iiber R bestimmen, so ist mit jeder komplexen Nullstelle a von g(z) auch die konjugierte
a* eine Nullstelle - weil (a+b)* = a*+b* und (ab)* = a*b*. Also kann man die Behauptung
auf den komplexen Fall zuriickfithren. (J

Korollar 16.15 Ist g(z) = c(z — a1)---(x — a,) mit lauter verschiedenen aj und
deg f(z) < degg(x) so gill

@) _J@) 1 ) 1

g(z)  gla) z-a J'(a,) = —a,

16.2.3 Mehrfache Nullstellen
Lemma 16.16 Sei K C C und f(z),9(x) € K[| gegeben und g(z) = q(x)(z — a)¥,
q(a) # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte A, B € K und r(z) € K[z] so dass

flz) A . B . r(z)

R O E e G e

Ndimlich
f@) _ Je)~ Ad()
’ q(a)

Beweis. Existenz und Eindeutigkeit vin A, B und r(z). nach dem Satz iiber Partialbruch-
zerlegung. Durch Multiplikation mit g(z) folgt

f(x) = Aq(x) + Bg(x)(z — a) +r(z)(z — a)?
durch Differenzieren
f'(x) = Ad' () + Bq(x) + Bq'(z)(z — a) + (r'(2) + 2(z — a))(z — a)
und durch Einsetzen von a
f'(a) = Aq'(a) + Bg(a) O

Damit kann man die Partialbriiche zu doppelten Nullstellen bestimmen.

16.2.4 Quadratische Faktoren

Lemma 16.17 Seien f(z),g(x) € R[z] und 2® + cx + d ein irreduzibler Faktor von g(z)
der Vielfachheit k

g(z) = q(x)(2® + cx + d)¥, 2>+ cx + d kein Teiler von q(x)
Dann gibt es eindeutig bestimmte A, B € R und h(z) € R[z] mit
%) f(x) Az +B h(x)
@) - Prardr T @@Eta

Dabei sind A, B die eindeutig bestimmten Losungen des linearen Gleichungssystems

rA=p, sA+rB—a=puc, sB—b=pud

wobei ax +b bzw. rx+ s die Reste von f(x) baw. q(z) bei Division durch x® + cx +d sind.
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Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit wurde schon im Satz iiber die Partialbruchzer-
legung bewiesen. Seien nun «, o* die komplexen Nullstellen von 2% + cz + d also

P 4er+d=(r—a)(z—a)

Ist f(z) = m(x)(2® + cx+d)+ax+b so folgt f(a) = aa+bund f(a*) = aa* +b. Ebenso
q(a) = ra+ s und g(a*) = ra* + s. Multipliziert man (*) mit (z? + cx + d)* so folgt

h(x)

0 = Az + B+ ——% (2% + co + d)

q() q(z)

und durch Einsetzen von o und o

b v+ b
Gath Aa + B, o+
ra+s ra*+s

= Aa+ B

Also sind a # «o* die Nullstellen des quadratischen Polynoms
(Az+ B)(rz +s) — (az +b)
und dieses somit von der Form (2% 4 cx + d) mit eindeutig bestimmtem p € R. Also
rAr? + (sA+rB —a)x + sB — b = pa® + pcr + pd

und die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich. .

16.2.5 Beispiele
Beispiel.
fz) =2 g(x) = (z = 1)*(@* + 1) = (z = D)*(z = j)(z + J)
(I o $2 o A1 + Ag + C + D
gx)  (z—-1222+1) z—-1 (2—-12 a—3j x+j
To—1 (z—-1)2 0 2241
Fiir a = 1: g¢(x) = 2 + 1, ¢(x) = 2z, f'(z) = 2z
flog 1 fla)—Asq(a) 2-352

1
Ap=1 2 4 = .
Pl 2 q(a) 2 2

~

Die Reste von 22 bzw. (z — 1)2 bei Division durch 22 + 1 sind —1 bzw. —2z also
(Az +b)(—22) +1 = pa® + p

und es folgt
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Komplexe Rechnung: Fiir a = j: g(x) = (z — 1)*(z + j) 16.2.6 Partialbruchzerlegung iiber beliebigen Kérpern
C = fla) - 71‘ = 7'1 = ;1 Wir wollen rationale Funktionen in einfacherer Weise darstellen. Dazu die folgenden drei
qla) (G —1)%2j  —2j2j 4 Reduktionsschritte
Da f(x), g(z) € R[] folgt
(z).4(2) 7 Dec 1 o Ausdividieren f(z) = q(z)g(x) + r(z), degr(z) < degg(z)
o f(z) r(z)
Nun I g A 1 <d
UL UL datjta—j o) g ) < dese)
d\z—j z+j d(z—j)(z+j) 22+1
Also , ) . ) . e Bezout a(x)h(x)+ b(x)g(x) =1
z 2 ,_ 3 Ti "1
T 1)2(12 = _1)2 oy — 1 x z)b(x
(@=1p@ 41 z-1 (21 z-g oz I(@) = f(@)alz) + f(@)bla) fir teilerfremde g(z), h(x)
o GOR@) ~ g k@)
I3 +x A1 A2 Ax+ B X
EE e i R s R e Zetlogen f(x) = q(a)g(x) + (), degr(x) < deg g()
0= 1,4(e) =" 4o+ L f0) =30+ L) =20+ ) ) | a0 g
Ay — fla)2 A = f'(a) = Asq'(a) _ }(4 3 23) _2 g@)m  gla)m  gla)"!
q(a) 3’ q(a) 37 37 3
22+ cx+d =22+ x+ 1. Reste von 2° — z baw. q(z) = (z — 1)? sind Dann gilt der Satz iiber Partialburchzerlegung wie oben formuliert.
r+1, =3z Beweis. Existenz. Wir fiihren exemplarisch eine Partialbruchzerlegung von g—g in Q aus,
Es folgt indem wir folgende Schritte anwenden
(Az + B)(=3z) — (x + 1) = =342” + (=3B — 1)z — 1 = pa’ + pz + pu %:q+% mita=qr+b 0<r<b
_3A:N) (_SB_ 1) =p =1
A= é B=0 é = g-ﬁ-f mit ra + sb = 1 fiir teilerfremde a, b
Miihsamer ist die komplexe Rechnung. z? + cz + d hat Nullstellen % _ kq . Lk mita=gp+r, 0<r<p
V3 1 V3 bt p
C—**+7;C—C— 5Ty Losung
Es gilt ¢? = 1. Die Partialbriiche a_ 14+ 1L
c c 60 60
T T e 11 55 22 7 2
r—(¢ - 60=5-12, 1=5.-5-2-12, —="—"_"— —_ _ =
’ ’ 4 [
bestimmen wir mit - 6208 1221 ° 112 3 °
f 2 2 ¢ ro._r. 1. 12=3-4, 1=4-3 == - =14+
— L —1 — f— = — = — - bl - » - -
c <(C )¢ —¢%) (EE 3\/367 6+6\/§J 2 12 12 3 4
da - ; 3=1-2+1, 3:2+1:1+l
(C=1)° = =3¢ +3¢-1=3(C— (") =3V3j do4a 2
71 11 T2 2 1 1 1
Es folgt . R I BT ) S ST
A=C4C*=ReC = = 60 60 12 5 5 3 2 4
3 Hat man eine Partialbruchzerlegung wie im Satz, bringt man die Partialbriiche auf den
B=CC+C*= CCQ =0 Hauptnenner g(z) und addiert sie auf, so erhélt man im Zéhler einen Grad < deg g(z).
3\f \[ Damit ist r(z) das Ergebnis bei der Division mit Rest und eindeutig bestimmt.
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Zum weiteren Beweis der Eindeutigkeit diirfen wir also r(2) = 0 annehmen. Seien also
zwel Zerlegungen gegeben

Z Z il Z Z sik mit degr(z), deg si(v) < degpi(x)

'lel l]k:l

Sei & maximal so, dass fiir ein i rj(z) # six(x). Indem man in der Gleichung alle gleichen
Terme streicht und dann mit dem Hauptnenner N(x) multipliziert, erhilt man in jedem
Summanden einen Faktor p;(x) in Zihler, ausser in

(@)N(x) o su(@)N (@)
pi(z)* pi(x)*

Also ist p;(z) Teiler von h(z)(ri(z) — six(x)) wobei

N(z)
el

h(z) =

nach Wahl von k zu p;(z) teilerfremd ist. Also ist p(z) Teiler von ry(z) — siu(z), Da
deg(ri(x) — si(x) < degpi(x) folgt i (x) — si(x) = 0. O

Fiir teilerfremde Polynome erhilt man

(z—;@—wzaib<xia+xiJ

1 - 1 1 T+a+c
(r—a) (22 +cx+d) a+ab+c\v—a 22+cx+d

1 g 1 f
:q(:r)+ — a(x) Comit f(z) =2 +ax+b, glxr) =2 +cx+d

f@)g(x) - flx)  r-g(z)

x 1 b—d b—d b—d
q(z) = + c— r=d———[c—
a — C a—cC a— C a — C a—cC

1 _ r—2 N r+1
(x—1)2@2+z+1) 3x—-1)2 3@@2+z+1)

Beispiel

16.2.7 Hohere Vielfachheiten

Statt des euklidischen Algorithmus kann man auch einen Ansatz benutzen, um fiir g(x) =
q(z)p(2)*, p(x) teilerfremd zu g(x) ein r(x) mit degr(z) < kdegp(x) so zu bestimmen,

dass
fl@  r(x) A=)

9@ P g

=8
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Néamlich
f(a) = r(x)q(@) + hx)p(z)*

also p(z)* Teiler von r(z)q(z) — f(2). Geht man zu den Resten f(z) baw. (¢)(z) von f(x)
bzw. q(x) bei Division durch p(z)* iiber, so gilt

mit einem s(z) von deg s(x) < k deg p(x). Koeffizientenvergleich liefert ein eindeutig lésba-
res lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten von r(z) und s(z).
Die Partialbriiche zu den Potenzen von p(z) erhélt man dann durch

e Fortlaufende Division mit Rest durch p(z) beginnend mit r(x)
e (Taylor)Entwicklung an a falls ¢(z) =2 —a

Fiir K C C und p(z) = z — a kann man die Partialbriiche auch mittels Differentiation
bestimmen. Aus

F(@) = Ax + Apap(@) + Aop()* 2 + Arp(2)* " + h(z)p(z)*

folgt
K
(Ap-ma(@)p(z) ™)™ = f(z) = " (Ag(@)p()* ™)™ + t(w)p(x)
l=k—m+1
mit
am k—m—1
; )kt k

nlaple) = gl 3 Aualpla)t !+ blolplo))
Durch Berechnung der Ableitungen und Einsetzen von a kann man so Ay, ..., A; bestim-
men.

16.2.8 Partialbruchzerlegung durch Ansatz

Seien @, R Polynome mit @ #Z 0. Zur Bestimmung einer Stammfunktion der rationalen
Funktion g (die auf R mit Ausnahme der Nullstellen von @ definiert ist) geht man wie
folgt vor:

1. Schritt Ist der Grad von R grofier oder gleich dem von @), so liefert eine Polynomdivision
von R durch @ Polynome P und S mit

R P

— =5+,

Q Q
wobei nun der Grad von P kleiner als der von () ist. Fiir das Polynom S kann man stets
eine Stammfunktion angeben. Wir betrachten von nun an nur noch P/Q.

2. Schritt Man zerlegt das Nennerpolynom () multiplikativ in Polynome ersten und zweiten
Grades mit reellen Koeffizienten. Dass dies moglich ist, folgt aus nachstehendem Satz
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Satz 16.18 (Fundamentalsatz der Algebra) Fir jedes Polynom Q(z) = > i, ¢’
mit ¢; € R und g, # 0 gibt es reelle Zahlen b;, cj, d; sowie natiirliche Zahlen k;, mj, v und
s so, dass

T s

Qz) = qn H(w — b;)ki l—I(CE2 +2cjx+d;)™ firz e R (16.1)

i=1 j=1
mit ki + ...+ k +2(m+...+my) =n unddj—c? > 0 fir alle j.

Zur Bestimmung der b;, ¢;, d; kann man beispielsweise alle komplexen Nullstellen Ay,... A,

von @ ermitteln. Dann ist Q(z) = g,(z — A\;) ... (z — \,). Die Terme (z — \)(z — \) mit
A € R werden zu _ B
(=N =N =2 = (A + Nz + |\

zusammengefasst. Die exakte Bestimmung der Nullstellen von @ ist oft unmoglich.
3. Schritt Ist die Zerlegung (16.1) gefunden, macht man den Ansatz

. z . m+C'm
o= ZZ g *szzizﬁ]—xﬁd) (16.2)

=1 k=1 j=1m=1

mit zu bestimmenden Zahlen A;, Bj,, und Cj,,. Hierdurch wird die rationale Funktion
P/Q in einfachere rationale Funktionen zerlegt. Falls alle Nullstellen by, . .., b, von @ reell
und einfach sind, reduziert sich der Ansatz (16.2) auf

Qxr) ; r—b;
Satz 16.19 (Partialbruchzerlegung) Sei Q wie in (16.1), und sei P ein Polynom,

dessen Grad kleiner als der von Q ist. Dann gibt es Zahlen Ay, By, und Cjy, so, dass
(16.2) gilt, und diese Zahlen sind eindeutig bestimmit.

Die Zahlen Ay, Bj,, Cjy, konnen beispielsweise ermittelt werden, indem man (16.2) mit
@ multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir die
gesuchten Groflen aufstellt. Auch das Einsetzen der Nullstellen von @ in die entstehenden
Polynome kann hilfreich sein.

Achtung: Macht man den Ansatz, ohne darauf zu achten, dass der Grad von P kleiner als der
Grad von (@ ist, so geben die aus dem Gleichungssystem bestimmten Werte i.A. keine Lsung
der Aufgabe, P/Q in Partialbriiche zu zerlegen.

16.2.9 Beispiel
Man bestimme Partialbruchzerlegung von
a1
at—ad —x+1
1. Schritt Polynomdivision
2t 41 _ 2+

- =1+ - .
at—ad—ax+1 zt—ad—x+1
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2. Schritt Faktorisierung des Nennerpolynoms
e rl=(r - 1) = (-1 +r+1).
3. Schritt Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

2+ A N Ay . Bx+C
-3 —x+1 -1 (z—-12 22+z+1

liefert nach Multiplikation mit Q(z) = 2* —2® —x + 1= (2 — 1)} (22 + 2+ 1)
Prr=Ar -2 +z+ 1)+ A(z® + 3+ 1)+ (Br + C)(z — 1)? (16.3)
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
P 4a= (A + B)2® + (A — 2B+ C)a” + (A + B —2C)x + (As — A1 + C) .

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare Glei-
chungssystem

bei 2 : Ai+B =1

bei 2?2 : Ay —2B+C 0

bei 2! : Ay + B —2C 1

bei 20 : Ay—A1+C = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist

2 2 1
A==, Ay=-, B=-, C=0.

Ty T3 3

Die zu integrierende Funktion ist also
a4+ 1 1 2 1 s 2 1 " 1 T
- —x+1 3rx—1 3(x—12 322+z+1°

Alternativ hitte man z.B. in (16.3) = 1 einsetzen konnen und so A, sofort gefunden.
Dies entspricht einer Anwendung von Lemma 16.13.

Korollar 16.20 Benutzt man den Ansatz, so bestimmt man den Partialbruch zur
hdchsten Potenzen eines Linearfaktors durch FEinsetzen der Nullstelle im Koeffizienten-
vergleich.

16.3 Integration rationaler Funktionen

16.3.1 Integrale rationaler Grundfunktionen

Zu allen in (16.2) vorkommenden Briichen lassen sich durch partielle Integration und Sub-
stitution die Stammfunktionen effektiv bestimmen. Einige der folgenden Regeln miissen
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dazu wiederholt angewandt werden:

/ dx 2o (w—b)F fallsk>1
(z—=bF | In|z—b| falls k =1,

/ dz 1 ¢ r+c
= arctan ,
%2+ 2cx +d Vd — 2 Vd—c*
/ dx _ z+c
J (@2 +2cx+d)m  2(m—1)(d— c2)(a? + 2cx + d)m!
(2m — 3) / dx .
f >2,
om—1)(d—) | @2 +2e+aymt =D

Caz+ [ a 9 ' dx
———dx = =1 2c d —ac _
/;172+20:c+d * 2 n(z” + 2ez + d) + (8 ac)/12+20r+d7

/ ax+ 3 . —a
(22 4 2cx + d)m  2(m— 1) (22 + 2ca + d)m-!
dx "
+ (8 —ac) /m fiir m > 2.
16.3.2 Beispiel

. 4
Man bestimme [ m dx .

4. Schritt Unbestimmte Integration
2t +1 2 dx 2 dx
v g = [ 1de+Z 22
/z4—x3—1‘+1 * / I+3/x—1+3/(x—1)2

+1/ rdx
3) 22+x+1

2 2 1 1
= x+§ln|x71\7§x_1+g]n(az2+x+1)
1 . 2z 1+C
— —— arctan .
3V3 V3

17 Hyperbelfunktionen, Flachen, uneigentliche Integrale und Reihen

17.1 Hyperbelfunktionen

1
sinhz = —(e" —e™
sinh 2(6 e’ ")
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1
cosh mi(ez +e7 ")

35k
30k
25k

20E

\\ 150 ,//

-2 -1 1 2
Es folgt sofort

Osinh x
oz

0 cosh z

=coshx = /sinh x, =sinhx = /coshx

Die Funktionalgleichungen
sinh(x + y) = sinh z cos ha + cosh x sinh y

cosh(x + y) = cosh x coshy + sinh zsinh y

cosh® z —sinh?z = 1
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folgen mit der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion oder dem Eindeutigkeitssatz,
72.B. Jcosh®” —sinh® __ 0.
dz

coshx > 0 fiir alle x also sinh z auf ganz R streng monoton wachsend. sinhz =0 < ¢ =
e~ < x =0 also hat sinh x — oo fiir + — oo sinhx — —oo fiir z — —00, also hat sinh z
auf ganz R definierte Umkehrfunktion (aus (e%)? — 2ye® — 1 =0 folgt ¢® =y + /y% + 1)

Arsinhy =In(y + v/y?>+ 1) auf R

also
OArsinhy 1 1

oy 7coshq;71/1+y2

Es folgt, dass coshx konvex ist mit Minimum 1 bei x = 0 hat und coshz — oo fiir
x — £o00. Umkehrfunktion

arcoshy = In(y + v/y? — 1 auf [1, 00|

also
OArcoshy 1 1
Ay " sinhx N
sinh x
tanhz =
cosh z
1.0
5[ Vs ’
1 1 -' 1 1
-2 -1 ‘ 1 2

-iok

cosh x
cothx =

sinh x
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17.2  Flacheninhalte

Eines der Motive zur Einfiihrung des Riemann-Integrals war der Wunsch, Flidcheninhalte
zu definieren und zu berechnen.

Ist f: [a,b] — [0,00) Riemann-integrierbar, so definieren wir als Flacheninhalt der Menge
M:={(z,y) eR*: a <w<bh0<y< fla)}

die Zahl

b
F(M) ::/ f(x)da.

L F(M)

0 a

Mit dieser Definition lassen sich auch die Inhalte komplizierter Mengen definieren und
berechnen, wenn man akzeptiert, dafi der Flicheninhalt die folgenden (aus unserer Erfah-
rung heraus plausiblen) Eigenschaften aufweist:

(a) Geht M’ aus M durch Verschiebung, Drehung oder Spiegelung an einer Geraden
hervor, so ist F(M') = F(M).

(b) Kann man M in zwei disjunkte Teilmengen A, B zerlegen, von denen jede einen

Flidcheninhalt besitzt, so ist F(M) = F(A) + F(B).
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Beispiel 1 Fiir f : [0,a] — R, 2 — b findet

man F(M) = [} f(z)dz = [ bdx = ab. Der

von uns definierte Flacheninhalt stimmt also b

fiir Rechtecke mit dem ,, bekannten“ Fléchen- i

inhalt iiberein. BB ob oo [
0 a

Beispiel 2 Die Dirichletfunktion

o) = 1 falls x rational
)= 0 falls 2 irrational

ist auf keinem Intervall [a, b] mit a < b Riemann-integrierbar. Unsere Definition erlaubt es
daher nicht, der Menge M = {(z,y) € R>,0 <2 <1, 0 <y < f(x)} einen Flicheninhalt
zuzuschreiben. ]

Beispiel 3 Die Funktionen f, g seien auf [a, b] Riemann-integrierbar, und es sei f(z) > g(x)
fiir alle # € [a,b]. Gesucht ist der Flicheninhalt der Menge

M={(z,y) €R?*: a <z <b, g(x) <y < f(z)}.

Wir verschieben M um ¢ > 0 in Richtung der positiven y—Achse, bis das Bild von M
komplett oberhalb der z—Achse liegt. Mit den Eigenschaften (a), (b) folgt:

b b b
F(M):/ (f(L)+(‘)d’I—/ (g(x)Jrc)d:L‘:/ (f(z) — g(z))dx.

Da wir dem Funktionsgraphen von g den Fldcheninhalt 0 zuordnen kénnen, kénnen wir
fab (f(z) — g(z))dz auch als Flicheninhalt der Menge

{(x,y) ER?: a <z <b, g(x) <y < f(a)}

betrachten. Eine genauere Untersuchung des Begriffes Flicheninhalt erfolgt im Rahmen
der Mafitheorie. ]

Beispiel 4 Oft ist der Graph einer Funktion f in Parameterdarstellung gegeben, etwa
{(z,y) eR*: w=a(t), y =y(1), t € [0, A]} .

Unter entsprechenden Voraussetzungen an = und y Substitutionsregel) gilt dann

/b fx)de = /j fz(®) i(t)dt = /jy(t) i(t)dt
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wobei @(t) = (). Beispielsweise wird durch

r =acost, y=>bsint mitt € [0,2n]

eine Ellipse beschrieben. Fiir ihren Flichen-
inhalt findet man (weil f(x) stetig und x(t) —b
stetig differenzierbar ist)

a 0 0
F(M) = 2/ f(z)dx = 2/ y(t) z(t)dt = 2ab / sin ¢(— sin ¢)dt
i sintcost 1 \|™
= 2(11)/ sin®tdt = 2(1,b<7% + 7t> =Tmab.
0 2 2 /1o

Beispiel 5 Durch
x=a(t—sint), y=a(l—cost) mit teR

wird eine Zykloide definiert. Diese Kurve beschreibt den Weg eines Punktes auf der Kreis-
peripherie beim Abrollen des Kreises.

2a

(

0 2ma 4dma 6ma

Fiir die Flidche unter einem Zykloidenbogen findet man (wieder durch formale Rechnung,
die man wie in Beispiel 4 priizisieren kann)

27

F(M) = /27r y(H)a(t)dt = a® /27r (1 —cost)(1 — cost)dt
5 ’ costsint t)

27
az/ (1f2cost+cos2t)dt:az(t72sint+T+§
0

0

= 3d’r.

17.3  Uneigentliche Integrale
17.3.1 Konvergenz

Bisher haben wir das Integral fab f(z)dz definiert unter der Voraussetzung, dass f eine
beschrinkte Funktion auf dem beschrinkten abgeschlossenen Intervall [a, b] ist. Sind diese
Voraussetzungen nicht alle erfiillt, so lassen sich in einigen Féllen durch nahe liegende
Grenzwertbildungen so genannte uneigentliche Riemann-Integrale definieren.



17.3  Uneigentliche Integrale 99

Wir beginnen mit dem Fall eines unendlichen Integrationsintervalles.

Definition 17.1 Die Funktion f : [a,00) — R sei auf jedem Intervall [a,t] mit t > a
Riemann-integrierbar. Existiert der Grenzwert

lim /L f(x)dx, (17.1)

t—oo [,

so bezeichnen wir ihn mit f:o f(z)dz und nennen ihn uneigentliches Riemann-Integral
von [ auf [a,00). Man sagt auch, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar ist oder dass
L7 f(z)dz konvergiert. Emistiert der Grenzwert (17.1) nicht, so heifit [ f(x)dz diver-
ge;lt. Schliefslich heiﬁt j:o f(z)dz absolut konvergent, wenn das uneigentliche Integral
L7 f(@)|de konvergiert.

Analoge Definitionen trifft man fiir

/j’ f(z)dz = lim af(:v)dx

§——00
e

sowie fiir

/_Z f(x)de = /_; flx)dz + /:0 flx)de = SEEILO /saf(vz)dr + fliinoo /atf(r)dr

Wie bei Reihen gelten die folgenden Aussagen.

Satz 17.2 Konvergiert das uneigentliche Riemann-Integral f:o f(z)dz absolut, so kon-
vergiert es.

17.3.2  Vergleichkriterium

Satz 17.3 (Vergleichskriterium) Die Funktionen f,g : [a,00) — R seien Riemann-
integrierbar auf jedem Intervall [a,t] mit t > a. Ist |f(z)| < g(z) fir alle x > a und
existiert f g(x)dz, so ist das uneigentliche Integral f f(z)dz absolut konvergent, und

es gilt

| sl < [Cir@e < [ gty
Ist dagegen 0 < g(z) < f(x) fir alle x > a und divergiert f x)dz, so diwergiert auch
I fx)dx

Beispiel 1 Es ist

oo t el 1 falls o # —1
/ 2%dr = lim/ 2%dxr = lim { afl ot 7
1 1

=0 t=oo | Int falls o = —1
00 falls @ > =1  (Divergenz)
B -4 fallsa< -1  (Konvergenz).
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Beispiel 2 Es ist

) 0 o ™
lim dr = lim arctanxz| = lim —arctans = 5

s——oo [ 14 22 s——00 s §——00

0
1
/ 72(11’:
o Ltz

Beispiel 3 Wir zeigen, dass fooc z"e " dx = n! fir n > 0. Es ist ndmlich

und daher

o=

eine Stammfunktion des Integranden, wie man durch Differenzieren leicht bestétigt. Au-
Berdem ist lim, .., F(z) =0, denn es ist
*
lim —= 0 fir jedes k>0,

z—o0 e

wie man mit der 'Hospitalschen Regel sofort sieht. Also ist

t—oo t—o0

o t
/ z"e "dr = lim / e *dr = lim F(t) — F(0) = —F(0) = n!
J0o 0

sinx

Beispiel 4 Wir zeigen, dass fooo = dx konvergiert. An der Stelle 0 ist der Integrand
nicht definiert. Wegen lim,, o #2£ = 1 ldsst sich die Funktion x — #2£ aber zu einer auf
[0, 00) stetigen Funktion fortsctzon wenn man ihren Wert an der Stelle 0 durch 1 festlegt.
Insbesondere existiert fo s‘:g” dx als (eigentliches) Riemann-Integral und wir miissen noch

die Konvergenz des Integrals [, S22 dz zeigen. Partielle Integration liefert fiir jedes ¢ > 1
t .
sin @ cos ¥
/ dor = —
.o T

t tcosx
3 dx .
1 P
Offenbar existiert der Grenzwert

t
= lim (f% + cos 1) =cos1,

1 t—o00

R cos x|t
lim —

t—o0 €T

. . . . ¢
und es verbleibt, die Existenz des Grenzwertes lim;_. f1 o

uneigentlichen Integrals floo 5" dx zu zeigen. Wegen

dz bzw. die Konvergenz des

cos T 1
‘ 2‘<—2 fir 2 > 1

und Beispiel 1 existiert dieses uneigentliche Integral nach dem Vergleichskriterium. ]
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17.3.3 Integrale unbeschrankter Funktionen

Wir sehen uns eine weitere Verallgemeinerung des Integralbegriffes auf Funktionen an, die
auf ganz [a, b] definiert und gegebenenfalls unbeschrinkt sind.

Definition 17.4 Die Funktion f : [a,b) — R sei fiir jedes ¢ € (a,b) auf [a,c] Riemann-

integrierbar. Existiert der Grenzwert

lim /C f(z)dx,

c/b
so bezeichnet man ihn mait fab f(z)dx und nennt f uneigentlich integrierbar auf |a,b].

Ganz analog definiert man diesen Begriff fiir Funktionen auf links halboffenen Intervallen.

Beispiel 6 Es ist

1 1 L8 pllsa £

1 1 — — 7 fallsa
—dr = lim — dr = lim { ! !

0 T RN P s\,0

{ oo fallsa >1 (Divergenz)

—1Ins falls a =1

— fallsa <1 (Konvergenz).

[
Beispiel 7 Es ist
1 1 1
/ Inzdr = lim/ Inzdr =lim(zlnz — )
0 sN\O g sN\.0 s
= —1—lim(slns—s)=—-1.
sN\.0
[
Beispiel 8 Es ist
/1 ! d li /t ! 1 li inz|
————dxr = lim ————dx = limarcsinx
0 V1—ax2 t/1 )y V1 — 22 t,/1 0
. . . . ™
= limarcsint — arcsin(0 = arcsinl = —.
t/1 2
[

17.4 Reihen
17.4.1 Definition und Beispiele

Mit Hilfe der Korperaxiome lassen sich Summen endlich vieler Zahlen erkldren. Wir un-
tersuchen in diesem Abschnitt Summen unendlich vieler Zahlen - so genannte Reihen.
Dazu betrachten wir Reihen als spezielle Folgen.
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Definition 17.5 Sei (a,),>0 €ine Folge reeller Zahlen, und sei s, ==y ,_, ai,. Die Folge
(Sn)n>0 heifit die zu (a,) gehorende Reihe. Die Zahlen a,, heifen Glieder der Reihe, und
die s, thre Partialsummen. Ist die Folge (S,)n>0 konvergent und s ihr Grenzwert, so
heif$t die Reihe konvergent, die Zahl s heifit ihre Summe, und man schreibt s = E?:o Q.
Nichtkonvergente Reihen heiffen divergent.

Eine Reihe ist also die Folge ihrer Partialsummen. Haufig wéhlt man ZZOZO ay auch als
Bezeichnung fiir die Reihe (s,,). Aus dem Kontext wird in der Regel klar, ob >"p7  ay fiir
die Reihe selbst oder fiir ihre Summe steht.

Beispiel 12 Die geometrische Reihe. Sei ¢ € R\{1} und a,, = ¢" fiir n > 0. Aus Beispiel 2,
Abschnitt 1.1, wissen wir, dass

n

n n
I
k=0

k=0

Damit ist klar: die geometrische Reihe > e q* konvergiert genau dann, wenn |g| < 1. In
diesem Fall ist ﬁ ihre Summe. [ ]

Beispiel 13 Die harmonische Reihe. Das ist die Reihe Y5, +. Sie divergiert, denn fiir jedes
n >1ist

| | 1 n 1 n n 1 - 1 1
Sop — Sp| = —— . —>n—=—,
’ n+1l n+2 2n 2n 2
d.h. (sy) ist keine Cauchyfolge und deshalb erst recht nicht konvergent. ]

Beispiel 14 Aus den Beispielen 10 und 11 wissen wir: die so genannte Leibniz-Reihe
Sore (=112 konvergiert (gegen In2), und auch die Reihe Y777 & konvergiert (gegen

e) =
Beispiel 15 Fiir die Reihe Y -, ﬁ haben wir
- 1 - ( 1 1) 1
5, = —:Z — ) =1-=.
= k(k—1) ~\k-1 k n
Also konvergiert diese Reihe, und ihre Summe ist 1. [ ]

17.4.2 Konvergenzkriterien

Da die Konvergenz von Reihen iiber die Konvergenz der Folge ihrer Partialsummen erklart
ist, kann man Konvergenzkriterien fiir Folgen auf Reihen tibertragen.

Satz 17.6 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe Y .- ar konvergiert genau
dann, wenn es fir jedes € > 0 ein N(g) € N so gibt, dass

m

E Qg

k=n+1

= |ans1 + Qpya + -+ an| <e  fir allem >n > N(e).




17.4 Reihen 103

Man beachte, dass

n

m
ap = E ag.

k=0 k=n+1

m
Sm — Sp = E ay —
k=0

Aus dem Cauchy-Kriterium bekommt man das folgende notwendige Konvergenzkriterium,
indem man m = n + 1 setzt.

Wenn Z;io ay konvergiert, dann ist lim,,_., a, = 0.
Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, wie die harmonische Reihe zeigt.
Ein spezielles Konvergenzkriterium hat man fiir alternierende Reihen:

Satz 17.7 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Fiir die Reihe
Yoreo(=1) by gelte by, > 0 und by, > by fir alle k > 0, und es sei limy_.oo by = 0. Dann
ist diese Reihe konvergent.

Dieses Kriterium kann man mit der gleichen Idee beweisen, die wir in Beispiel 11 fiir die
alternierende Reihe Y77 (=1)"'4 = 370 (=1)F =25 genutzt haben.

Das Leibniz-Kriterium liefert z.B. die Konvergenz der Reihen

= 11 = 1
> (=k 1@ und Z(—l)kﬂ
k= k=0

1

Schauen wir uns noch Summen und Differenzen von Reihen an. Aus Satz 12.4 erhalten
wir sofort:

Satz 17.8 Sind Y ;o ar und >, bx konvergente Reihen, so ist fir beliebige Zahlen o
und (3 auch die Reihe Y - (oay + b)) konvergent, und ihre Summe ist

Z(aak + Bby) = aZak —H?Zbk.

k=0 k=0 k=0

Man beachte aber, dass man Reihen nicht beliebig umordnen darf (wiihrend man bei
endlichen Summen das Kommutativgesetz hat). Auch Produkte konvergenter Reihen be-
reiten gewisse Schwierigkeiten. Diese Schwierigkeiten lassen sich vermeiden, wenn man
einen stérkeren Konvergenzbegriff zu Grunde legt.

17.4.3 Integralkriterium

Als eine Anwendung uneigentlicher Integrale vermerken wir das folgende Integralkriterium
fiir die Konvergenz von Reihen.

Satz 17.9 Sei f : [l,00) — [0,00) monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe
S0 f(n) genau dann, wenn das Integral [, f(z)dz konvergiert.

Beweis Fiir jedes k > 1ist f(k+1) < Ifﬂ flx)dx < f(k).
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fk)

fk+1)

Aufsummieren von k= 1,...,n — 1 ergibt fiir jedes n > 2
F@)+ ..+ f(n) < / f@)da < (1) +...+ fn—1).
1

Fiir die Partialsummen s, := >, _, f(k) gilt also

sn— f(1) < /1" flx)dz < s, .

Aus der linken Ungleichung folgt: Ist floo f(z)dz konvergent, so bleiben die s,, beschréinkt,
also (da alle Reihenglieder nichtnegativ sind) konvergiert >.°2, f(n). Analog liefert die
rechte Ungleichung die umgekehrte Behauptung. ]

Beispiel 5 Aus Beispiel 1 (uneigentl. Integrale) wissen wir, dass [~ 2~ “dz fiir alle a > 1
konvergiert. Also konvergiert > °° L fiir alle a > 1. ]

n=1 n®

17.5 Absolut konvergente Reihen
17.5.1 Definition

Definition 17.10 Die Reihe Y, aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe >, |ax|
konvergiert.

Beispielsweise ist die Reihe Y 32 (—1)* ¢ konvergent (Leibnitz-Kriterium), jedoch nicht
absolut konvergent (harmonische Reihe). Dagegen ist > o (—1)* % eine konvergente
(Leibniz-Kriterium) und auch absolut konvergente Reihe (Reihe fiir €). Reihen mit aus-
schliellich nichtnegativen Gliedern sind genau dann absolut konvergent, wenn sie konver-
gieren.

Satz 17.11 Absolut konvergente Reihen sind konvergent.
Beweis Die Reihe Y, a; sei absolut konvergent, und wir setzen s, := >, _ ax sowie
Sp =Y r_lak|. Fiir m > n ist dann

[$m = Sn| = |ant1 + Gnga + oo+ am| < |ap1] + ..o+ |am| = Spm — Sh-

Da die Reihe 77 |ax| konvergiert, gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein N so, dass |S,, —S,| < € fiir
alle m,n > N. Dann ist aber auch |s,, —s,| < ¢ fiir alle m,n > N. Das Cauchy-Kriterium
liefert die Konvergenz der Reihe Y 77 ) ax. u
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17.5.2 Kiriterien fiir absolute Konvergenz
Wir sehen uns nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.

Satz 17.12 (Vergleichskriterium) (a) Ist die Reihe Y - by absolut konvergent und
gilt |ag| < |by| fiir alle k, so ist auch die Reihe Y g ai absolut konvergent.

(b) Ist die Reihe Y - by divergent und ist 0 < by < ay, fir alle k, so divergiert auch die
Reihe Y 72 ay.

Im Fall (a) heiit >, [bi| eine konvergente Majorante fiir Y- a, und im Fall (b) eine

divergente Minorante.

Aussage (a) kann man sich z.B. so klarmachen: Fiir jede Partialsumme s, von >, |ax]
gilt:
o0
$n = laol + | + ..+ lan| < [bo| + [Ba] + - 4 [ba] <Y [bi| < o0.
k=0

Die Folge (s,) ist also nach oben beschrénkt, und sie ist offenbar monoton wachsend.
Nach dem Monotoniekriterium konvergiert diese Folge. ]

Fiir die Anwendung dieses Kriteriums ist es offenbar wichtig, einen grofilen Vorrat an
Vergleichsreihen zu besitzen.

Beispiel 16 Die Glieder der Reihe Y 0 | 4 lassen sich nach oben abschiitzen durch

n=1 n2

{ 1, wenn n = 1
(

wenn n > 1.

1

<
n2

n(n—1)7

Die Reihe 1+372, m ist aber konvergent, wie wir aus Beispiel 15 wissen. Also konver-
giert auch die Reihe >.°° | 1. Thre Summe (die wir auf diese Weise nicht erhalten kénnen)

n=1n2"
ist iibrigens 72/6. Diese Reihe kann nun ihrerseits wieder als konvergente Majorante fiir
Reihen wie Z;’;l k% mit » > 2 dienen. n

Beispiel 17 Die Reihe Y 7, ﬁ divergiert, da die harmonische Reihe eine divergente Mi-
norante fiir diese Reihe ist. ]

Satz 17.13 (Quotientenkriterium) Sei (a,,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, # 0 fiir
alle hinreichend groffen n.

(a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

Y1) < o<1 fir alle k > N,
ag

so ist die Reihe E;O:O ay, absolut konvergent.
(b) Gibt es ein N € N so, dass

A1

ag

>1 firalle k> N,

so divergiert die Reihe Y pe  ay.
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Falls der Grenzwert ¢* = limy_, o existiert, so lafit sich das Quotientenkriterium

Ak+1
ag
auch so fassen:

Die Reihe Y 32 ay, konvergiert absolut fiir ¢* < 1, und sie divergiert fiir ¢* > 1.

Im Fall ¢* =1 ist keine Aussage moglich, wie die Reihen

i% und i% (17.2)
n=1 n=1

zeigen. In beiden Fillen ist ¢* = 1. Die erste Reihe divergiert aber, wihrend die zweite
konvergiert.

Satz 17.14 (Wurzelkriterium) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen.

(a) Wenn es ein g € (0,1) und ein N € N so gibt, dass

V0arl <q<1 fiir alle k> N,

s0 ist die Reihe Y - ay, absolut konvergent.
(b) Gibt es ein N € N so, dass

W >1 firallek > N,
so divergiert die Reihe Y - ay.
Existiert der Grenzwert ¢* := limy_ W , s0 kann man das Wurzelkriterium wie folgt
formulieren:
Die Rethe Y 37 o ay, ist absolut konvergent fiir ¢ < 1 und divergent fir ¢* > 1.

Fiir ¢* = 1 ist wieder keine Entscheidung moglich, wie die Reihen (17.2) zeigen. Die Sétze
17.13 und 17.14 werden mit dem Vergleichskriterium bewiesen, wobei die geometrische
Reihe als Vergleichsreihe dient. Ist etwa

Va] <g<1 firk>N,

so ist |ay| < ¢*, und Z,i“; N q" ist eine konvergente Majorante fiir ZZ‘; N k- ]
Beispiel 18 Fiir die Reihe ;2 | aj mit aj = E’;—,?; ist
a (R4 DI(E+1)1(2k)! (k+1)2 _ K +2k+1
ay (2k + 2)V kL K! (2k +1)(2k+2)  4k2 4+ 6k +2
Wegen limy, ., as:l =1 <1 konvergiert diese Reihe. =

Beispiel 19 Fiir alle # € R konvergiert die Reihe > 7 2—’: absolut, denn

. k41 ||
lim |—| = lim —— =
ajy k—oo k 4+ 1

k—oo
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17.5.3 Produkt von Reihen

Wir sehen uns nun noch Produkte von Reihen an. Das Produkt der beiden endlichen
Summen ag + ...+ a, und by + ... + by, ist gleich der Summe {iber alle Produkte a;b;
mit 0 <7 <nund 0 < j < m. Analog enstehen beim formalen Multiplizieren der Reihen
Yoo ar und Y77 by die Produkte

aobg (Lobl aob2
aiby aiby aiby

a2b0 agbl a2b2 (173)

Es ist keineswegs klar, wie diese Produkte in einer ,neuen® Reihe >~>° ¢, dem , Produkt*
der Reihen Y a; und > by, angeordnet werden sollen. Man kann aber zeigen, dass es auf
die Art der Anordnung iiberhaupt nicht ankommt, falls beide Reihen absolut konvergieren.
Insbesondere fiir Potenzreihen, die wir spiter kennen lernen, ist folgende Variante des
Durchlaufens der Produkte (17.3) interessant

ap bg (%) b 1 ap b2
arby arb aby
az bg az b] azbg

Die Summe der Elemente der n-ten Diagonale ist gerade ¢, := ZZ:O Uy 1.0

Definition 17.15 Sind Y > an, Y oo by 2zwei Reihen, so heifit die Reihe Y ° ¢, mit
= > 1 o tn—rby das Cauchy-Produkt der Ausgangsreihen.

Satz 17.16 Die Reihen .- a, und Y oo b, seien absolut konvergent. Dann ist auch
ihr Cauchy-Produkt Y ¢, absolut konvergent, und es gilt

(5 (54

n=0

Beispiel 20 Fiir z,y € R sind die Reihen Y07 ) £ und 07 % absolut konvergent (vgl.
Beispiel 19). Wir berechnen das Cauchy—Produkt dieser Reihen:

o= Zk'n— ._n‘zk'n— hyrt
n—. +
n‘z()k ' %

wobei wir die binomische Formel benutzt haben. Nach Satz 17.16 ist

Eod £
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