9. Ubung Mathematik I fiir ET

(G 34) a) Gegeben sei eine positiv orientierte Orthonormalbasis €7, €; der Ebene und die
Vektoren
5261+252, b:551+2€2

— -

Bestimmen Sie das Skalarprodukt (@|b), die Determinante det(d, b), Sinus und Cosinus
des Winkels ¢ = Z(d, b), den Flacheninhalt F' des Dreiecks mit Ecken O, @+ O, b+ O und
den Abstand d des Punktes b+ 0 von der Geraden mit Parameterdarstellung ra + O.

b) Gegeben sei eine positiv orientierte Orthonormalbasis €7, €, €3 des Raumes und die
Vektoren
6:€1+52+253, b:3€1+2€2+153, 5:251+€2+2€3

Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors @ x b und die Determiante det(a, b, ).

¢) Begriinden Sie, dass d = (@ x b) x & stets eine Linearkombination von @ und b ist und
geben Sie diese fiir die Vektoren aus b) an.

Losung a)

—. —,

@By =5+4=9, det(d,b)

2—-10= -8, cos¢p =9, singp = —8
F=|-8lj2=4, d=|—8|/|j] = =
’ NG

b)
@xb=—3¢ +5& — &, det(d,b,d)=—3

¢) Sind a, b linear abhéngig, so d = 0. Andernfalls ist 7 = @ x b Normalenvektor der von
a und b aufgespannten Ebene durch den Ursprung und d steht auf 7i senkrecht, liegt also
in der Ebene. Die Linearkomnination erhélt man nach Grassmann als

d=(@|db— (b|da="Tb—10a

(G 35) a) Seien a, 7 Vektoren des Raumes und ||@|| = 1. Zeigen Sie fiir jeden Punkt O,
dass ||@ x Z|| der Abstand des Punktes Z + O von der Geraden mit Paramaterdarstellung
ra+ O ist.

b) Seien @, b zueinander orthogonale Vektoren des Raumes, @ # 0 und O ein Punkt.
(i) Zeigen Sie: ||@ x (@ x b)|| = ||a]|> - ||B]
(i) Zeigen Sie, dass @ x (@ x b) = Ab fiir ein A < 0

(iii) Bestimmen Sie einen Vektor 7 mit @ x 7= b.

(iv) Zeigen Sie, dass die Punktmenge g = {f+ O | @ x = b} eine Gerade mit Rich-
tungsvektor @ ist



Losung. a) ||@ x Z|| ist die Flache des von O,d + O und & + O aufgespannten Paralle-
logramms. Die Grundseite hat Lénge ||d|| = 1, also ist ||@ x Z|| auch die Hohe, d.h. der
gesuchte Abstand.

b) (i) Wegen Orthogonalitét gilt

IS

l@ > (@ > b)| = llall - lla > bl = ljall - llal - |[ol

(ii) bund @=a x (a x b) stehen beide senkrecht auf den unabhiingigen Vektoren @ und

a x b also @ = Ab. Das Tripel a, a x b b ist negativ orientiert, a,,d X b ¢ positiv, also
A< 0.

(iii) Nach (i) und (ii):

]_ —
p=———=axb
2]
(iv) Sei p'+ O € g - nach (iii) gibts das. Dann @ (rﬁ—l—ﬁ):&xrﬁ%—&xﬁ:ﬁjtgzg,
also r@+p+0 € ¢. Ist umgekehrt @xZ=b, dann @ x (1 —p) =@xF—axp=b—b=0,

also 7 —p'=rd und ¥ = ra + p.

(G 36) Ein Tetraeder im Raum ist durch 4 Punkte gegeben, die nicht in einer Ebene
liegen. Je drei bestimmen ein Dreieck F;, eine Fliche des Tetreders, (i = 0,1,2,3). Fiir
jedes F; sei 1i; der Vektor senkrecht auf Fj, dessen Lénge die Dreiecksfliche |F;| ist und
der nach auflen zeigt. Zeigen Sie, dass gilt

ﬁ1+ﬁ2+ﬁg+ﬁ420

Hinweis: Wihlen Sie eine Ecke des Tetraeders als Ursprung O und die anderen als Z; + O
mit ¥y, T1, Ty positiv orientiert. Fertigen Sie eine Skizze an!

Losung: Fiir die Flache F; mit Ecken O, Z; 4+ O, and Z;41 + O (Indizes modulo 3) hat man
Up, = —Z; X Tin
Fiir Fy mitEcken ¥ 4+ O, 3 + O and 75 + O
Up, = (¥ — 1) X (¥3 — 21)
In der Summe
—T X Ty — X9 X T3 — T3 X T1 + (o — 71) X (¥3 — T)
= —T| X Tg — X9 X T3 — T3 X T + Tg X T3+ Ty X (—71) + =71 X T3 — &1 X (=21)
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