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9. Ubungsblatt zur
s, Mathematik II fiir ET, WI(ET), Spolnf, IkT,
IST, CE, Mechatronik*

Gruppeniibung

Aufgabe G30 (Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen)
Sei (f,,) eine Funktionenfolge von reellen Funktionen f,,: R O D — R und sei f eine weitere reelle
Funktion auf D. Kreuzen Sie alle allgemeingiiltigen Aussagen an.

Wenn (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, dann konvergiert (f,,) punktweise gegen f.

O

Wenn (f,,) punktweise gegen f konvergiert, dann konvergiert (f,,) gleichméfig gegen f.

X

Wenn (f,,) gleichméBig gegen f konvergiert, dann ist limy, . ||fn, — f|loc = 0.

X

Wenn limy, 0 || frn — flloo = 0 gilt, dann konvergiert (f,,) gleichméBig gegen f.

X

Wenn die Zahlenreihe Y7 || fn||oo konvergiert, dann kovergiert die Funktionenreihe 7 | fy,
punktweise.

X

Wenn die Zahlenreihe Y7, || fn||oo konvergiert, dann kovergiert die Funktionenreihe Y~ >° , f,,

gleichméfig.

0O Wenn die Funktionenreihe )7 | f,, punktweise konvergiert, dann konvergiert die Zahlenreihe
> net [ fnllso-

O Wenn die Funktionenreihe > | f,, gleichmiBig konvergiert, dann konvergiert die Zahlenreihe
> onzt | fnllso-

Fourierreihen: Fiir eine Funktion f: R — R mit Periode T" > 0 lautet die zugehorige Fourierreihe

oo
a 27 .21
30 + ng_l(an cos(?nx) + by, sm(?nx))
mit den Koeffizienten

2

/Tf() ) da, ne N
an = ; @) cos(znx) dz, n 0,

2 [T 2
by, = T/o f(z) sin(%nx) dx, n € N.
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Falls die Funktion gerade ist, d.h. f(z) = f(—=z) fiir z € R, dann ist

2 [T/ 2
an =2 - T, f(z) cos(%nw) dx

und b, = 0. Falls die Funktion ungerade ist, d.h. f(z) = —f(—x) fiir z € R, dann ist

2 [T/2 2
b, =2- T, f(z) sin(%nx) dx
und a, = 0.
Ist die Funktion f stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe fiir jedes z. An
allen Stetigkeitsstellen x von f stimmt der Grenzwert mit f(z) {iberein. An allen Sprungstellen x

; ; : flep)+flz—)
konvergiert die Reihe gegen 152002

Aufgabe G31 (Fourierreihen)
(a) Bestimmen Sie die Fourierreihen der 27-periodischen Funktionen

f:R—=R:z+ |sinz|
und
5 cos(3x)
5

Konvergieren die Fourierreihen? Stimmen sie mit der jeweiligen Funktion iiberein?

g R—>R:z—7m—e

(b) Seia € R und gelte 0 < a < 1. Bezeichne f, die 1-periodische Funktion, fiir die gilt

ful@) = 1 falls0<z<a
o PTV0 fallsa <<l

Skizzieren Sie die Funktion f, fiir a = 0.25 auf dem Intervall [—1, 2]. Bestimmen Sie dann die

Fourierreihe von f, (fiir allgemeines a). Konvergiert die Reihe? Bestimmen Sie gegebenenfalls
die Grenzfunktion und iiberpriifen Sie, ob diese mit f, iibereinstimmt.
Tipp: Es gilt

sin(x) cos(y) = %(sin(w —y) +sin(z + y)).

Loésung:
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(a) Da f eine gerade Funktion ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N und

an = % /07r f(x) cos(nz) dx = % /07r sin(z) cos(nx) dx

= - /0 §(sin(x —nz) +sin(x + nx)) dr

1 ™
= — / sin(z(1 —n)) +sin(z(1 4+ n)) dx
T Jo
firn#1 1 [—cos(z(l—n)) N —cos(z(1+n))]"
N T 1—n 14+n 0
1 S LSO B (B L s | -1
_ 1 B B . — (—1)* fi 7
7r< T + T —n 1tn wobei cos(km) = (—1)" fiir k €
I A e R R
B m\l-n 14+n 1-n 1+n
1 2 2
— (=1
T <( ) 1-n%2 1- n2)
_ ﬂ(lfnz,) falls n gerade
0 falls n ungerade
fiir n # 1. Fiir den Koeffizienten aq gilt
1 [7 1 ["
ay; = / sin(z(1 —1)) +sin(z(1 + 1)) de = / sin(2z) dx = 0.
T Jo T Jo

Daher lautet die Fourierreihe von f

Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe und stimmt
mit f iiberein.
Die Funktion g ist bereits selbst eine (abbrechende/endliche) Fourierreihe, sodass die Ko-

effizienten (ohne Rechnung) abgelesen werden kénnen. Die Summe der Fourierreihe von g
stimmt also mit g {iberein. Die Koeffizienten sind alle Null auler ap = 27 und a3 = _762

(b) Fiir die Koeffizienten der Fourierreihe gilt

2 1 a
ag = / fa(z) cos(0) dx = 2/ 1dz = 2a,
L Jo 0

2 1 “ sin(27nz)]*
an, = — [ falz)cos(2mnz)dxr =2 | cos(2mnx)dr =2 | ———F
1 0 0 2mn 0
_ sin(27na)
N m™m
2 1 a J(2 a
b, = = [ fulz)sin(2mnz)dr = 2/ sin(2mnx) de = 2 _ cos(2mna)
1 0 0 2mn 0
1 —cos(2mna)
B ™m '
Daher lautet die Fourierreihe von f,
oo .
2 1-— 2
a+ Z sin(2mna) cos(2mnx) + 1 = cos(2mna) sin(2mnx).

™ ™
n=0
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Da die Funktion f, stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert ihre Fourierreihe. An allen
Stetigkeitsstellen von f, stimmt die Grenzfunktion mit f, iiberein. An allen Sprungstellen z
konvergiert sie gegen M Die Sprungstellen sind durch alle x = 0+k und x = a+k
mit k € Z gegeben. An jeder dieser Stellen z ist

fa(@g) + falz=) _0+1 1

2 2 2

Die Fourierreihe von f, konvergiert also gegen die 1-periodische Funktion f,, fiir die

% falls x =0 oder x = a
falx) =< 1 fallsO<z<a
0 fallsa<z<1

gilt.
Daher unterscheiden sich an den Stellen £ = 0+ k und z = a + k£ mit k € Z die Fourierreihe
und die Funktion f,.

Aufgabe G32 (Quotienten von Potenzreihen)
Entwickeln Sie die Funktion h: R — R mit

T
h(z) = ———
in eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt 0 und bestimmen Sie deren Konvergenzradius.

Tipp: Fassen Sie z und 2*+1 als Potenzreihen auf und benutzen Sie Satz 25.17 iiber den Quotienten

von Potenzreihen.

Losung: Die Funktion f(z) = x 148t sich als Potenzreihe ) ° ;a,z™ mit den Koeffizienten
a; = 1 und a, = 0 fiir n # 1 auffassen und g(z) = 2* + 1 als Potenzreihe >0 o bpa™ mit den
Koeffizienten by = 1, by =0, b =0, b3 =0, by = 1 und b, = 0 fiir n > 4.

Da by # 0 ist, 148t sich nach Satz 25.17 L in eine Potenzreihe um 0 mit positiven Konvergenzradius
entwickeln. Bezeichnen c¢,, die Koeffizienten dieser Reihe, dann gilt

Do @n" ZC
Z?obﬂf” n

bzw.

n=0

Aufgrund des Koeffizientenvergleichs und des Cauchyprodukts ist
ap = bpco + ...+ bocy,.

Da by = 1 gilt, folgt

Cp = Qp — bpco— ... — bicp—1.
Daher gilt fiir n =0
Co = apg = 0,
firn=1
c1 =a; —bieop =1,
fir n =2

c2 = ag — bacy — bicy =0,
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firn=3
C3 = a3z — bgco — bQCl — blcg =0

und fiir n > 3
Cp = —bscn_g4 = —Cy_4.

Wegen ¢; = 1 gilt also ¢5 = —1, cg = 1, c13 = —1, ¢17 = 1 usw., alle anderen Koeffizienten sind 0.

Das heif3t also:
. { (—1)* falls n = 4k + 1 fiir ein k € Ny

0 sonst.

Daraus folgt, daf3 sich durch die Potenzreihe

_ZT
441
)

2(_1)711,471—}—1

n=0

darstellen 148t.
Obwohl die Potenzreihen von f und ¢ beide auf ganz R konvergieren, ist der Konvergenzradius

der Potenzreihe von g nur 1, wie wir wie folgt sehen: Es gilt

limsup ¢, = 1,
n—oo
sodass der Konvergenzradius nach dem Wurzelkriterium (Satz 25.10) durch (lim sup,, ., ¢n) ! =1
gegeben ist.
(Alternativ: Die Reihe ldsst sich umschreiben zu einer geometrischen Reihe:

YDttt =gy ()t =2y (—at),
n=0 n=0 n=0

die fiir | — 2*| < 1, also fiir |z| < 1 konvergiert.)

Abgabe der Hausiibungen: Am Freitag den 19. Juni 2009 vor der Ubung.
(Korrekturen zu diesem Ubungsblatt bitte an Michael Klotz, kl...Qmath...tik.tu-darmstadt.de)



