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11. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 37) (Eigenwerte & Eigenvektoren geometrisch)

Sei a € R3\ {0} und « € [0, 27). Bezeichne ¢ die lineare Abbildung, die eine Drehung um
den Vektor a mit dem Winkel « darstellt. Sei £, = {z € R | a’z = 0} die durch den
Normalenvektor a definierte Ebene und v die lineare Abbildung, die eine Spiegelung an
jener beschreibt.

Geben Sie die reellen Eigenwerte und die dazugehorigen Eigenvektoren von ¢ und ) an.
Verzichten Sie dabei auf eine explizite Berechnung der darstellenden Matrizen, sondern
schlieBen Sie dies aus geometrischen Uberlegungen.

LOsuNG: In Abhéngigkeit von o werden drei Fille unterschieden:

1. Fall (o = 0): In diesem Fall ist ¢ die Identitiit. Daher gilt fiir alle x € R3 (x) = z. Das heifit
1 ist der einzige Eigenwert von ¢ und R3\ {0} ist die Menge der dazugehorigen Eigenvektoren.

2. Fall (aw = 7 ): Vektoren, die parallel zu a sind, bleiben durch die Drehung unveréindert. Daher
ist {ua | € R\ {0}} die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1.

Jeder zu a orthogonale Vektor wird auf den Vektor, der genau in die entgegengesetzte Richtung
zeigt, abgebildet. Seien z und y zwei linear unabhéngige und zu a orthogonale Vektoren. Dann
ist {ux + vy | p,v € R} \ {0} die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert —1.

3. Fall (o € (0,27)\{7}): Vektoren, die parallel zu a sind, bleiben durch die Drehung unveréandert.
Daher ist die Menge {pa | p € R\ {0}} die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1.

Alle iibrigen Vektoren werden nicht auf ein Vielfaches ihrer selbst abgebildet. Daher besitzt ¢
keine weiteren Eigenwerte und Figenvektoren.

Fiir ¢ gilt, daf§ alle Vektoren, die in der Ebene E, liegen, durch die Spiegelung nicht verédndert
werden. Daher ist E, \ {0} die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1.

Jeder Vektor der parallel zu a ist (und damit senkrecht auf der Ebene E, steht), wird auf den
Vektor, der in die entgegengesetzte Richtung zeigt, abgebildet. Daher ist {pa | p € R\ {0}} die
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert —1

(G 38) (Eigenwerte & Eigenvektoren)

Gegeben sei

-1 -3 -3
A=\ -2 -1 -2
2 3 4

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.



(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren.

(c) Geben Sie eine Diagonalmatrix D und eine Matrix S an, so dass S™'AS = D gilt.
LosuNaG: (a)

“1-x -3 -3 “1-A -3 -3
det(A — A\E) = det -2  —1-Xx =2 = det -2  —-1-X =2
2 3 4—-A 0 2—X 2-—-)
=(=1=X)-((-1=XN2=-XN+2(2=X)+2-(=32=XN)+3(2-21))
— 2= AN ).

Also ist P4(A) = (1 +A)(1 = X)(2— ).

(b) Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, also \; = —1,
Ao =1, A3 =2.

Die zu \; gehorenden Eigenvektoren ergeben sich als Losung der Gleichungssysteme (A —
XNiE)v; = 0, i = 1,2,3. Zu beachten ist noch, dass der Nullvektor per Definition nie ein
Eigenvektor ist.

A1 = —1: In diesem Fall ist (A + E)v; = 0 zu 16sen.

0 -3 =-3|0 01 10
-2 0 2|0 |~ 10 1|0
2 3 5|0 0 0 0|0
Also ist
1
vi=p-| 1|, peR\{0}
-1
Ao = 1: Hier ist (A — E)va = 0 zu 16sen.
-2 -3 =-3|0 1 1 1(0
-2 -2 -2|0|]~1011]0
2 3 3|0 0 0 0|0
Somit
0
vy = p 1|, peR\ {0}
—1
Az = 2: Jetzt ist (A — 2E)vs = 0 zu betrachten.
-3 -3 =3|0 1 1 1|0
-2 -3 2|0 |]~1010]0
2 3 2|0 0 0 0|0
Also
1
U3 =W 0 7IUGR\{O}



(c) Es gilt ST1AS = D fiir

-1 0 0 1 0 1
D= o10], S= 1 1 0
00 2 -1 -1 -1

(G 39) (Bestimmung einer Jordannormalform)
Betrachten Sie die Matrix

10

B:=101

1
1
0 01

(i) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte (mit algebraischer
und geometrischer Vielfachheit) sowie die Eigenvektoren von B.
(il) Wie muss die Jordannormalform von B aussehen? (Dies kénnen Sie aus (i) schliefien)

(iii) Kann man den Eigenvektor (1,0,0)T zu einer Jordankette der Liinge 2 ergiinzen?

(iv) Was wire eine bessere Vorgehensweise, um eine Jordankette der Linge 2 zum Eigen-
wert 1 zu bestimmen? Schreiben Sie dazu hin, was fiir zwei Vektoren vy, vy gelten muss,
damit vy, vy eine Jordankette bilden. Geben Sie dann eine solche Jordankette vy, v9 an.

(v) Ergénzen Sie nun vy, vy durch einen linear unabhéngigen Eigenvektor zu einer Basis
{v1,v9,v3} und geben Sie die Matrix B beziiglich dieser Basis an.

LosuNG: (i) Das charakteristische Polynom ist durch
pe(A) = (1 - )\)3

gegeben. Der einzige Eigenwert ist somit 1 mit algebraischer Vielfachheit drei. Um die Ei-
genvektoren zu bestimmen betrachten wir

0
ker(B — E) =ker | 0
0

o o O

1
1
0

1 0
Wir erhalten also zwei linear unabhéngige Eigenvektoren (0) und (1) Somit hat der
0 0

Eigenwert 1 geometrische Vielfachheit zwei.

(ii) Aus der algebraischen und geometrischen Vielfachheit ldsst sich schlieBen, dass die Jordan-

110
normalform von B folgendermaflen aussieht: J =10 1 0
0 0 1

1
(iii) Um den Vektor (0) zu einer Jordankette der Linge zwei zu ergénzen, miissen wir einen
0

0 1
1
Vektor ve bestimmen, so dass (B — E)vy = |0 1| v = (0) gilt. Diese Gleichung
0 0 0

0
0
0
1
besitzt allerdings keine Losung, also kann man (0) nicht zu einer Jordankette der Linge
0

zwel ergidnzen.
(iv) Wir suchen zwei Vektoren vy, v9 so, dass vy ein Eigenvektor ist und (B — E)ve = v1 gilt. Eine

bessere Vorgehensweise als in (iii) ist mit einem Vektor vs zu starten, der kein Eigenvektor

1
Eigenvektor und wir haben eine Jordankette vy, vo gefunden.

0 1
ist, z.B. v = [ 0 |.Dann berechnen wir v; = (B — E)vy = (1 ) Der Vektor v ist nun ein
0



1
(v) Wir ergéinzen wvy,ve durch einen linear unabhéngigen Eigenvektor, z.B. v3 = [ 0 |, und

0
erhalten eine Basis vy, vo, v3. Beziiglich dieser neuen Basis ist B nun in Jordannormalform
gegeben, d.h.

1 10
J=S"'BS=|(0 1 0},
0 01
wobei

n

Il
e e
= o O
O = O

(G 40) ( Jordannormalform)

Geben Sie reelle Matrizen A; in Jordannormalform mit den folgenden Eigenschaften an:

(a) A; hat Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 3 und geometrischer Vielfachheit 1.
(b) As hat Eigenwert —1 mit algebraischer Vielfachheit 3 u. geometrischer Vielfachheit 2.

(¢) As hat Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1
und Eigenwert —2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1.

LOsuNG: Aus den Vielfachheiten der Eigenwerte lassen sich die folgenden Informationen iiber die
Jordanblécke ablesen:

e Die Summe der algebraischen Vielfachheiten muss gleich der Raumdimension sein, damit
eine Jordannormalform existiert.

e Die algebraische Vielfachheit ist die Summe der Gréflen der Jordanblocke zum entsprechen-
den Eigenwert.

e Die geometrische Vielfachheit ist die Anzahl der Jordanblécke zum entsprechenden Eigen-
wert.

Mogliche Losungen sind somit:

1 10
(a) A1 == 0 1 1
0 01

0 0 -1
21 0 0
02 0 0
(€ As=1g g _o 1
00 0 -2



