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9. Ubungsblatt zur
s, Mathematik II fiir ET, WI(ET), Spolnf, IkT,
IST, CE, Mechatronik*

Gruppeniibung

Aufgabe G30 (Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen)
Sei (f,,) eine Funktionenfolge von reellen Funktionen f,,: R O D — R und sei f eine weitere reelle
Funktion auf D. Kreuzen Sie alle allgemeingiiltigen Aussagen an.

Wenn (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, dann konvergiert (f,,) punktweise gegen f.

O

Wenn (f,,) punktweise gegen f konvergiert, dann konvergiert (f,,) gleichméfig gegen f.

X

Wenn (f,,) gleichméBig gegen f konvergiert, dann ist limy, . ||fn, — f|loc = 0.

X

Wenn limy, 0 || frn — flloo = 0 gilt, dann konvergiert (f,,) gleichméBig gegen f.

X

Wenn die Zahlenreihe Y7 || fn||oo konvergiert, dann kovergiert die Funktionenreihe 7 | fy,
punktweise.

X

Wenn die Zahlenreihe Y7, || fn||oo konvergiert, dann kovergiert die Funktionenreihe Y~ >° , f,,

gleichméfig.

0O Wenn die Funktionenreihe )7 | f,, punktweise konvergiert, dann konvergiert die Zahlenreihe
> net [ fnllso-

O Wenn die Funktionenreihe > | f,, gleichmiBig konvergiert, dann konvergiert die Zahlenreihe
> onzt | fnllso-

Fourierreihen: Fiir eine Funktion f: R — R mit Periode T" > 0 lautet die zugehorige Fourierreihe

oo
a 27 .21
30 + ng_l(an cos(?nx) + by, sm(?nx))
mit den Koeffizienten

2

/Tf() ) da, ne N
an = ; @) cos(znx) dz, n 0,

2 [T 2
by, = T/o f(z) sin(%nx) dx, n € N.
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Falls die Funktion gerade ist, d.h. f(z) = f(—=z) fiir z € R, dann ist

2 [T/ 2
an =2 - T, f(z) cos(%nw) dx

und b, = 0. Falls die Funktion ungerade ist, d.h. f(z) = —f(—x) fiir z € R, dann ist

2 [T/2 2
b, =2- T, f(z) sin(%nx) dx
und a, = 0.
Ist die Funktion f stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe fiir jedes z. An
allen Stetigkeitsstellen x von f stimmt der Grenzwert mit f(z) {iberein. An allen Sprungstellen x

; ; : flep)+flz—)
konvergiert die Reihe gegen 152002

Aufgabe G31 (Fourierreihen)
(a) Bestimmen Sie die Fourierreihen der 27-periodischen Funktionen

f:R—=R:z+ |sinz|
und
5 cos(3x)
5

Konvergieren die Fourierreihen? Stimmen sie mit der jeweiligen Funktion iiberein?

g R—>R:z—7m—e

(b) Seia € R und gelte 0 < a < 1. Bezeichne f, die 1-periodische Funktion, fiir die gilt

ful@) = 1 falls0<z<a
o PTV0 fallsa <<l

Skizzieren Sie die Funktion f, fiir a = 0.25 auf dem Intervall [—1, 2]. Bestimmen Sie dann die

Fourierreihe von f, (fiir allgemeines a). Konvergiert die Reihe? Bestimmen Sie gegebenenfalls
die Grenzfunktion und iiberpriifen Sie, ob diese mit f, iibereinstimmt.
Tipp: Es gilt

sin(x) cos(y) = %(sin(w —y) +sin(z + y)).

Loésung:
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(a) Da f eine gerade Funktion ist, gilt b, = 0 fiir alle n € N und

an = % /07r f(x) cos(nz) dx = % /07r sin(z) cos(nx) dx

= - /0 §(sin(x —nz) +sin(x + nx)) dr

1 ™
= — / sin(z(1 —n)) +sin(z(1 4+ n)) dx
T Jo
firn#1 1 [—cos(z(l—n)) N —cos(z(1+n))]"
N T 1—n 14+n 0
1 S LSO B (B L s | -1
_ 1 B B . — (—1)* fi 7
7r< T + T —n 1tn wobei cos(km) = (—1)" fiir k €
I A e R R
B m\l-n 14+n 1-n 1+n
1 2 2
— (=1
T <( ) 1-n%2 1- n2)
_ ﬂ(lfnz,) falls n gerade
0 falls n ungerade
fiir n # 1. Fiir den Koeffizienten aq gilt
1 [7 1 ["
ay; = / sin(z(1 —1)) +sin(z(1 + 1)) de = / sin(2z) dx = 0.
T Jo T Jo

Daher lautet die Fourierreihe von f

Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe und stimmt
mit f iiberein.
Die Funktion g ist bereits selbst eine (abbrechende/endliche) Fourierreihe, sodass die Ko-

effizienten (ohne Rechnung) abgelesen werden kénnen. Die Summe der Fourierreihe von g
stimmt also mit g {iberein. Die Koeffizienten sind alle Null auler ap = 27 und a3 = _762

(b) Fiir die Koeffizienten der Fourierreihe gilt

2 1 a
ag = / fa(z) cos(0) dx = 2/ 1dz = 2a,
L Jo 0

2 1 “ sin(27nz)]*
an, = — [ falz)cos(2mnz)dxr =2 | cos(2mnx)dr =2 | ———F
1 0 0 2mn 0
_ sin(27na)
N m™m
2 1 a J(2 a
b, = = [ fulz)sin(2mnz)dr = 2/ sin(2mnx) de = 2 _ cos(2mna)
1 0 0 2mn 0
1 —cos(2mna)
B ™m '
Daher lautet die Fourierreihe von f,
oo .
2 1-— 2
a+ Z sin(2mna) cos(2mnx) + 1 = cos(2mna) sin(2mnx).

™ ™
n=0
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Da die Funktion f, stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert ihre Fourierreihe. An allen
Stetigkeitsstellen von f, stimmt die Grenzfunktion mit f, iiberein. An allen Sprungstellen z
konvergiert sie gegen M Die Sprungstellen sind durch alle x = 0+k und x = a+k
mit k € Z gegeben. An jeder dieser Stellen z ist

fa(@g) + falz=) _0+1 1

2 2 2

Die Fourierreihe von f, konvergiert also gegen die 1-periodische Funktion f,, fiir die

% falls x =0 oder x = a
falx) =< 1 fallsO<z<a
0 fallsa<z<1

gilt.
Daher unterscheiden sich an den Stellen £ = 0+ k und z = a + k£ mit k € Z die Fourierreihe
und die Funktion f,.

Aufgabe G32 (Quotienten von Potenzreihen)
Entwickeln Sie die Funktion h: R — R mit

T
h(z) = ———
in eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt 0 und bestimmen Sie deren Konvergenzradius.

Tipp: Fassen Sie z und 2*+1 als Potenzreihen auf und benutzen Sie Satz 25.17 iiber den Quotienten

von Potenzreihen.

Losung: Die Funktion f(z) = x 148t sich als Potenzreihe ) ° ;a,z™ mit den Koeffizienten
a; = 1 und a, = 0 fiir n # 1 auffassen und g(z) = 2* + 1 als Potenzreihe >0 o bpa™ mit den
Koeffizienten by = 1, by =0, b =0, b3 =0, by = 1 und b, = 0 fiir n > 4.

Da by # 0 ist, 148t sich nach Satz 25.17 L in eine Potenzreihe um 0 mit positiven Konvergenzradius
entwickeln. Bezeichnen c¢,, die Koeffizienten dieser Reihe, dann gilt

Do @n" ZC
Z?obﬂf” n

bzw.

n=0

Aufgrund des Koeffizientenvergleichs und des Cauchyprodukts ist
ap = bpco + ...+ bocy,.

Da by = 1 gilt, folgt

Cp = Qp — bpco— ... — bicp—1.
Daher gilt fiir n =0
Co = apg = 0,
firn=1
c1 =a; —bieop =1,
fir n =2

c2 = ag — bacy — bicy =0,
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firn=3
C3 = a3z — bgco — bQCl — blcg =0

und fiir n > 3
Cp = —bscn_g4 = —Cy_4.

Wegen ¢; = 1 gilt also ¢5 = —1, cg = 1, c13 = —1, ¢17 = 1 usw., alle anderen Koeffizienten sind 0.

Das heif3t also:
. { (—1)* falls n = 4k + 1 fiir ein k € Ny

0 sonst.

Daraus folgt, daf3 sich durch die Potenzreihe

_ZT
441
)

2(_1)711,471—}—1

n=0

darstellen 148t.
Obwohl die Potenzreihen von f und ¢ beide auf ganz R konvergieren, ist der Konvergenzradius

der Potenzreihe von g nur 1, wie wir wie folgt sehen: Es gilt

limsup ¢, = 1,
n—oo
sodass der Konvergenzradius nach dem Wurzelkriterium (Satz 25.10) durch (lim sup,, ., ¢n) ! =1

gegeben ist.
(Alternativ: Die Reihe lédsst sich umschreiben zu einer geometrischen Reihe:

YDttt =gy ()t =2y (—at),
n=0 n=0 n=0

die fiir | — 2*| < 1, also fiir |z| < 1 konvergiert.)
Hausiibung

Aufgabe H28 (Fourierreihen) (246 Punkte)
(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe der 2m-periodischen Funktion

f:R—R, =z sin(z)cos(z).

Stimmen Fourierreihe und Funktion {iberein?
(b) Wir betrachten die 4-periodische Funktion g: R — R mit

2
g(x) = xsin(%x) falls =2 <z < 2.

Bestimmen Sie ihre Fourriereihe. Konvergiert die Reihe? Bestimmen Sie gegebenenfalls ihre
Grenzfunktion. (Beachten Sie auch den Tipp aus der Gruppeniibung.)

Warnung: Beachten Sie, dass die angegebene Formel nur auf dem Intervall [-2,2] giiltig ist.
Die periodische Fortsetzung lésst sich nicht direkt durch diese Formel beschreiben. Tipp:
Wenn Sie dariiber nachdenken, ob die Funktion vielleicht zufillig gerade oder ungerade ist,
konnen Sie geschickter vorgehen.

Losung:
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(a)

(b)

Es gilt sin(z) cos(x) = 3 sin(2z). Folglich sind alle Koeffizienten der Fourierreihe von f Null
aufler by = %
Offensichtlich stimmt die Fourierreihe mit der Funktion f {iberein.

Wir berechnen die Koeffizienten der Fourierreihe: Da die Funktion g gerade ist, sind alle
Koefizienten b,, gleich 0. Wir haben

2 1 2
ap = / g(x) Cos(zﬂmc) dz,
0

4
bzw. — da g gerade ist — auch einfacher:
2 [? 2 2 2 2
a, = 2- / g(z) cos(lnx) dz :/ xsin(—ﬂx) cos(—ﬂnm) dx
1/, 4 0 4 4

2
= /0 %:B(sim(%rx(l—n))+sm(24 z(1+n)))dz

1 om 1 om
= /02:Bsm(4m(1—n))+/0 §xsm(zx(1—|—n))daj.

Wir berechnen zunéchst das Integral fo s2sin(2fz(1 — n)) dz mittels partieller Integration:

1 cos(Fa(l—-n)]" 2 1ecos(ZFe(l - n)
[ —x ]—/0 dx

2
1 27
—zsin(—z(l —n))dz = = =
/0 2 4 ) 2 24(1—n) 2 24(1—n)

2

)

0

_cos(m(1 —mn)) N }sm(fr z(1—n))
1w |2 (F0-n)p
fir n # 1 (d.h., a1 ist separat auszurechnen). Der Ausdruck cos(m(1 — n)) ist gleich 1 fiir

ungerades n und ist gleich (—1) fiir gerades n. Der zweite Summand verschwindet ganz,
sodass wir

21 n
/0 5gcsm(ZJU(l —n))dz = 2 =D m(1—n)

2w — ﬂ(in) fiir ungerades n 2
=n) fiir gerades n

erhalten. Im zweiten Integral fo fasin(Z (1 + n)) dx tritt (1 + n) anstelle von (1 —n) auf.
Da diese beiden Zahlen (unabhéngig von n) stets die gleiche Paritéit haben (d.h., dass beide
gerade oder beide ungerade sind), ergibt sich ganz analog

2
/O;xsm(i 2(1 4 1)) dz = (—1)”%

und daher
2 2

an = (—1)nm+(—1)nm

2 1+n 1—-n 4
= (-1 = (-1)"——.
( )w<a—ma+nf*u—mu+nﬁ U e
(Insbesondere ist ag = 2.) Berechnen wir noch as:
2 2 2 21 2
ap = /0 msin(f&:) cos(fa:) dx = /0 3% sin(2 - %m) dx

2 2 2
= ;/ zsin(rzr) dz = ! {_xcos(ﬂx)} — 1/ _cos(ma) dx
0 0

2 T 0 2 T
_ cos(2m) n 1 [sin(rz)]? 1 0= 1
- T 2 T 0 oo oo
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Folglich ist die Fourierreihe durch

= 27 o 2 1
?0 2 (an cos(zmc) + by, sm(znx)) T coa )+ Z m cos(nx))
gegeben.
Konvergenzfrage: Offensichtlich ist die Funktion g stiickweise glatt. Wegen
2 2
(—2) sin(— - (—2)) = 0 = 2sin(— - 2)
4 4
ist sie auch stetig. Daher konvergiert die Fourierreihe von g gegen g.
Aufgabe H29 (Potenzreihen und Differentiation) (14242 Punkte)
Gegeben sei die Potenzreihe
oo
5
n=0
mit ap = 2009 und a,, = % fir alle n > 0.
(a) Ermitteln Sie den Konvergenzradius p.
(b) Sei f(x) := >07 apx™ fiir € | — p, p[. Bestimmen Sie jeweils eine Potenzreihe fiir die
Ableitungen f’ und f”. Was wissen Sie iiber den Konvergenzradius der abgeleiteten Potenz-

reihen?

(¢) Bestimmen Sie eine explizite Funktionsvorschrift fiir die Ableitungsfunktion f’ (d.h., bestim-
men Sie die Summe der Reihe). Bestimmen Sie mit ihrer Hilfe dann auch die Summen der
Reihen von f und f”.

Loésung:
(a) Wir haben

. w7
nh—{go |an| T nSoo \F

weshalb sich mit dem Wurzelkriterium der Konvergenzradius

p=(lim {/fa)) ' =1

n—oo

= 1

ergibt.

(b) Nach Satz 25.13 ergeben sich die Potenzreihen durch formales Ableiten und die Konvergenz-
radien sind wieder p = 1. Fiir z € R mit |z| < 1 haben wir also:

/ - - n nfl G n
CID DI ST P
n=1 n=1 n=0
9]

fa) = Y na"! Z (n+ 1)z
n=1

(c) Die Reihe f(z) = 320°, 2™ ist eine geometrische Reihe mit Summe f'(z) = 2. Damit ist

. n " o —%(1—33) o 1
Z(n+1)$ - f (‘T) - (dl—l’)Q - (1_1,)2

n=0
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und
00 x
> " = f@) = FO)+ [ Fo)d - a0+/1tdt
n=0 0 N
d
—=(1—t
= 2009—/dt§t)dt = 2009 — [In]1 —¢];
0
— 2009 — In |1 — 2] “=""2009 — (1 - 2)
Aufgabe H30 (Potenzreihen und Integration) (3 Punkte)

Nehmen Sie an, dass es eine Potenzreihe > ; apa™ (mit ap = 1 und) mit positiven Konver-
genzradius p gibt, fir die die entsprechende Funktion f(z) := ) 7, apz™ mit z € | — p, p[ die
Eigenschaft

/f(t)dt:f(x)—ao fir alle z € | — p, p|

hat. Bestimmen Sie die Koeffizienten der Potenzreihe, indem Sie diese gliedweise integrieren und
einen Koeflizientenvergleich durchfithren. Was ist das fiir eine Reihe und warum ist dieses Ergebnis
nicht verwunderlich?

Losung: Gliedweises Integrieren ergibt:

/f 1 axn—i-l:ila 1xn
n+1" n
n= 0 n=1
Die geforderte Eigenschaft von f bedeutet also
oo
DETREE I
n=1

woraus sich durch Koeffizientenvergleich die Bedingung

1
an = —Qp—1
n

fiir alle n > 1 ergibt. Durch diese rekursive Beschreibung der Koeflizienten léasst sich schnell
einsehen, dass a,, = %ao fiir alle n € N gilt. Die Potenzreihe ist also durch

oo
1
> o’
e
gegeben, d.h.,
> 1
Z —' = ape” (= €").

(Der Konvergenzradius ist also p = 00.) Das Ergebnls ist nicht verwunderlich, da wir die Exponen-
tialfunktion gerade als die Funktion kennengelernt haben, die mit ihrer Ableitung iibereinstimmt.

(Aus f(z) = /() folgt f £(t) bff’(t) dt = f(z) — £(0).)

Abgabe der Hausiibungen: Am Freitag den 19. Juni 2009 vor der Ubung.
(Korrekturen zu diesem Ubungsblatt bitte an Michael Klotz, kl...@math...tik.tu-darmstadt.de)



