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8. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 26) (Punkweise und gleichmiflige Konvergenz)

Untersuche die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméfige
Konvergenz:

n = na? . T
() fo= V0223, we[0,5; (b)Y 5— xe[01; (g =sin-, zeR

n3 + a3’ n
n=1

LOsuNnG: (a) Fur z € (0,5] gilt:

lim V/n?z% = lim (/n)?- ¥z = (lim ¢/n)? - (lim ¢z)¥=1-1=1

n—oo n—oo n—oo n—oo
Fir x =0 ist

lim Vn2-23= lim Y0=0

n—oo n—oo

Also ist (f,) punktweise konvergent auf [0,5] mit der Grenzfunktion
0 z=0
f(z) = fiir :
1 z € (0,5]

Da f nicht stetig ist, aber f, fiir jedes n € N stetig auf [0,5] ist, kann (f,) auf [0,5] nicht
gleichméfig konvergieren.

(b) Fiir alle z € [0, 1] gilt:

= na? > = n
Zn3+x3 Zn3+x3<zn3 n?
n=1 n= n=1
o0
Da n—lg konvergiert, konvergiert die Funktionenreihe gleichméfig auf [0,1] nach Satz 25.2.
n=1

Damit konvergiert sie insbesondere auch punktweise.
(c) Fiir alle z € R gilt lim ¥ = 0 und da die Sinus-Funktion stetig ist, folgt
n—oo

lim sin(~) = sin(0) = 0

n—o0 n



fiir alle x € R. Also konvergiert (g,) punktweise gegen die Nullfunktion. Die Konvergenz ist
aber nicht gleichméfig, denn:
Setzen wir x,, = %, dann gilt g, (z,) = sin(5) = 1 for all n € N. Also folgt
lim [lga(2) — 9(2) oo = 1 [lga(@)lloe > lim 1=1>0
oo n—oo n— o0

n—

Damit kann (gy,), nicht gleichméfig konvergieren.

(G 27) (Potenzreihen)

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der nachfolgenden Potenzreihen:

(i) Z?’Zn”fn (ii) Z—(x;l)n und (i) Z—(_§Zf)n.

Wie sieht bei der zweiten Reihe das Konvergenzverhalten auf dem Rand des Konvergenz-
intervalls aus? Geben Sie alle x € R an, fiir die die Potenzreihen konvergieren.

LosuNG: (i) Seien a, die Koeffizienten der ersten Potenzreihe. Dann gilt

_ 3n”
a/n -_— %.
Fiir den Konvergenzradius R gilt
a n’
_ . _ . 2n! _ . —
=l || = s ey | = o (e Dy
2(n+1)!

oo 3nTz™
n=1 2n!

Folglich konvergiert die Potenzreihe ) fir alle z € R.

(ii) Seien b,, die Koeffizienten der zweiten Potenzreihe. Dann gilt

1

by, = —.
n

Fiir den Konvergenzradius R gilt
1
oy 1
R= lim — lim || = lm 2 o1
n— oo bn-i-l n—oo s n—oo n

Am linken Rand des Konvergenzintervalls (z = 0) lautet die Potenzreihe ) 7, # Dies

ist die alternierende harmonische Reihe, die bekanntlich konvergent ist. Am rechten Rand

des Konvergenzintervalls (z = 2) lautet die Potenzreihe > >° | % Dies ist die harmonische

Reihe, die bekanntlich divergent ist. Daraus folgt, daf die Potenzreihe » (m_nl)n fir alle
x € [0,2) konvergiert.
(iii) Seien ¢, die Koeffizienten der dritten Potenzreihe. Dann gilt
(—4n)"
T o8
Fiir den Konvergenzradius R gilt
—1
\/7 —~ =
1 1 V2n3 V2n3
R= lim —— = lim ————— = lim —— = lim ——~ =
n—oo ‘Cn| n—oo ‘(f4n)” n—oo n/(4n)n n—oo 4n
2n3

oo (—4nx)™

Folglich konvergiert die Potenzreihe ) > | o5 — nur fiir o = 0.



(G 28) (Funktionenfolgen und Integration)

Sei

n x<
fn.(O,l)HR.xH{ 0 >

S|=3 =

(a) Gegen welche Funktion konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise?
(b) Konvergiert die Funktionenfolge f,, gleichméBig?

(c) Berechnen Sie
1 1
/ lim f,(x)dz und  lim fo(z)dx
g "N n—00 Jo
und vergleichen Sie die Werte. Geben Sie auch eine Begriindung an.
(d) Sei a € (0,1). Berechnen Sie

/1 lim f,(x)dz und lim 1fn(x)dx

n—oo n—oo a

und vergleichen Sie die Werte. Geben Sie auch eine Begriindung an.
LosuNG:  (a) Sei z € (0,1). Fiir alle n € N grofier als L gilt
fn(z) =0.

Daraus folgt
lim f,(z) =0 fiir alle z € (0,1).
n—oo

Folglich konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise gegen die Funktion

f:(0,1) = R:z+—0.

(b) Die Funktionenfolge f, konvergiert gleichmiflig gegen f, wenn
lim ||fn — flloo =0
n—oo
gilt.
Da f =0 ist, gilt

lm ||fn — flloo = lim ||fn]loo = lim  sup

fal@)| = lim n =00 #0
Daher konvergiert f,, nicht gleichmdfig.
(¢) Aus lim,, .~ fn, = 0 folgt
1 1
/ lim f,(z)dx = / Odz = 0.
0 "Tee 0

Fiir den zweiten Ausdruck gilt

1

1 1 1 1 1
lim fo(z)de = lim fn($)dm+/1 fo(z)dz = lim nd/xjt/1 Odx
n—oo Jo n—oo J 1 n—oo J 1
= lim 1=1.

Offensichtlich darf in diesem Fall Integration und Limesbildung nicht vertauscht werden.
Der Satz aus dem Skript darf nicht angewendet werden, da die Funktionenfolge (f,,), nicht
gleichméflig konvergiert.



(d) Aus lim, . fr, = 0 folgt
1 1
/ lim f,(z)dx :/ Odx = 0.

Ist a > 1, dann ist f,, auf dem Intervall (a,1) Null und daher fal fn(z)dz =0. Dadas a > 0

(und fest gewiihlt) und lim, ., = = 0 ist, tritt dieser Fall fiir alle hinreichend grofien n ein.

n
Dabher ist .

lim fn($)d$ = 0.

—
n—oo a

Daf} die Werte in diesem Fall iibereinstimmen, 14t sich dadurch erklédren, daf3 die Funktio-
nenfolge f, eingeschrénkt auf das Intervall (a, 1) gleichméBig gegen Null konvergiert.

(G 29) (Funktionenfolgen und Differentation)
Sei

fn:[O,l]—>R:xl—>x—.
n

1. Gegen welche Funktion konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise?
2. Konvergiert die Funktionenfolge f, gleichmafig?
3. Berechnen Sie

(hm fn>/ und nhﬂrgo 1

n—oo

und vergleichen Sie die Ergebnisse. An welchen Stellen treten Unterschiede auf und
wie sind diese zu erklédren?

Losung: (a) Es gilt

0< fulz) = % < fiir alle z € [0, 1].

1
n
Daraus folgt

lim f,(z) =0.

n—oo
Folglich konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise gegen die Funktion

f:(0,1) = R:z+—0.

(b) Es gilt [|fnlloo = supgejo !%’ = 1. Daher ist

. . . .1
lim |[fy — flloo = Hm [|fnlloc = lim sup [fy(z)| = lim — =0,
n—0o00 n—00 n—00 1] n—oo M

woraus folgt, dafl f,, gleichmdj$ig konvergiert.

(¢) Da limy, o0 frn(x) = 0 ist, gilt auch

( lim fn(x))/ =0.

n—oo

Allerdings ist f/(z) = 2" ! und daher

lim_f;,(x) =

0 fallsz <1
1 fallsz =1

Obwohl die Funktionenfolge f,, gleichméBig konvergiert, konnen Differentation und Limes-
bildung nicht vertauscht werden, da in diesem Fall die gleichméflige Konvergenz der Funk-
tionenfolge f/ nicht gegeben ist.



Hausiibungen

(H 25) (Funktionalmatrix; 24242 Punkte)
Gegeben sind zwei Vektorfelder

F: RQ - R27 F(l’,y) = (fl(xay)a fQ(w7y)) und G : RQ - R27 G($ay) = (gl(xvy)ng(xvy))’
wobei fl(w7y) = xzv f2<xay) = eXp(y)7 gl(w7y) = l‘COS(y), gQ(xa y) = COS('I)‘ AuBerdem sei
H: R? - R? gleich F oG, dh. H(z,y) = F(G(z,y)).

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von fi, f2, g1 und gs.

(b) Setzen Sie aus den partiellen Ableitungen aus (a) die Funktionalmatrizen Jp(x,y) und
Jo(z,y) zusammen.

(c) Stellen Sie Jp(g1(x,y), g2(z,y)) auf, und bestimmen Sie die Funktionalmatrix von
Ju(z,y) mit Hilfe der Kettenregel. Geben Sie Jg(7w/2,7) an.

Losung: (a) Es gilt

0 0 0 0
Echfl = 2z, 87/]01 =0, (‘Tfo =0, 87yf2 = eXP(y)a
0 0 . 0 .
Gl = cos(y), goor = —wsin(y), gogp=—sin(y), gogp =0

see) = (%0 ey )o Jetea = (G TR,

0 exp —sin(x)

2z cos(y) 0 )

Jr(g1(z,y), 92(7,y)) = < 0 exp(cos(z))

2z cos?(y) —2x2 cos(y) sin(y) >

) = Telan (el ao) = (o Ao ) )

0
sutwizm = 7 o)
(H 26) (Reihen; 3+3 Punkte)

(a) Gegeben sei die Potenzreihe

o

D o (=1)rn2t - (z - 2)"

n=0
(i) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe.
(ii) Bestimmen Sie alle € R, fiir die die Potenzreihe konvergiert.
(b) Zeigen Sie, daf die folgende Funktionenreihe

[z"(1—2)] , z €R,

n

auf dem Intervall [0, 1] punktweise, aber nicht gleichméBig konvergiert.



LosunG: (a) (i) Berechnung des Konvergenzradius R:

1
— = limsup {/|(—1)"n2"| = limsup ¥n V2r=1-2
R ~—~

n—oo n—oo
n—00

1

Wir erhalten R = %
1

ii) Aus Aufgabenteil (i) folgt, dafl die Potenzreihe fiir z € (2 — 3,2+ 1) konvergiert.
(ii) g g 3213 8
Untersuchung der Randstelle x = 1.5:

Z(—l)” 2" (L= 2)" = Z(—l)” 2" (—;)n = Zn
n=0 n=0 n=0

existiert nicht.
Randstelle z = 2.5:

d(=Dm2mn(25-2)" =) (-1)"-2"n- (;) => (-1)"n
n=0 n=0

existiert nicht.
Fazit: Die Potenzreihe konvergiert nur fiir x € (1.5,2.5).

(b) Fiirz < 1ist 00 ja" (1—z) = (1—2) >0 ya" = (1 —z) - == = 1 (geometrische Reihe).

—x

Fiir z = 1 erhalten wir ) 2 /1" - (1 — 1) = 0. Die Reihe konvergiert demnach punktweise
gegen die Funktion
1 fallsz <1,
f(@) = { 0 fallsx =1.

Die Konvergenz kann nicht gleichmifig sein, da die Grenzfunktion unstetig ist. (vgl. Satz
iiber gleichméfige Konvergenz stetiger Funktionen.)

(H 27) (Konvergenz von Funktionenfolgen; 1+3+3 Punkte)
Fiir jedes n € N sei die Funktion f, : (0,00) — R durch f,(z) = min {n, 1} gegeben.
(a) Skizzieren Sie fi, fo und f3.

(b) Gegen welche Grenzfunktion konvergiert die Funktionenfolge (fy), oy punktweise auf
dem Intervall (0, 00)? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

(c) Zeigen Sie, daB die Funktionenfolge (f,), oy auf (0, 00) nicht gleichméfig konvergiert.
Geben Sie Intervalle I C (0, 00) an, auf denen (f,),, oy gleichméBig konvergent ist.

LosunG: (a) Wir beachten zunéchst, dafl

fu(@) = min {n i} - {

fiir alle n € N. Hieraus ldsst sich nun eine Skizze anfertigen.

, falls z € (0, ﬂ
, falls z € (L, 00)

8= 3

(b) Die Skizze aus dem Aufgabenteil (a) 1a8t vermuten, daf8 die Funktionenfolge (f,,),,cny Punkt-
weise gegen die Funktion f : (0,00) — R mit

1
fla) =~
konvergiert. Wir wollen dies nun beweisen: Sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Fiir ein vorgege-
benes z € (0,00) gibt es ein N € N mit



weshalb fiir alle n € N mit n > N dann

_
N

S|

und somit
1 1

x T

=0<e¢

[fu(z) = f(2)] =

gilt. Damit ist die Funktionenfolge (f,,),,cn auf dem Intervall (0,00) punktweise konvergent
gegen die Grenzfunktion f.

Betrachten wir nun zuerst das Intervall I = (0,00). Fiir jedes n € N und jedes z < % gilt
dann

1
|fn(z) = f(z)]=|n—=| — 00 fiir x — 0
x
und es folgt
sup |fu(z) — f(z)| — 00 #0  fiir n — oo,
x€(0,00)

womit die Funktionenfolge (f,), ey auf I = (0,00) nicht gleichméBig gegen f konvergieren
kann.

Wiéhlt man jedoch I = [a, 00) fiir ein @ € R mit 0 < a < 00, 50 ist (fy),,cy auf I gleichméBig
konvergent gegen die Grenzfunktion f. Dies wollen wir nun zeigen:

Sei nun € > 0 beliebig gewéhlt. Fiir ein fest vorgegebenes a € R mit 0 < a < 0o existiert ein
N € N mit

< a.

2|~

Fiir alle n € N mit n > N gilt dann

3| -
IN
=i

und damit ist ) )
n(x) — =|-——=|=0/=0
o) - 1@l = |5 — 3| =0l =0 <

fiir alle z € I. Somit haben wir gezeigt, dafl es zu jedem a € (0,00) und fiir alle ¢ > 0 ein

N € N gibt, so dafl
[fn(z) = f(2)lloc <€

fir alle n > N. Damit ist die Funktionenfolge (fy), ¢y auf jedem Intervall [a,c0) mit 0 <
a < oo gleichmdfig konvergent gegen die Grenzfunktion f. [ |



