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4. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 9) (Potential)
Gegeben sei das Vektorfeld F': R? — R? F(x,y) = (z,y).

(a) Besitzt F' ein Potential? Wenn ja, geben Sie alle Stammfunktionen (Potentiale) an.

(b) Berechnen Sie das Wegintegral [, F'-dX, wobei X ein Weg mit Anfangspunkt (—1,2)
und Endpunkt (2, 3) ist.

(c) Sei X ein Weg, dessen Kurve ein Dreieck mit Eckpunkten (0,0), (0, 1), (1,0) darstellt.
Zeigen Sie, dass [ F-dX =0 gilt.
X

Losung: (a) Alle Komponenten von F' = (F, F») sind partiell differenzierbar und es gilt
OyFi(z,y) =0 = O Fo(z,y) = 0.
Also besitzt F' nach Satz 19.32 ein Potential.
Die Stammfunktionen ¢ kénnen aus der Definition 19.28 bestimmt werden:
Fz,y) = (Ve)(z,y) ,

oder koordinatenweise

Damit lédsst die Potentialfunktion ¢ sich als

Lp(x,y) = Fl(l',y)dl‘, (3)

——

o(x,y) = [ Fa(z,y)dy (4)

schreiben. Aus der Gleichung (3) ergibt sich:
22
o) = [ado =T+ 1)

wo f eine differenzierbare Funktion ist. Dann

Aye(z,y) = f'(y).



Im Vergleich mit Gleichung (2), bekommt man
f'ly) = Faz,y) =y,

also f(y) = % + ¢ mit ¢ € R. Die Stammfunktionen sind dann

2?2
p(z,y) = 5 Ty te
mit der Konstante c € R.
Andere Losung: Da F' ein Potential besitzt, ist ihr Wegintegral wegunabhingig, und es
hingt nur von dem Anfangspunkt und Endpunkt des Weges ab (siehe Satz 19.30). Um das
Potential zu berechnen integrieren wir F' nun entlang eines beliebigen Weges X von (0,0)
nach (x,y). Z.B. kénnen wir X = X; @ X, wihlen, wobei X; das Geradenstiick zwischen
(0,0) und (z,0) und X» das Geradenstiick zwischen (x,0) und (x,y) ist. Wir benutzen nun

Formel (19.6) mit der Summe X = X; @ Xo:

/F'dX:/F‘dX1+/F’dX2.

X X1 X2

e Erster Teil: t € [0, ], X;(t) = (£,0). Die Ableitung lautet X;(¢) = (1,0).

[ Faxi = [iroae). = [ #eo. 1,0
X1 0 0
= [[Fi(t,0) -1+ F(t,0)-0]dt = [ tdt = _—
/ [u=[a]=5

o Zweiter Teil: t € [0,y], X2(t) = (z,t). Die Ableitung lautet X;(t) = (0,1) (die Ablei-
tung ist beziiglich ¢, deshalb ist x nur eine Konstante).

Y

[rax. = [raw). @ = [0, 0.0
0

X2 0
/ H t2 y2
:/ngt 04 Fy(x,t) - 1)dt = /tdt []:
2], 2
0

0

Die Summe ergibt:

/F dr—/F dr1+/F dry = % %

Um alle Stammfunktionen zu bestimmen, addiert man noch eine Konstante ¢ € R:

| 8,

2
Y
+ 2

o(z,y) = +ec.

(Das ist dasselbe Ergebnis wie vorher).

(b) Da die Funktion F' ein Potential besitzt, ist das Integral nach Satz 19.36 wegunabhéngig
und héngt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab. Das Integral ldsst sich nach Satz 19.36
folgendermaflen berechnen:

/F-dX:cp(2,3)—<p(—1,2): <§+g>— (;#21) _4
X



(c) Die Funktion F besitzt ein Potential, deshalb ist ihr Wegintegral entlang eines geschlossenen
Weges gleich Null (vgl. Satz 19.30). Da X geschlossen ist (sein Anfangspunkt und Endpunkt
fallen zusammen), ist [ F-dX = 0.

X

(G 10) (Stufenfunktionen / Integral)
Wir betrachten die Funktion f: I =10,1] x [0,1] — R, f(z,y) = xy.

(a) Geben Sie fiir n € N eine Zerlegung Z,, von I in n? Teilintervalle an.

(b) Geben Sie zur Zerlegung Z,, zwei Stufenfunktionen in, £, mit in < f < f, an.

(c) Benutzen Sie die Stufenfunktionen aus (b) um zu zeigen, dass f auf I Riemann-

integrierbar ist.

LOsunG: (a) Man kann z.B. die Zerlegung Z,, so wihlen, dass sie aus den Teilintervallen

g =i, (4 1)) % [ (4 1)1

fir 4,5 =0,...,n — 1 besteht.

(b) Firx € I;; (1,7 =0,...,n— 1) definieren wir

in(x) = z% -j% und  f,(x) = (i +1) 1 7+ 1)%

n

Dies legt zwei Stufenfunktionen, mit der gewiinschten Eigenschaft fest.

(c) Es gilt
o1
/Ifn(x,y)d(x,y) = m‘g;n_lm 3
und .
[Feian = Y G+0GY- o
I ij=0,..m—1 n
Also folgt
_ _ 11
| Fate i) = [ Fulwdtan) = 0?5 = =0

fiir n — oo. Nach Korollar 20.4 ist f also Riemann-integrierbar auf I.

(G 11) (Satz von Fubini)

(a) Sei A C R? das Quadrat mit den Eckpunkten (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1). Begriinden

Sie, warum die Funktion f: A — R mit
fla,y) = a® +y° + 22y

Riemann-integrierbar ist, und berechnen Sie dann das Integral [, f(z,y) d(z,y).
(b) Wir betrachten den Quader @ := A x [0,5] C R? und die Funktion g: @ — R mit

g(z,y,2) = (:L‘2 + y3 + 2xy2)z.

Begriinden Sie, warum die Funktion g Riemann-integrierbar ist, und berechnen Sie
dann das Integral fQ g(x,y,2)d(z,y, 2).



LOSUNG: Da es sich bei f und g um stetige Funktionen auf kompakten Intervallen im R? bzw. R3
handelt, sind die Funktionen Riemann-integrierbar (Theorem 20.9). Auflerdem ist fiir festes y die
Funktion fy,(z) = f(z,y) stetig und somit ebenfalls integrierbar. Mit dem Satz von Fubini (Satz
20.12) konnen wir die zu berechnenden Integrale zu iterierten Integralen umschreiben:

(a)
[tamden = [ @y 2P dey)
A [0,1]x[0,1]
= / (/ (2% + 43 +2xy2)d:v> dy
[0,1] [0,1]
. r=1 1
= / [963/3 +xy° + xzyﬂ dy = / (1/3+y° +y°) dy
[0,1] =0 0
- [y/s oyt /a4y /3)e = 1/3+1/441/3 = 11/12.
(b)

/g(x,yvz)d(fﬂ,y,y) = / f(z,y)zd(z,y, 2)
Q AX[O,5]

B /[0,5] </Af(x’y)Zd($’y)> dz
- /[0,512 (/Af(l"y) d(:l:,y)) dz

/5 1 {11 2}5 11-25 275
o 12 247 Jo 24 24

(G 12) (Jordan-Messbarkeit)

Kreuzen Sie alle wahren bzw. allgemeingiiltigen Aussagen an.

Das Intervall [1,2] x [3,4] x [0,5] C R? ist Jordan-messbar und hat Jordan-Inhalt 5.
Das Intervall (1,2) x [3,4) x [0,5] C R? ist Jordan-messbar und hat Jordan-Inhalt 5.

Eine Menge im R", die aus einem einzigen Punkt besteht, ist Jordan-messbar und hat
den Inhalt 0, d.h., sie ist eine (Jordansche) Nullmenge.

Sind A, B C R™ Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und A\ B Jordan-messbar.

Sind A, B C R™ Jordan-messbar, so ist auch A U B Jordan-messbar und hat Inhalt
(AU B) = p(A) + u(B).

OO OO

LOsuNnG: Die Aussagen 1-4 sind wahr. Die Aussage 5 ist falsch.

Hausiibungen

(H 11) (Parameterabhingige Integrale; 24+2-+2 Punkte)

Im Folgenden sind die Funktionen g; : [1,2] — R (j=1,2,3) gegeben. Untersuchen Sie, ob
die Funktionen g; differenzierbar sind und bestimmen Sie gegebenenfalls ihre Ableitungen,
ohne das jeweilige Integral auszurechnen.

1 ) v oo, L
q1(y) = / e ¥ dr, g2(y) = / e " du, g3(y) = / e " dx.
0 v 0

1
Y



LOsUNG: 1. Die Funktion f1(z,y) = e ¥ ist stetig auf [0,1] x [1,2]. Also ist g; nach Satz 20.13
differenzierbar. Die Ableitung ist

O Ty
g y — —e Xr = — T e Z.
o Oy 0

2. Die Funktion fo(z,y) = e~ st steitig auf ganz R? und stetig partiell differenzierbar nach .
Yy

1

Also ist nach Satz 20.14 die Funktion g9 differenzierbar. Mit ¢(y) = m und ¥(y) =y gilt

Y(y) ¥(y)
i) = g [ pne= [ pw i+ 500,000 £60)00)
Py ey

1 1 2 1 -1
=,y + 5f(y)=e¥ + 5e 7.
(v, 9) ) ( ; ) )2
3. Da g3 konstant ist, d.h. nicht von y abhingt, ist g3 differenzierbar mit g5(y) = 0.

(H 12) (Satz von Fubini; 3+3 Punkte)

(a) Es seien f : [a,b] — R und g : [¢,d] — R stetige Funktionen und I = [a, b] x [c, d] ein
Intervall in R2. Zeigen Sie, dass

[ f@amaen = ([ bf(m)dx) (/ dg(y)dy)

(b) Berechnen Sie das Integral

/Isin(a:+y)d(x,y) mit [ := [O, g} X [O,g].

LosunG: (a) Die Funktion h: I — R, h(z,y) = f(x)g(y) ist stetig auf I. AuBerdem ist fiir jedes
feste y die Funktion hy(x) = h(z,y) stetig und somit ebenfalls integrierbar. Wir wenden nun

den Satz von Fubini (Satz 20.12) an und erhalten

[ = [*( [ wear)ay
- [([ rwatwas)ay
-/ "o0) (/ bf(w)dw> dy
(o) ([ r0)

(b) Da sowohl f(x,y) = sin(z + y) als auch f,(y) = f(z,y) fir festes = € [0, 1] stetig sind, sind
sowohl f als auch f,, z € [0, 5] Riemann-integrierbar und der Satz von Fubini ist anwendbar:

/I sin(z +y)d(z,y) = /0 : ( /0 ® gine + )dy) dz
= /02 :—cos(as—ky)]

= /0 :cos(a:) — cos(x + g)]dm

gilt.

da ff f(z)dx nicht von y abhingt.

Wl

zodx

<

s ~
2

= sinz|’ —sin(az—kz)



(H 13) (Satz von Fubini nicht anwendbar; 3+3 Punkte)

Gegeben seien das Intervall I = {(z,y) € R*: 0 <z <1, 0 <y < 1} C R? und die
Funktion

1 falls (z,y) € 1\{0}

—{ (@+y)?
J(@.y) { 0 falls (z,y) = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f in (0, 0) nicht stetig ist (und dass sie auch durch einen
anderen Funktionswert in (0,0) nicht stetig gemacht werden kann).

(b) Zeigen Sie, dass

/01(/01 fz.y) dy) dv = % und /01(/01 f(@,y) da:) dy = _%
gilt.

Erlautern Sie, warum die Funktion f nicht Riemann-integrierbar sein kann.
Hinweis: Benutzen Sie bei Teil (b) die Substitution u = x + y.

LosunG: (a) Man wihle die Folge

2 1
(Tny Yn) = (,) fir neN.
n'n
Es gilt:
1 2
= n
_ n _
f($n7yn) - (2)3 - 277
n

und somit lim, o f(Zn,yn) = 00. Also ist f in (0,0) nicht stetig.

(b) Wir berechnen das erste Integral.
Substituiere
u=z+y mit du=dy und z-—y=2x—u.
Dann ergibt sich

U s o)=L ae)or= [ (=3 o) o

1 u=x+1
1
- / {—xz + ] dz
0 u u U=z

Mittels derselben Substitution berechnen wir das zweite Integral, wobei hier x —y = u — 2y.
Dann ergibt sich

Vol oy Lrrytl gy 9y vl 1 9y
dz | dy = du | dy = — ) au)d
TV A A U e E R A VAN R RO
1T u=y+1
N
0 u u u=y

1 1 y 1 y> L
= - + +--= dx:—/dx
/0 ( y+1 (y+1)2 y 32 o (y+1)2
1

—5
Wire die Funktion f Riemann-integrierbar, dann miissten die beiden Doppelintegrale nach
dem Satz von Fubini (Satz 20.12) iibereinstimmen. Da dies hier nicht der Fall ist, kann f

nicht Riemann-integrierbar sein.




