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2. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 5) (Mengen im R™)
Skizzieren Sie die Mengen
A = {(z,y) € R* : max(|z], |y|) < 2},

B = {(r,y) eR?*:2>2 y<3}und
C = {(z,y) eR*: fa] + ]yl = 1}

und geben Sie jeweils (mit Begriindung!) an, ob sie offen, abgeschlossen, beschrankt bzw.
kompakt sind.

LOSUNG: Skizzen:

zu A:

e offen, denn fiir jedes (x,y) € A ist |x| < 2 und |y| < 2, also gibt es ein ¢; > 0 mit
|z| + €, < 2 und ein €, > 0 mit |y| + €, < 2. Fiir ¢ = min{e,, ¢, } liegt die e-Umgebung
um (x,y) also in A. Also ist jeder Punkt von A innerer Punkt, d.h. A ist offen.

e nicht abgeschlossen, denn (2,0) ist ein Randpunkt von A (jede e-Umgebung von (2, 0)
enthilt den Punkt (2 — §,0) € A und den Punkt (2 + §,0) ¢ A) daher (2,0) ¢ A.

e beschrinkt, da fiir alle (z,y) € A gilt

I(z,9)]l = Va2 + % < V22 + 22 = VB,

e nicht kompakt, da nicht abgeschlossen.



zu B:

e nicht offen, denn (3,3) € B, aber (3,3) ist kein innerer Punkt von B, denn in jeder
e-Umgebung von (3, 3) liegt der Punkt (3,3 + §), der nicht zu B gehort.

e nicht abgeschlossen, denn (2,0) € B (Begriindung wie oben), aber (2,0) ¢ B.
e nicht beschriankt, denn (3,n) € B Vn € N und

lim [|(3,n)] = lim V9 + n? = cc.

e nicht kompakt, da nicht abgeschlossen.

zu C:
e nicht offen, denn (—1,0) € C, aber ist kein innerer Punkt.
e abgeschlossen, denn 0C = {(z,y) € R%: |z| + |y| = 1} C C.
e nicht beschriinkt, denn (n,0) € C Vn € N.
e nicht kompakt, da nicht beschrinkt.

(G 6) (Funktionen in 2 Variablen)
Wir betrachten die folgenden Funktionen f; : R? — R:

filz,y)=z+y—1,  fo(z,y) = 2% + 4%, fa(z,y) =2* —y* =8,
fa(z,y) = sin(x), f5(z,y) = m7 fo(z,y) = leﬂo,
f7(xay) zln(x2+y2), f8(‘r7y) :tan(a:2+y2), f9(x7y> :eac—l—y’

fio I,?J) =’ — yQ +4, fu x,y) = Sin(x) ) sin(y).

Die Graphen und Niveaumengen (Hoéhenlinien) dieser Funktionen sind auf dem Extrablatt
angegeben. Allerdings ist die Reihenfolge etwas durcheinander geraten. Ordnen Sie den
Graphen und Hohenlinien die richtigen Funktionen f; (i =1,...,11) zu.

Beachten Sie, dass die Auflosungsmoglichkeiten des Rechners begrenzt sind, so dass einige
Bilder ungenau sind.

Zur Erinnerung: Die Niveaumenge (Hohenlinie) einer Funktion f : R? — R ist die Menge
{(x,y) € R? : f(x,y) = ¢} fiir vorgegebenes ¢ € R

LOSUNG:
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(2,9) — sin(z) - sin(y)

(z,y) — log(z* + %)

(G 7) (Niveaumengen, Stetigkeit)
Sei D :={(z,y) e R?* : 2,y € R,y # 0} und f: D — R gegeben durch
z? + y?

flz,y) = y

Skizzieren Sie die Niveaumengen (Hohenlinien) {(z,y) : f(z,y) = ¢} fur die Werte ¢ = 1,
c=2und c = 3.

Ist f stetig auf D? Lisst sich f zu einer stetigen Funktion f : R? — R fortsetzen? Uberlegen
Sie sich dies zuerst anschaulich und versuchen Sie dies dann zu beweisen.

LOSUNG: Die Hohenlinie zur Hohe ¢ € R besteht aus allen (z,y) € R? mit f(z,y) = c¢. Wir
berechnen:

2 2
fay) =20 —coa?iy?—cy=0
y
2 2 2
P (v-g) ~G=0eet (u-5) = (3)
& -2 = =0% ) =(z
‘TJF(y 2 1 SR 2

Somit ist die Hohenlinie zur Hohe ¢ ein Kreis mit Mittelpunkt (0, ¢/2) und Radius ¢/2.

In D ist f als Zusammensetzung von stetigen Funktionen stetig. Problematisch wird es nur fiir
y=0.
Anschaulich kann f in (0,0) nicht stetig sein, denn (0,0) liegt auf jeder Hohenlinie, d.h. f(0,0)
miisste auf jeder Hohe liegen. Ein analytisches Argument ist das folgende:
Es gilt lim, .0(0,y) = (0,0) und limy_.o(,/%,y) = (0,0). Allerdings gilt auch

0+ y?

lim f(0,y) = lim —— =limy =0
lim £(0,9) = limy —-= = lim y

und )
lim (5 y) = lim 2% = lim(1+y) = L.
y—0 y—0 y y—0

Somit kann f nicht stetig in (0,0) fortgesetzt werden.



(G 8) (Partielle Ableitung)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

in? 1 2,4
fla,y) = cos(z +y —1)- y7 + log(y) - ' log (1 + Slln—l—(zg>> -arctan ( 3++xx?i ) i

Bestimmen Sie 2 f(z,1).
Hinweis: Es wird hier nicht verlangt, dass man a% f(z,y) allgemein berechnet. Beachten
Sie, dass beim partiellen Differenzieren nach z, die Variable y als konstant betrachtet wird.

LosunG: Wir machen uns zunéchst klar, dass 8% f(z,y) die Ableitung von f ist, die wir erhalten,
wenn wir y als konstant betrachten. Daher kénnen wir um 8% f(z,1) zu bestimmen, zunichst
y = 1 setzen und dann nach x ableiten. Da log(1) = 0 gilt, erhalten wir f(x,1) = cos(x) und
somit a%f(:c, 1) = —sin(z).

Hausiibungen

(H 5) (Stetigkeit und partielle Ableitungen; 6 Punkte)
Sei

x3+y2
‘R >R (z — z2+4y? faHSZL‘?éOOdery%O.
Y
0 fallsz =y =10

An welchen Stellen ist die Funktion f partiell differenzierbar? Berechnen Sie dort die par-
tiellen Ableitungen.

Losuna: Fiir (z,y) # 0 gilt

8—f(x ) = 3x2($2 + y2) - 2x(az3 + y2) B x:cg + 3zy? — 2y
Oz Y= (22 + y2)2 N (22 + y2)2
e of (2 +32) — 2y + )
2y(z® +y°) — 2y(z° +y 1—=x
oy &Y = 2 1 ,2)2 = 2%y .
dy (22 +y?) (22 +y?)
Im Nullpunkt gilt
3
- f(h0) = £(0,0) T h of
| =1 = lim—-=1= -
) h hoo b RO h gz %0)
und
£(0,h) = £(0,0) b
I 7 ) — Jim 22 = lim - = oo,
hlgtl) h hli% h h{%h >0

Da die partielle Ableitung nach y nicht existiert ist f im Nullpunkt nicht partiell differenzierbar.

(H 6) (Partielle Ableitung, Gradient, Richtungsableitung; 6 Punkte)

Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen f; : R? — R (i = 1,2) jeweils alle partiellen
Ableitungen, den Gradienten und die Richtungsableitung entlang der Diagonalen (d.h. in
Richtung v = —=(1,1)"):

(i)  fi(z,y) = arctan (g) (y #0) (ii)  folw,y) = 3™ + 72 + 3y°z — 3



Losunag: (i)

0 ¢ o) 1 1 1 1 y
—_— 11"y = . - = = =
z (o) e e E

0 1 -1 —x —x

Fyfl(x’y)_ﬁ'w.?_gﬂ—i—ﬂ_$2+y2

1+ (2
Y —X
v pu—
fl(wuy> (w2+y27w2+y2>
0

_ L __Yy-r
%fl(x,y)—Vfl(x,y) ﬂ(l,l)T— V22 + 42

(i)
0
8a:f2(m’ y) = 3ye™ + 14z + 3y

(‘fyfz(fﬂ, y) = 3xze™ + 6y

Vfa(z,y) = (Bye™ + 14z + 3y?, 3ze™ + 6zy)

9 ey = Vialey) - (L1 = L (3(a + y)e™ + 6oy + 14z + 3y?)

o0 V2 V2
(H 7) (Niveaumengen, Gradient; 2+2+1 Punkte)

Wir betrachten die Funktion .

I\, Y) = —F———
()=~

fiir Punkte (x,y) € R*\{(0,0)}.

(a) Skizzieren Sie die Niveaumengen (Hohenlinien) {(x,y) : g(x,y) = ¢} fiir die Werte
c=1,¢c=2und ¢c=3.

(b) Berechnen Sie den Gradienten von g.
(c) Bestimmen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs im Punkt (1/v/2,1/v/2).

LOSUNG: (a) Die Héhenlinie zur Hohe ¢ € R besteht aus allen Punkten (z,y) € R?\{(0,0)} mit
g(x,y) = c. Wir berechnen:

:c<:>$2+y2=

(z,y) .

x’ = —— _—

g\x,y o 2

Somit ist die Hohenlinie zur Hohe ¢ ein Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 1/c.

(b) Es gilt
Vy(z,y) = —1/(z* + y*)**(2,y).

(c) Es gilt Vg(1/v2,1/v/2) = —(1/v/2,1/V/2). Da der Gradient immer in die Richtung des
steilsten Anstiegs zeigt, folgt, dass —(1/v/2,1/+/2) die Richtung des steilsten Anstiegs im
Punkt (1/v/2,1/1/2) ist.



