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14. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 49) (Implizite Funktionen)
Gegeben sei die Funktion g : R? — R, g(z,y) = sin’y + 2 — 1.

(a) Kann man fiir (v/0.5,7/4) die Gleichung g(z,y) = 0 lokal nach y auflésen, d.h. gibt
es eine geeignete Umgebung I von v/0.5, so dass in dieser Umgebung aus g(z,y) = 0
die Existenz einer differenzierbaren Funktion f : I — R mit y = f(z) folgt?

(b) Berechnen Sie f/(+v/0.5).

LoOsunaG: (a) Offentsichtlich ist die Funktion g einmal stetig partiell differenzierbar. Fiir die par-
tielle Ableitung beziiglich y errechnet man g,(z,y) = 2sin(y) cos(y). Also gilt g,(z,y) # 0
fiir alle y # gw,k‘ € Z. Insbesondere ist also g, (o, o) # 0, wobei (zg,y0) = (V0.5,7/4).
AuBerdem gilt g(xg,yo) = 0. Somit existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz
30.1 im Skript) eine Umgebung I von z( und eine differenzierbare Funktion f : I — R mit

yo = f(z0) und g(z, f(z)) =0, z € I.

(b) Nach Teil (a) gilt f(xo) = yo. Weiterhin gilt nach Satz 30.1 im Skript

/ _ _gx(x, f(z))
T = @)
fir x € I. Also erhalten wir
/ _ 3:3(% _ 3 2
Flmo) = ~ 2cos(yo) sin(yo) —3(V05)"

(G 50) (Lokale Umkehrbarkeit)
Zeigen Sie, dass die Abbildung F': R? — R? mit

F(z,y) = ( ngf )

fiir jedes (z,y) # (0,0) lokal umkehrbar ist. Bestimmen Sie das Urbild F~'({(a,b)}) eines
beliebigen Punktes (a,b) € R?\ {(0,0)}.



Losuna: Offensichtlich ist F stetig differenzierbar. Fiir die lokale Umkehrung miissen wir (nach
Satz 30.3 im Skript) zeigen, dass die Jacobimatrix Jr(z,y) fiir alle (z,y) # (0,0) invertierbar ist.
Da gilt

20 —2
Jp(z,y) = ( 2;5 2xy ) und damit  det(Jp(z,y)) = 4(2* + y?)

folgt, dass Jp(x,y) fir alle (x,y) # (0,0) invertierbar ist.

Nun wollen wir das Urbild eines beliebigen Punktes (a,b) € R?\ {(0,0)} bestimmen: Sei (a,b) €
R2\ {(0,0)} beliebig. Wir suchen die Menge aller (x,%) € R? mit F(x,y) = (a,b). Es gilt

z? — 2 a
F(afay)—( 22y )—(b>:>2xy—b.

Wir untersuchen zwei Fille:

e b # 0: Dann gilt y # 0 und damit x = %. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt
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e b =0: Dann gilt z = 0 oder y = 0 (und a # 0). Ist @ > 0, so muss y = 0 und z = ++/a
gelten. Ist a < 0, so muss x = 0 und y = ++/a gelten.
(G 51) (Implizite Funktionen)
Betrachten Sie das Gleichungsystem
1 =a2%+3y* + 622,
O=x+y+=z2.

(a) Zeigen Sie, dass dieses System in einer Umgebung U des Punktes (0, %, —%) eindeutig

nach y, z aufgelést werden kann, d.h. es gibt eine Funktion f = (f1, f2) : U — R?, so
dass =,y = fi(z), z = fo(z) das System 105st.

(b) Berechnen Sie f'(0).
Losunag: 1. Klar ist, dass (0, %, —%) das Gleichungssystem 16st. Dann ist
g1(z,y,2) =22 +3y* +622 -1 =0
g2(x,y,2) =x+y+2=0.

Die Determinante der Funktionalmatrix lautet
0
det( é?l’gi)(ov;ﬂ_é)) _ 6y 12z L=
vz (03-3)

1 1
Folglich existiert nach Satz 30.2 im Skript eine Funktion f = (f1, fo) : U — R2, d.h. es gibt
die eindeutige Auflésung nach dem Satz iiber implizite Funktionen.
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2. Wir setzen formal y = f1(z),z = fa(x) in das Gleichungsystem ein und differenzieren beide
Gleichungen nach z. Das ergibt

1=22+ 3f1(a:)2 + 6f2(x)2
0=2x+ fi(z) + f2(x)

und

0 =2z +6f1(z)fi(x) + 12f2(x) f3(x)
0=1+ fi(z) + falz) .

Diese Gleichungen gelten insbesondere im betrachteten Punkt mit = 0. Daher gilt mit

(0, fl(o)’ f2(0)) = (07 %a _%):

0= S F(0)+ —5 " F5(0) = 2£1(0) — 4£4(0)

0=1+f1(0) + f5(0) .

Das ist ein lineares System fiir die Werte f1(0), f(0), welche eindeutig bestimmt sind, und
die Losung ist: ( — %, —%)



