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Gruppeniibung

Aufgabe G44 (Taylorentwicklung)
Gegeben sei die Funktion f : (0, 400) x (0,+00) — R, mit

flz,y) = z? In(zy) .

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen D©9 f(z y), D@ f(z,y), DOD f(z,y),

D(Q’O)f(xu y)v D(O’Q)f(‘rv y) und D(Ll)f(x’ y>

(b) Bestimmen Sie das Taylorpolynom 2. Ordnung um den Entwicklungspunkt (1,1), also:

: L a
J(21,1)(h) = Z J(D F(A, 1A
jaj<2

Oder so notiert: ;2 |, ((z,y) — (1,1)) = Y\ 1 (D" F)(L, (2, y) — (L 1)°.
Fiir jedes h = (h1, hy) € R2 fiir das die Verbindungsstrecke zwischen (1,1) und (1,1) + k im
Definitionsbereich der Funktion f ist, gibt es dann nach dem Satz von Taylor ein 7 € ]0, 1],
sodass
D*f)((1,1) +7h)

al

f((L, 1) +h) = j(2171)(h) + Restglied = Z é(DO‘f)(l, 1)h* + Z ( B

laj<2 la|=3

gilt. Der Funktionswert f(1,0.8) lisst sich durch das Taylorpolynom approximieren. Schétzen
Sie den Fehler nach oben ab, den Sie dabei begehen, indem Sie das Restglied abschétzen.
Hinweis: Anstatt fiir das Restglied alle partiellen Ableitungen dritter Ordnung von f auszu-
rechnen, denken Sie erst dariiber nach, welche sie danach wirklich benotigen.

Loésung;:
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(a)(b) Die benotigten partiellen Ableitungen:

(DOOf)wy) =) fle,y) =" In(ey),  F(1,1) =0

(DY f)@,y) =) folz,y) = 4e° In(ay) +2°,  fo(l,1) =1
4

(DOVfY @, y) =) fylz,y) = % £,0,1) =1

(DCOf)@,y) =) frolwsy) = 127 In(ay) + T2, fuall1) =7

334

((D(Oﬂ)f)(x’y) = ) fyy(x,y) = _?’ fyy(L 1) =1

43

(DMVN@ Y =) foulwy) = falesy) = == fay(L,1) =4

Damit lautet das gesuchte Taylorpolynom

. h2
Gty (hasho) = F(1,1) + fo(1, Dha + fy(1, )2 + fau(1, 1)31
h3
2

7 2 1 2

+ fxy(l’ 1)h1h2 + fyy(la 1)

oder so:

(z— 1)

j(21,1)(‘r - 17y - 1) = f(171> + fl‘(la 1)($ - 1) + fy(la 1>(y - 1) + f$$(17 1)
(y—1)?

2
=04+ @141+ =P A -y = 1)~ 1y~ 17

+ fxy(17 1)(LE - 1)(y - 1) + fyy(lv 1)

h=(1,0.8) — (1,1) = (0,—0.2)
Das Restglied ist:

(DD 1) +7h) 0 (DOI](1,1—027)
R(h) = MZ:?) o h® = 0131 0°(—0.2)3
= %(—0.2)3fyyy(l, 1=0.27), mit einem 7 € (0, 1),

denn h® ist fiir alle o gleich 0, auBer fiir o = (0,3). (Beispiel: (12 = 0 . (=0.2)2 = 0.
Hinweis: Man beachte, dass #° im Kontext von Polynomen/Reihen immer als 1 definiert
wird, also dass 0° = 1 gilt.)

. 4
Wir haben fy,,(z,y) = 27%3
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Restgliedabschéitzung:

R(h) = %(—0.2)3@%(1, 1-0.27),

1 . 2-14
=60 gy

— VU.4T
4 2
R(h)| < =10"% sup ————
A7) 3 re(o,) (1 —0.27)°

_ g8 2

2 0.57 ~5,2083-1073 .

Aufgabe G45 (Extremwertbestimmung: ein Vergleich)
Wir vergleichen die Extremwertbestimmung von reellen Funktionen f: R — R mit einer Verénder-
lichen mit Funktionen f: R™ — R mit mehreren Verdnderlichen.
Falls f differenzierbar bzw. stetig partiell differenzierbar ist, ist die notwendige Bedinung fiir eine
lokale Extremstelle z:

’ f: R — R diff.bar ‘ f: R™ — R stetig partiell diff.bar H Man nennt x einen... ‘
’ f(x)=0 \ (grad f)(x) =0 H stationiren Punkt ‘

Sei nun die Funktion f zweimal differenzierbar bzw. zweimal stetig partiell differenzierbar und sei
x ein stationdrer Punkt. Vervollstandigen Sie die folgende Tabelle:

’ /R — R 2mal diff.bar ‘ f:R™ — R 2mal stetig partiell diff.bar H Dann ist bei z ein...

f(x) >0 (Hess f)(x) ist lokales Minimum
f(x) <0 (Hess f)(x) ist lokales Maximum
— (Hess f)(x) ist Sattelpunkt
f"(x)=0 (Hess f)(x) ist (wir wissen es nicht)

mit den Eintragen:
(a) indefinit

(b) positiv definit

(¢) negativ definit
)

(d) (positiv/negativ) semidefinit
’ f: R — R 2mal diff.bar ‘ f: R™ — R 2mal stetig partiell diff.bar H Dann ist bei x ein...
f(xz)>0 (Hess f)(x) ist positiv definit lokales Minimum
Losung: f(x) <0 (Hess f)(x) ist negativ definit lokales Maximum
— (Hess f)(x) ist indefinit Sattelpunkt
f(x)=0 (Hess f)(x) ist semidefinit (wir wissen es nicht)

Aufgabe G46 (Extremwertbestimmung)
Gegeben sei die Funktion f: (R\ {0}) x (R\ {0}) — R, mit

1 1
flz,y)=————9z+4y .
y

(a) Bestimmen Sie alle stationiren Punkte von f. (Stationdre Punkte sind die Kandidaten fiir
lokale Extrema.)
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(b) Bestimmen Sie alle Stellen, in denen die Funktion ein lokales Extremum hat und geben Sie
jeweils an, ob es sich um ein lokales Maximum oder Minimum handelt.

Losung: Den Gradienten nullsetzen:

. 0 1 1
_ 2 _ N — 4=
(grad f)(z,y) = <_y12+4> = <0> = r=*g5, y==*5.

Kandidaten fiir Extremstellen sind also

Klassifizieren mit der Hesse-Matrix:

-2 0
(Hessf)(m,y)=<]fc§x §>=( ¥ )
x y3

(Hess f)(z1,y1) = <_§4 106> pos./neg. Eigenwerte: Sattelpunkt
—54 . .

(Hess f)(z2,y2) = 0 _1g) Durneg. Eigenwerte: lok. Maximum
54 0 . .

(Hess f)(z3,y3) = 0 1) Durpos. Eigenwerte: lok. Minimum
54 0 .

(Hess f) (x4, y4) = 0 —16 pos./neg. Eigenwerte: Sattelpunkt

Aufgabe G47 (Erinnerung)
Kreuzen Sie korrekte Aussagen an:

Fine Teilmenge K C R"™ heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.
[0 Eine Teilmenge K C R" heifit kompakt, wenn sie offen und beschrénkt ist.

Jede stetige reelle Funktion f: K — R auf einer kompakten Menge K C R" nimmt ein
Maximum und ein Minmum an.

Aufgabe G48 (Methode von Lagrange)
Bestimmen Sie mithilfe einer Lagrange-Funktion die Extremwerte von

flz,y) =2y, z,y€R,

unter der Nebenbedingung z? + 432 — 2 = 0.
Lésung: Die Lagrange-Funktion lautet L(z,y, \) = zy+ (2% +4y?—2). Jede lokale Extremalstelle

(z,y) (unter der Nebenbedingung) erfiillt:
Ly(z,y,\) =y +2\x = 0,
Ly(z,y,\) =z + 8\y = 0,
Ly(z,y,\) = 22 + 4y* — 2 = 0.

Aus Gleichung 1 ergibt sich y = —2Az, mit Gleichung 2 ergibt sich dann x(1 — 16A%) = 0, d.h.
einer der beiden Faktoren ist 0. Unterscheiden wir zwei Fille:
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Fall 1: z = 0. Dann ist auch y = 0, sodass ein Widerspruch zur Gleichung 3 entsteht.

Fall 2: (1 — 16A?) = 0. Dann erhélt man \? = 1—16 (dh. A = £1). Setzt man dies in die dritte
Gleichung ein, erhilt man 222 = 2.
Somit ergeben sich folgende moglichen Kandidaten fiir die lokalen Extrema:

1
.’L’]_Zl ?/1257
1
3}2:1 y2:—§,
1
x3*_1 93*57
1
m=-1  y=-y.

Weiterhin ist f(z1,v1) = f(24,y4) = 3, f(22,92) = f(z3,y3) = —3.

Ungeklért ist zunichst, ob dies wirklich lokale Extrema sind. Daher folgende Uberlegung: Der
zuldissige Bereich K = {(z,y) € R?: 22 + 4y? = 2} ist eine Ellipse, also eine kompakte Teilmenge.
(Anmerkung: Der zulissige Bereich ist eine Hohenline der stetigen Funktion g(z) := 22 + 4y
Hohenlinien zu stetigen Funktionen sind stets abgeschlossen, sodass man i.a. lediglich {iberpriifen
muss, ob die Menge beschrinkt ist, um Kompaktheit zu zeigen.) Die Funktion f ist stetig, sodass
sie auf der kompakten Teilmenge K ein globales Maximum und Minimum annehmen muss. Damit
sind (x1,y1) und (z4,y4) die Maximalstellen, (x2,y2) und (z3,ys3) die Minimalstellen.

Hausiibung

Aufgabe H39 (Multiindizes) (4 Punkte)
Zur Erinnerung: Ein Multiindex ist ein n-Tupel a = (a1, g, . .., ) € Njj (vgl 28.1.2). Betrachten
wir das Beispiel a = (1,4, 2).

(a) Geben Sie die Ordnung |a| und die Fakultét a! von « an.
(b) Was versteht man unter A fiir ein h € R"? Rechnen Sie exemplarisch mit h = (0.5, 2, 3).

(c) Sei f: R?® — R eine |al-mal stetig partiell differenzierbare Funktion. Was versteht man unter
(D f)(x,y)? Kreuzen Sie alle wahren Aussagen an:

(D*f)(2,y,2) = 5r5orzz (2.9, 2)
(Df)(@,y,2) = faoyyyys= (@, Y, 2)
O (D) (@, y,2) = fayyzezz(2, 4, 2)
(Df) (. 2) = fyyyyze=(2, Y, 2)
(d) Bestimmen Sie alle Multiindizes 8 € N§ mit |3] = 2 und geben Sie jeweils 3! an.

(e) Sei f: R? — R eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion. Was wiire zum Beispiel
das Ergebnis von 35, %(Dﬂf)(x, y,2)? Kreuzen Sie die richtige Antwort an:

%fmc(fa Y, Z) + fxy(xa Y, Z) + fzz(xvyv Z) + %fyy(fa Y, Z) + fyz(liv% Z) + %fzz(xa Y, Z)
U %fmc($a Y, Z) + %fxy(l'aya Z) + %fxz(l'aya Z) + %fyy(x7y, Z) + %fyz($a Y, Z) + %fzz(xaya Z)

Lésung: (a,b,d: 2 Punkte; c,e: jedes richtige 0.5 Punkte, jedes falsche —0.5 Puntke. Komplette
Aufgabe > 0 Punkte)
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(a) la| =144+2=7 und ol =11 -4!.21=48.
(b) h® =0.5'-2%.32 =72,

(c) (siehe oben). Hinweis: Nach dem Satz von Schwarz ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge
man die partiellen Ableitungen bestimmt.

(d) ge{(2,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,2,0),(0,1,1),(0,0,2)} und die Fakultéten sind:
(2,0,0)! = (0,2,0)! = (0,0,2)! = 210! 0! = 2

und
(1, 1,0)! = (1,0, ) = (0,1, )l =11110l =1

(e) (siehe oben)

Aufgabe H40 (Taylorentwicklung) (6 Punkte)
Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Funktion

iR =R, f(x,y) = e sin(z + 2y)

im Punkt (0,0) bis einschlieflich der Glieder 2. Ordnung. Berechnen Sie eine N&herung fiir
£(0.1,0.1).

Losung: Die notigen partiellen Ableitungen:

D(l,O)f(x, y) felz,y) = 2> sin(z + 2y) + €** cos(z + 2y)
DOVf(zy) = fylz,y) = 2% cos(x + 2y)

DEOf(z,y) = foulz,y) = 3¢* sin(z + 2y) + 4" cos(z + 2y)
DO f(xy) = fulz,y) = —4e* sin(x + 2y)

DUV f(z,y) = fay(,y) = 4€*® cos(z + 2y) — 2e** sin(x + 2y) .

Am Entwicklungspunkt (0,0) erhalten wir somit:
£(0,00=0, D*0f(0,00=1, DOVf0,0)=2
DY f(0,0) =4, DO f0,00=0, DLV f(0,0)=4.
Die Glieder der Taylorreihe bis zur 2. Ordnung sind:

> iDaf(O, 0)((21,72) — (0,0))"

<2

= £(0,0) + DM £(0,0)(2 — 0) + DV £(0,0)(y — 0)
+D £(0,0)(z — 0)(y — 0) + %D(Q’O)f((), 0)(z — 0)
+5 D02 £(0,0)(y  0)?

= x4 2y+ 4oy + 222 .

Damit ist die Ndherung:

1+21+41+21—3+6—036
10 10 100 100 10 100 7
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Aufgabe H41 (Extremwertbestimmung) (14444 Punkte)
Gegeben sei die Funktion
fla,y) = ey
innerhalb des abgeschlossenen Dreiecks D mit den Eckpunkten (0,0), (4,0) und (0, —4).

(a) Skizzieren Sie den Definitionsbereich und tragen Sie nachfolgende Ergebnisse ein.

(b) Untersuchen Sie die Funktion auf etwaige lokale Extremalstellen oder Sattelpunkte im Innern
von D und bestimmen Sie deren Typ.

(c) Diskutieren Sie das Verhalten von f auf dem Rand von D und ermitteln Sie die globalen
Extremalstellen von f auf ganz D.

Losung: Skizze:

(0,0 (4,0)

0,~4)

Den Gradienten nullsetzen:
(rad ) == (V1) = () = @ =-ven.
Klassifizieren mittels zweiter Ableitungen:
foa(@,y) = (y +1)% V070,
foy(z,y) = (2y + 2 —y) 777,
fyy(@,y) = (x = 1)? eV oy,

Die Hesse-Matrix
0 e
(Hess f)(1,-1) = (e O) .

Die Eigenwerte der Matrix (Hess f)(1, —1) sind +e. Also ist die Hesse-Matrix nicht definit, der
Punkt (1, —1) ist ein Sattelpunkt. Untersuchung auf dem Rand:

f(z,0) = e®, monoton wachsend fiir z € [0, 4].

f(0,y)=e y, monoton wachsend fiir y € [0, —4].

@2 zu untersuchen fiir = € [0,4]:

1

r,x—4) =
S 4)=2c-2) =0 = (5,y)=(2-2)€dD.
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Wertevergleich zeigt: absolute Minima bei (0,0) und (2, —2) (Funktionswert gleich 1), absolute
Maxima bei (4,0) und (0, —4) (Funktionswert gleich e?).

Aufgabe H42 (Methode von Lagrange) (5 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen

g:R* =R, g(z,y) =2"+y* - 10.
Bestimmen Sie die Extrema von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0.
Loésung: Lagrange-Funktion:

L(z,y,\) = "3 4 \(2? + ¢ — 10).

Ihre Ableitungen:

Lo(x,y,\) = e + 2\ L 0,

Ly(x,y,\) = 3¢"+% 4 2)y = 0,

Ly(z,y,\) = 22 + ¢* — 10=0.
Aus den ersten zwei Gleichungen folgt 6Ax = 2y, also y = 3x, da A = 0 zu einem Widerspruch
fithrt. Mit der dritten Gleichung erhélt man 22 = 1, also

xr1 = 1 Y1 = 37
r9 = —1 Y2 = —3.

Weiterhin ist f(z1,y1) = e!? (Maximum), f(x2,%2) = ¢ 1* (Minimum).
Man beachte dabei: Zunichst weif man nur, dass die berechneten Paare (z1,y1) und (z2,y2)
die einzigen mdglichen lokalen Extremstellen sind. Dass es wirklich welche sind, kann man bei-

spielsweise so begriinden: Die Nebenbedingung g(z,y) = 0 beschreibt einen Kreis K. Dieser ist
kompakt, sodass die stetige Funktion f auf K ein Maximum und Minimum annehmen muss.

Abgabe der Hausiibungen: Am Freitag den 17. Juli 2009 vor der Ubung.
(Hinweise auf Fehler bei diesen Aufgaben bitte an Michael Klotz, kl...@Qmath...tik.tu-darmstadt.de)



