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Gruppeniibungen

(G 41) (Bilinearformen)
Gegeben sei ein 2-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer orthonormal Basis .. Beziiglich
dieser Basis « sind die folgenden Funktionen ®; : R? x R? — R (i = 1,2,3) gegeben:
(1) ©1(7, ) = 22192 + 3z2u
(i) ®o(7,¥) = 2122 + Y112
(iii) @3(7,¥) = 221y2 — 2z2u

Begriinden Sie, ob es sich jeweils um eine Bilinearform handelt und geben Sie gegebenenfalls
die Gram-Matrix beziiglich der Basis « an.

(G 42) (Hauptachsentransformation)

In der Ebene sei eine quadratische Form () beziiglich einer orthonormal Basis a durch
Q(T) = 322 + 4175 gegeben. Fiihren Sie fiir diese Form eine Hauptachsentransformation
durch. Gehen sie folgendermaflen vor:

(a) Geben Sie die Gram-Matrix der zugehorigen Bilinearform ¢ an.

(b) Wir suchen nun eine orthonormal Basis § = {¥,w}, so dass die Gram-Matrix der
Bilinearform @ beziiglich der Basis § diagonal ist, d.h. ®(v, @) = (v*)'Ad* = 0.
Machen Sie dafiir den Ansatz 0 = (vq,v9)", W* = (—vq,v1)" (dieser Ansatz garantiert
gerade, dass ¢ und w orthogonal sind) und gewinnen Sie daraus eine quadratische

Gleichung fiir die Koordinaten vy, v von v beziiglich a.

(c) Losen Sie diese Gleichung. Tipp: Leiten Sie eine Gleichung fiir ¢t = Z—f her und l6sen
Sie diese. Verifizieren Sie ihr Ergebnis.

(d) Geben Sie ein Hauptachsensystem (3 beziiglich der Basis « an und zeichnen Sie dieses
ein.

(e) Bestimmen Sie die Hauptmomente \;, Ay und geben Sie die Form im Hauptachsensy-
stem an.

(f) Zeichnen Sie die Hohenlinien zur Hohe 1 ein.

(g) Hat @ an der Stelle 0 ein lokales Minimum oder Maximum? Wo hat @ auf der Menge
{Z :||¥]| = 1} ein Maximum bzw. Minimum?



(G 43) (Symmetrischer Gauf})

Es sei @ eine Bilinearform mit Gram-Matrix

1 =11
A=|-1 2 0
1 0 3

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S mit SAS? diagonal. Ist die zu ® gehorige qua-
dratische Form () positiv oder negativ definit?

Hausiibungen

(H 36) (Quadratische Form I; 14+242-+1 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

A:

w o
= 00 o
D = W

(a) Bestimmen Sie die zu A gehérige quadratische Form Q4 : R® — R.

(b) Wéhlen Sie nun b = 2 und entscheiden Sie, fiir welche Werte des reellen Parameters a
die Matrix A positiv definit ist.

(c) Zeigen Sie, dass A nicht negativ definit sein kann.

(d) Geben Sie geeignete Werte fiir die Parameter @ und b an, so dass A indefinit ist.

(H 37) (Quadratische Form II; 3 Punkte)

Betrachten Sie die quadratische Form Q4 : R* — R mit der Zuordnungsvorschrift
QA(T) = T3 + 623 + 5r3 — 4wy79 — 4T3

Geben Sie die Gram-Matrix A der zugehorigen Bilinearform an und entscheiden Sie, ob A
positiv oder negativ definit ist.

(H 38) (Hauptachsentransformation; 2+4+3+43 Punkte)

Im Raum sei eine orthonormal Basis o und die quadratische Form ) gegeben, so dass
beziiglich der Koordinaten von «

1
QT) = —§$§ 3

gilt. Bestimmen Sie ein Hauptachsensystem von (). Gehen Sie dazu folgendermafien vor:

2 2
Ty + 225 + 1172

(a) Zeigen Sie, dass fiir den Vektor ¢ = (0,0, 1)! die quadratische Form Q(Z) ihr Maximum
unter der Nebenbedingung ||Z]| = 1 annimmt.
(b) Betrachten Sie die Einschriankung @’ von @ auf den Unterraum der von v, = (1,0, 0)*
und 73 = (0,1, 0)" aufgespannt wird:
1, 1

Q' (x1,19) = —5%1 §x§ + 1129.

Geben Sie fiir ' ein Hauptachsensystem an (Gehen Sie wie in Aufgabe G42 vor).
Bestimmen Sie die Hauptmomente von Q' und zeichnen Sie die Hohenlinien von @’
zur Hohe 1.

(¢) Geben Sie nun das Hauptachsensystem und die Hauptmomente von @) an.

(d) Bestimmen Sie den Definitheitstyp sowie den Flachentyp der Kennfliche der Form.



