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Gruppeniibungen
(G 1) (Reduktionsverfahren von d’Alembert)

(a) Sei I C R ein Intervall und

A= ( an(t) a() ) T — L(RY)

921 (t) 929 (t)

eine stetige Abbildung. Die Differentialgleichung y'(¢) = A(t)y(t) besitze die spezielle
Losung ¢ = (Z;) : I — R?. Im Teilintervall J C T gelte ¢, (t) # 0 fiir alle t € J. Zeigen
Sie: Man erhiilt eine zweite Losung v : J — R? durch den Ansatz

0 =0 (50)+ (o)

wobei u, g : J — R differenzierbare Funktionen sind, die den folgenden Differential-
gleichungen geniigen:

®2 Q12

g/ = (a22 - al2a) g, Ul = Eg

(b) Nun betrachten wir fiir t > 0 das folgende homogene Differentialgleichungssystem:
Vi = Y= Y
Yy = t%yl + %?JQ

Schreiben Sie dieses System in Matrix-Form und geben Sie ein Fundamentalsystem
an. Verwenden Sie dabei die Methode aus Teil (a).

(G 2) (Wronski-Determinante / Fundamentalsystem)

(a) Es sei A:[0,00) — L(R") stetig mit spur A(t) < —-5 fiir t € [0,00), und sei Z ein
Fundamentalsystem von y/(t) = A(t)y(t). Zeigen Sie, dass dann

lim det Z(¢) = 0

t—o00

gilt.



(b) Essei A:[0,7] — L(R") stetig und X bzw. Y seien Fundamentalsysteme von z/(t) =
A(t)x(t) bzw. ¥/ (t) = —AT(t)y(t) mit X(0) = Y (0) = Id. Zeigen Sie, dass dann

X(t)=@"@)™,  teloT]
gilt.
(G 3)

Es sei I C R ein Intervall und ¢(t) = (d)lgtg) : I — C? und (t)

differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass

[det(o(t), (1)) = det(¢'(t), 9 (1)) + det(g(t), v/ (1))

P1(t)Y . :
(wégt;) - I — C? zwei

gilt.

Hausiibungen

(H 1) (Homogene lineare Differentialgleichung)
Wir betrachten fiir t > 0 das folgende homogene Differentialgleichungssystem:

Vi =~y 1y
Yo = (L= t)y1 + 2
Stellen Sie dieses System in Matrix-Form da und bestimmen Sie ein Fundamentalsystem.

(H 2) (Inhomogene lineare Differentialgleichung)
Bestimmen Sie alle Losungen des folgenden inhomogenen Differentialgleichungssystems auf
1, 00].

Vi =~y + gy HInt + 5

vh=(1—ty1 +ya+ (t —1)Int

(H 3) (Matrix-Exponential-Funktion)

Es seien A, B zwei n x n Matritzen iiber C. In der Vorlesung wurde die Matrix-Exponential-

Funktion etA Z;O 07 ,tj AJ fiir beliebiges ¢ € R definiert. Insbesondere gilt also e®4 := Id.

Beweisen Sie nun die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt e!A+B) = ¢tetB falls AB = BA gilt.
(

b) et)A = 54 . et fiir alle s,t € R,

(c) 4 (€ ) Aet,

(d) (e ) = e_tA fiir alle t € R.

(e) etdiasAi-.. = diag(e'™, ... e) fiir alle t € R,
(f) eAHtMd = eAetd fiir t € R und A € C.

(g) Aus !B = et4e!B fiir alle t € R, folgt AB = BA.



