Fachbereich Mathematik Prof. Dr. Stefan Ulbrich Dipl. Math. Sarah Drewes Dipl. Math. Carsten Ziems SoSe 2009 02.07.2009

11. Übungsblatt zur „Mathematik IV für Elektrotechnik/ Mathematik III für Informatik“

Gruppenübung

Aufgabe G37 (Binomialverteilung, Poissonverteilung, diskrete Zufallsvariable)

a) Bei einer Lotterie beträgt die Wahrscheinlichkeit für eine Niete bei jedem Zug 0.7. Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl an Nieten beim Ziehen von zehn Losen. Bestimme die Verteilung von X sowie die Wahrscheinlichkeit für mindestens acht Nieten.

b) Die Anzahl der Abfragen einer Internetseite, die innerhalb einer Minute registriert werden, lässt sich durch eine Poisson-verteilte Zufallsvariable angemessen beschreiben. Für eine bestimmte Internetseite sei bekannt, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.05 innerhalb einer Minute keine Abfrage registriert wird. Berechne für diese Seite die Wahrscheinlichkeit dafür, dass es mehr als drei Abfragen innerhalb einer Minute gibt.

Aufgabe G38 (Erwartungswert und Varianz, stetige Zufallsvariablen) Die Zufallsvariable X sei stetig verteilt mit der Dichte

f (x) = 1 2 e^{−| x|}, x ∈ R .

a) Bestimme die Verteilungsfunktion von X . b) Ermittle die Verteilungsfunktion und den Erwartungswert der Zufallsvariablen X^2. c) Bestimme den Erwartungswert und die Varianz von X .

Aufgabe G39 (Normalverteilung)

a) Wir gehen von einer normalverteilten Zufallsvariablen Y mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 aus (kurz: Y ∼ N (0, 1), auch als Standardnormalverteilung bezeichnet) und betrachten die Zufallsvariable Z = 5 ·Y + 100 . Man kann zeigen, dass Z wieder normalverteilt ist. Überprüfe, dass E (Z ) = 100 und V ar(Z ) = 25 gilt.

b) Die Zufallsvariable X beschreibe die Größe (in mm) einer bestimmten Pflanze im Alter von 30 Tagen. Es wird angenommen, dass X normalverteilt ist mit Erwartungswert 100 und Varianz 25, also X ∼ N (100, 25). Berechne die folgenden Wahrscheinlichkeiten: (i) P (90 ≤ X ≤ 110) und (ii) P (X > 107). Nutze dabei die Ergebnisse aus a).

Aufgabe G40 (Tschebyschevsche Ungleichung,Normalverteilung, zentraler Grenzwertsatz) Der Durchmesser neu produzierter Autokolben werde durch eine normalverteilte Zufallsvariable X angemessen beschrieben. Aus Erfahrung kennt man die Varianz von X (Var( X ) = 0 .04(mm^2)), der Erwartungswert ist jedoch unbekannt. Es soll die Mindestanzahl von durchzuführenden Messungen ermittelt werden, so dass die Differenz zwischen dem Erwartungswert und dem arithmetischen Mittel der Messwerte mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0.9 kleiner als 0.1(mm ) ist.

(a) Bestimme eine obere Schranke für diese Anzahl durch Anwendung der Tschebyschevschen Ungleichung. Benutze dabei den zentralen Grenzwertsatz, um die Verteilung von X̄_{(n )} zu bestimmen.

(b) Bestimme die gesuchte Anzahl exakt. Transformiere dazu (an geeigneter Stelle) auf Standardnormalverteilung und benutze die Tabelle aus dem Anhang.

Hausübung

Aufgabe H38 (Diskrete Zufallsvariablen, geometrische Verteilung)

Beim Roulette tritt in einem Spiel eine der Zahlen 0, 1, 2, . . . , 36 auf. Ein abergläubiger Spieler beginnt erst mit dem Spiel, nachdem zum ersten Mal eine seiner Unglückszahlen 3, 13, 23 oder 33 aufgetreten ist. Die Zufallsgröße X beschreibe die Anzahl von Runden, die dieser Spieler warten muss, bevor er mit seinem Spiel beginnen kann.

a) Bestimme die Verteilung von X und berechne die Wahrscheinlichkeit P (2 ≤ X < 5). b) Zeige, dass für eine mit Parameter p ∈ ]0, 1] geometrisch verteilte Zufallsvariable X gilt:

∀k ∈ N_0 : P (X > k ) = (1 − p)^k .

Aufgabe H39 (Erwartungswert und Varianz, diskrete Zufallsvariablen)

Für eine diskrete Zufallsvariable X sei die folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion P gegeben:

x -1 0 1 2 3 4 P (X = x) 0.05 0.05 0.20 0.25 0.20 0.25

Bestimme die Wahrscheinlichkeiten P (0 ≤ X < 3) und P (X > 2) sowie den Erwartungswert und die Varianz von X .

Aufgabe H40 (Exponentialverteilung, Binomialverteilung)

In einen Kronleuchter werden gleichzeitig 10 Glühbirnen eines bestimmten Typs eingeschraubt. Die Lebensdauer einer Glühbirne dieses Typs (in Stunden) lasse sich durch eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit λ =^1_{500} ln

(_4 3 ) angemessen beschreiben. Für die Lebensdauern der einzelnen Glühbirnen wird die Unabhängigkeitsannahme getroffen.

a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine Glühbirne dieses Typs eine Lebensdauer von über 500 Stunden hat.

b) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafür, dass mindestens 8 der 10 Glühbirnen eine Lebensdauer von über 500 Stunden haben.

c) Bestimme den Erwartungswert und die Varianz der Anzahl der Glühbirnen, die eine Lebensdauer von über 500 Stunden haben.

Aufgabe H41 (Dichte, Rechteckverteilung, Tschebyschevsche Ungleichung, Normalverteilung) Bei der Beladung eines LKW mit Kisten muss darauf geachtet werden, dass das Gewicht der Ladung höchstens 7.8 Tonnen beträgt. Die Gewichte [in kg] der einzelnen Kisten sollen durch identisch stetig verteilte Zufallsvariablen X_1, . . . , X_n beschrieben werden, für die folgende Dichte angenommen wird: f (x) =

{_1 30 für 105 ≤ x ≤ 135 0 sonst.

a) Zeige, dass f eine Dichte ist. b) Bestimme den Erwartungswert und die Varianz des Gewichts einer einzelnen Kiste. c) Bestimme mittels der Ungleichung von Tschebyschev eine Schranke für die Wahrscheinlichkeit, dass das Gesamtgewicht von n = 64 dieser Kisten zwischen 7.56 Tonnen und 7.8 Tonnen liegt. (Setze dabei die Unabhängigkeit von X_1, . . . , X_{64} voraus.)

d) Berechne unter der Unabhängigkeitsannahme einen Näherungswert für die Wahrscheinlichkeit, dass das zulässige Gewicht der Ladung eingehalten wird, wenn auf dem LKW n = 64 Kisten geladen werden. Hinweis: Benutze die Normalverteilungstabelle.

Werte Φ( z) der Verteilungsfunktion der N (0, 1)–Standardnormalverteilung

Tabelle siehe nächste Seite.

Arbeiten mit der Tabelle: Aus der Tabelle kann die Wahrscheinlichkeit Φ( z) für die Standardnormalverteilung ermittelt werden. Aufgrund des Zusammenhanges Φ( − z) = 1 − Φ( z) (und damit auch wegen der Symmetrie der Gauß’schen Glockenkurve) sind hier nur die positiven Werte von z zu finden. Ist nun die Wahrscheinlichkeit Φ( z) für Werte von z im Intervall von 0 bis 4.09 gesucht, so steht z bis zum Zehntel in der linken Randzeile der Tabelle und das Hunderstel findet sich in der Kopfzeile. Dort wo sich die zugehörige Zeile und Spalte kreuzen steht die Wahrscheinlichkeit Φ( z). Übersteigt z die Grenze von 4.09, dann gilt Φ( z) ≈ 1 für z > 4.09. Vorsicht ist bei der Umkehrung geboten, bei der eine Wahrscheinlichkeit vorgegeben und das dazugehörige z gesucht ist. Hier muss derjenige Wert Φ( z) angesehen werden, der den geringeren Abstand zur vorgegebenen Wahrscheinlichkeit hat. Anschließend setzt man z aus der Zeile und Spalte dieses Wertes zusammen. Ist also z.B. die Wahrscheinlichkeit 0.90670 gegeben, so wird in der Tabelle der Wert 0.90658 (entspricht einem z von 1.32 ) gewählt, weil dieser viel näher liegt, als der nächste mögliche Wert von 0.90824 (wobei dieser ein z von 1.33 ergäbe).

Anmerkung: Negative Werte werden aus Gründen der Symmetrie nicht angegeben, weil Φ( − z) = 1 − Φ( z) ist.