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Gruppenübung

Aufgabe G22 (Steife Differenzialgleichungen)

Es soll das Anfangswertproblem

y′(t) =

(
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)

y(t), y(0) =

(

2
0

)

betrachtet werden. Es handelt sich hierbei um eine steife Differenzialgleichung.

(a) Schreibe für das explizite Euler-Verfahren mit Schrittweiteh = 1 die Iterationsvorschrift in der
Formuj+1 = Auj , wobeiA eine2 × 2-Matrix ist, und führe drei Iterationsschritte aus.

(b) Schreibe für das implizite Euler-Verfahren mit Schrittweiteh = 1 die Iterationsvorschrift in der
Formuj+1 = Buj , wobeiB eine2 × 2-Matrix ist, und führe drei Iterationsschritte aus.

(c) Vergleiche die Ergebnisse aus Teil (a) und (b). Welches Verfahren beschreibt das qualitative
Verhalten der gesuchten Funktion besser?

Aufgabe G23 (Stabilitätsbereich)

Es soll gezeigt werden, daß das klassische Runge-Kutta-Verfahren4. Ordnung (RK4) nicht L-stabil
ist. Zeige dazu, dass

(a) das Polynom

R(q) = 1 + q +
1
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die Stabilitätsfunktion des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung ist und

(b) die Beziehung
|R(q)| < 1 für alle q ∈ C mit ℜ(q) < 0

nicht gilt.

Aufgabe G24 (Anfangswertproblem)

Gegeben sei das Butcher-Tableau
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a) Wie lautet die Verfahrensvorschrift des zugehörigen Runge-KuttaVerfahrens für das allgemeine
Problemy′(t) = f(t, y(t)) um vonti, ui ≈ y(ti) ausgehendui+1 zu berechnen?

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

y′(t) = t + 3y(t) , y(1) = 2.

Berechne mit dem oben beschriebenen Runge-Kutta Verfahren mit Schrittweite h = 1/2 eine
Näherung füry(2).

Aufgabe G25 (Butcher-Schema)

Zeige, dass das explizite Runge-Kutta-Verfahren mit dem Butcher-Schema
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mindestens Konsistenzordnung 3 besitzt.

Hausübung

Aufgabe H23 (Numerische Lösung eines Anfangswertproblems)

Betrachte das Anfangswertproblem

y′ = y, y(0) = 1.

Gib für folgende Verfahren die Verfahrensgleichungen füruj+1 an und verwende die konstante
Schrittweiteh = 1

10
, um die Näherungu10 any(1) zu bestimmen:

• Verfahren von Heun,

• Klassiches Runge-Kutta-Verfahren (RK4).

Vergleiche Deine Ergebnisse miteinander, mit dem expliziten Eulerverfahren und der exakten Lösung
e = 2.7182818 . . . .

Aufgabe H24 (Butcher-Schema)

Betrachte das Schema
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Bestimme die Parameterγ2, γ3, α32, β1 undβ2 so, dass das zugehörige Runge-Kutta-Verfahren unter
den Bedingungen

γi =
∑

j

αij für i = 1, 2, 3 und γ3 = 2γ2

höchstmögliche Konsistenzordnung besitzt. Gib das zugehörige Runge-Kutta-Verfahren an.



Aufgabe H25 (Stabilitätsbereich)

Es sei das folgende zweistufige Runge–Kutta–Verfahren zum Anfangswertproblemy′(t) = f(t, y(t)),
t ∈ [a, b], y(a) = y0, gegeben:
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Berechne die Stabilitätsfunktion des zugehörigen impliziten Runge-Kutta-Verfahrens und überprüfe,
ob das Verfahren L-stabil ist.

Aufgabe H26 (Programmieraufgabe: Eulerverfahren und Verfahren von Heun)

Implementiere das explizite Eulerverfahren und das Verfahren von Heunzur numerischen Lösung
von Anfangswertproblemen gewöhnlicher Differentialgleichungen. Die Verfahren sollten jeweils als
Eingabeparameter den Funktionsnamen der rechten Seite der Differenzialgleichungf(t, y(t)), den
Anfangswerty0, die Intervallgrenzena = t0 und b = tn sowie die Schrittweiteh haben und die
Näherungswerteu0, . . . un zurückgeben. Teste Deine Programme an den Beispielen aus Aufgabe
G19 und H20.


