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Prasenziibung

U 32 Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mit:

5 1 1 4
A=11 5 -1 b= 2
1 -1 5 —4

mit dem cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel und dem Startvektor xy = 0. Rechnen
Sie exakt mit Briichen.

U 33 Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit mit & < n verschiedenen (reellen) Eigenwer-
ten Aq,..., \r. Man zeige, daf} in diesem Fall das cg—Verfahren schon nach k Iterationen
die Losung von Ax* = b liefert, d.h. xp = z*.
Hinweis: Nach Satz 2.4.3 gilt mit

E(z) = Yz —a")A(x —2*) = f(z)+ i(z") Az
dass

E(xy) < E(xo)n;'inm?Xka(Am wopr € Il @ pp(0) = 1.

U 34 Uber das cg-Verfahren von Stiefel und Hestenes wurde in der Vorlesung Folgendes be-
wiesen: Es sei mit

r = Ar—1»
Po = To
Tiv1 =  X;— OiPi, riTHpi = 0 definiert o;
rip1 = ri— 0 Ap;
| ri |2
Di+1 = Tip +W i
Dann gilt
piAp; = 0 fix i # j

7”1? 1 Span(po,---,pk—l)

mit i, § < N < n.
Zeigen Sie
rfry = 0fiird # j,4,75 < N.

j =



Hausiibung
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H 32 Seien a >> 1, b= (0,0)T, A = ( 0 a ) Gesucht werde das Minimum von

flz) = 1a"Az —b"x .
Dazu werde das Gradientenverfahren mit dem Startvektor zo = (a,1)” angewendet, d.h.

V f(ag) "V f (1)

T4l = wk—Oka(l’k): O =

e Zeigen Sie, dafl die Abstiegsrichtungen r; und r,,; aufeinanderfolgender Iterati-
onsschritte aufeinander senkrecht stehen. Was folgt daraus fiir zweidimensionale
Probleme?

e Zeigen Sie, dafl in diesem Beispiel fiir die durch das Gradientenverfahren gelieferte
Folge mit den Gliedern zj, = (&, m5)”

Ekt1 = Pk,  Mit1 = —pk, K=0,1,...

mit p = ﬁ gilt. Was bedeutet dieses Ergebnis fiir die Konvergenzrate?

e Zeigen Sie, dal in diesem Beispiel rp und 7,1 beziiglich der durch A induzierten
Metrik fast parallel sind.

H 33 Man bestimme die Minima von
a)
f@) = 355(10%F + 3000&,& + 975085 + &1&5 + &5 + 300&; — 4008 + &3)
b)
fl@) = & 40368 +0.9756; + 0.016,&5 + & + 36 — 46 + &

mit dem cg-Verfahren von Hestenes und Stiefel. Man trage —lg (||xx — x*||/||z*||) als
Funktion von k auf. Starten Sie mit zo = 0. Im Fall a) ist:

r* = (—0.018478819, 0.023355715, —0.49076058)"

Welcher Zusammenhang besteht zwischen diesen beiden Aufgaben?

H 34 PCG: Wegen Satz 2.4.3 ist die Konvergenz des CG-Verfahrens fiir Ax = b langsam, wenn
die Eigenwerte von A weit auseinander liegen. Deshalb versucht man durch eine Kongru-
enztransformation, die Verteilung der Eigenwerte zu verbessern. Dieses Vorgehen wird
Prékonditionieren genannt und fiithrt zu einem modifizierten Algorithmus, dem Verfahren

PCG.



Sei M = LLT mit der reguliren Matrix L.
1.) Zeigen Sie, dal M symmetrisch und positiv definit ist.

Statt der Aufgabe Az = b wird die fiquivalente Form L™ AL~ LTz = L~'b herangezogen.
Zur Abkiirzung wird

A=L7'AL" 2 =L"¢ und b=L""b (%)

gesetzt. R

2.) Zeigen Sie, dal A symmetrisch, positiv definit und #hnlich zu M~ A ist.
Bem.: Dies gibt Hinweise, wie die Matrix M und damit L, }}T zu wihlen sind.
3.) Wie lautet der CG-Algorithmus fiir die Aufgabe Az =b 7

Aus Aufwandsgriinden mochte man zwar das transformierte Gleichungssystem l6sen, aber
gleichzeitig vermeiden, die Matrix A explizit bestimmen zu miissen.

Im Folgenden sollen mit 7, p, ... etc. die Zwischenwerte des CG-Verfahrens angewandt
auf A% = b bezeichnen. Fiir den modifizierten Algorithmus definiere wegen (*) als Zwi-
schenwerte s, = L#y, yp = L~T2), und ¢, = Lpy. Diese Schreibweise soll andeuten, daf sy,
yr und g nur indirekt mit den entsprechenden Zwischenergebnissen des urspriinglichen
CG-Verfahrens angewandt auf Ax = b zu tun haben.

4.) Zeigen Sie

Yh = Ye—1+ @M g
sk = Spo1— @AM gy
Mg = M s+ BeM ' gpy .

Zur besseren Ubersichtlichkeit werden die Hilfsvektoren gy = M 'q, und z = M~ 's,
eingefiihrt. R
5.) Zeigen Sie 7} 7, = s}z und pf Apx = gi Ag.
6.) Zeigen Sie, dafi der im Skript angegebene Algorithmus fiir das prikonditionierte CG—
Verfahren die gewiinschten Anforderungen erfiillt. Bem.: Da Gleichungssysteme der Form

Mz = s gelost werden miissen, liefert dies weitere Richtlinien fiir eine Wahl von M bzw.
L, LT



