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Prasenziibung
U 24 Zeigen Sie: Eine dquivalente Umformung
Az" = b <= 2" = Gz +gmit o(G) < 1
ist unmoglich, wenn A singulér ist.

U 25 Eine Matrix heisst strikt diagonaldominant nach Zeilen bzw. Spalten, wenn

J=1, j#i
bzw. i
Vi ol > Y ol
=1, j#i
Zeigen Sie: eine solche Matrix ist stets invertierbar und das Gesamtschrittverfahren zur
Losung von Az* = b ist stets konvergent.

U 26 Man beweise, daB8 die Zeilen einer nichtsingulidren Matrix A so permutiert werden konnen,
daf} die Diagonalelemente der neu entstandenen Matrix A alle von Null verschieden sind.
Hinweis: Entwickeln Sie die Determinante von A nach der ersten Spalte und gehen Sie
dann induktiv vor.

U 27 Wir werden noch beweisen, dass das SOR—Verfahren fiir jede positiv definite Matrix mit
0 < w < 2 konvergiert und damit natiirlich auch das Gauss—Seidel-Verfahren. Zeigen
Sie: Es gibt Werte von «, sodass die Matrix

A= (1—a)l+ae” | mitel = (1,...,1)

positiv definit ist, aber das Gesamtschrittverfahren divergiert. Hinweis: U10.



Hausiibung

H 26

H 28

Es soll das Gleichungssystem

& = 3 +b, i=1...,n—1
gn = bn

gelost werden.

Zeigen Sie: Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fiir alle Startvektoren. Geben Sie
o(J) an, J sei die Matrix des Gesamtschrittverfahrens.

Seib = (0,...,0,-3,1)T, n = 100 und zy = 0. Berechnen Sie ||z — 2*||» fiir alle
k € N. Interpretieren Sie das Ergebnis.

Wie kann man eine Norm konstruieren, in der monotone Konvergenz fiir jedes b eintritt?
Zur Losung der Fixpunktgleichung z* = Gz* + ¢ sei das Iterationsverfahren:

to €RY 2 =Gar+g
gegeben sowie fiir eine beliebige Norm

or = sup limsup ||z, —z*[|"/F.

zoelCN  k—oo
Zeigen Sie: 91 = o(G) in folgenden Schritten:
Mit zg = ¥ + yo gilt: 2, — 2% = GFyp.

Es gilt: 01 > o(G). Wéhlen Sie dazu xg = x* + yo, wobei y, ein geeigneter Eigenvektor
von G ist und benutzen Sie Teil a).

Nehmen Sie eine Norm || - || mit der Eigenschaft: ||G||c < o(G)+¢, € > 0 beliebig. Zeigen
Sie damit:

lox = 2*|| < C((G) + )" ||z — 2"

In dieser Ungleichung ist C' eine Konstante, die sich aus der Normenwahl ergibt. Beweisen
Sie nun die gesamte Aussage.

a) Fiir welche w € R konvergiert das Iterationsverfahren
Tpy1 = xp +w(b— Axy)
fiir alle zy € R™ gegen die Losung x* von Ax* = b, wenn A symmetrisch und positiv

definit ist?

b) Wie muB man im allgemeinen Ansatz im Skript M, N und C' wihlen, um das Ver-
fahren aus a) zu erhalten?

c) Fiir welches w ist o(/ —wA) minimal? (Skizze!)



d) Zeigen Sie, dafl wy, ..., w,_; existieren, sodaf fiir
Tpyr = x + wi(b— Axy)
r, = o* gilt. Zeigen Sie zunéchst die Darstellung:
zp— " = () (I — wid)) (zo — 2¥).

Interpretieren Sie das Verfahren. (xy lafit sich als Linearkombination von z* und
den Eigenvektoren von A schreiben).

Hinweis: Benutzen Sie die Spektralzerlegung von A zur formalen Vereinfachung:
A = VAVT

mit unitdrem V und A als Diagonalmatrix der Eigenwerte.



