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Numerische Lineare Algebra
Ubung 8
Prasenziibung
U 21 Die Konditionszahl einer m x n-Matrix vom Rang n ist definiert als

def max{||Az|| : ||| = 1}
min{[[Az[[ : ||z|| = 1}

cond(A)

Welcher Wert ergibt sich fiir die euklidische Norm unter Anwendung der SVD?

U 22 Sei A eine beliebige komplexe m x n-Matrix. Eine nxm-Matrix A# mit den Eigenschaften

A*A = (A*A)H

AA* = (AA*)H
AFAA® = A*
AA*A = A

heisst Moore—Penrose-Pseudoinverse von A. Man kann zeigen, dafi sie eindeutig bestimmt
ist. Zeigen Sie: Ist
A = Usv?

eine Singuldrwertzerlegung von A, dann gilt
A* = Vs

wobei S# aus S entsteht durch Transposition und Ersetzung der Nichtnullwerte s; ; durch
ihre Reziprokwerte.

U 23 Es sei
N R N B WA Y
A== 01 0 | =uxv?
2 1 1 1 -1 0 0 1 06 0 —0.8
1 -1 1 1 0 0 O ' '

eine Singuldrwertzerlegung von A.

Geben Sie explizit z € R* und y € R? an, so dass ||zy’||s minimal ist und
Rang(A + zy’) = 2.

Hinweis: H6



Hausiibung

H 22

H23

H24

H 25

Zeigen Sie:
Ist A eine beliebige reelle m x n—Matrix mit m > n und « > 0, dann ist
z(a) = (al + ATA) AT

wohldefiniert und es existiert

=i :
o )

Ferner gilt:
|z*]|2 = min{||y||2 : ||Ay — b2 < ||Az — b]|5 fiir alle z € R"} .

Lésst sich x(«) auch als Losung einer linearen Ausgleichsaufgabe darstellen und so even-
tuell numerisch besser berechnen?

Es sei A € R™" mit m > n und b € R™. Zeigen Sie, daf die allgemeine Losung der
linearen Ausgleichsaufgabe
Minimiere ||Az — bl|2

in der Form

ot = A¥b 4 (I — A% A)z, =z € R" beliebig
geschrieben werden kann.
Hinweis: Es sei A = U(%)VT die (SVD) von A und A# = V(X#,0)UT, wobei die
Elemente der Diagonalmatrix X# entweder die Kehrwerte der Singulidrwerte o; sind, falls
o; £ 0, oder 0 falls o; = 0.

UXVH sei die Singuldrwertzerlegung der Matrix A € C™" mit den singuldren Werten
o1 > 0y > ... > 0. Daraus bilde man die Matrizen ¥, und A, := UX, V¥, indem man
nur die ersten r singuldren Werte beibehélt, also o} durch Null ersetzt fiir alle & > 7.

a) Was sind die singuldren Werte von A — A, und berechne |[|A — A,||s.
Zeige RangA, < r.

b) Es gibt keine Matrix B vom Rang hichstens r mit ||A — Bl|z < 0,41.
Hinweis: H6

Gegeben seien N > 3 Punkte im R?. Gesucht ist eine Ebene im R3, sodafl die Summe der
Quadrate der orthogonalen Abstéinde dieser Ebene von den gegebenen Punkten minimal
wird. Zeigen Sie, dass man dieses Problem als eine homogene Kleinste-Quadrate Aufgabe
mit der Matrix A mit der i—ten Zeile

[£i777i7<i71] ) xi = (62’7772'7Ci)T
l6sen kann, d.h. in der Form
I|Ac|l, = min mit |[c|] = 1.

Wie kann man nun die Singuldrwertzerlegung von A benutzen, um die Losung “direkt*
anzugeben?

Hinweis: Wie driickt sich der Abstand des Punktes z° von der gesuchten Ebene in der
Hessenormalform der Ebene aus?
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Priasenziibung

U21

U22

Die Konditionszahl einer m x n-Matrix vom Rang n ist definiert als

cond(a) % maxtlldl] < el =1}
min{| Al Jlal| = 1}

Welcher Wert ergibt sich fiir die euklidische Norm unter Anwendung der SVD?

Unter Benutzung der Singulidrwertzerlegung ergibt sich mit der Substitution y = Vx
und {z @ ||z =1} = {y=V"z :|[z]| =1}

[Az|| = JUSV ]| = ||IZyl]

also
max{||Az|| : ||z|]| =1} = oy und min{||Az|| : ||z|| =1} = o,

wobei wie tiblich die Singuldrwerte absteigend numeriert angenommen sind.

Sei A eine beliebige komplexe m x n-Matrix. Eine nxm-Matrix A% mit den Eigenschaften

A*A = (A*A)H

AA* = (AA*)H
AFAA® = A*
AA*A = A

heisst Moore—Penrose—Pseudoinverse von A. Man kann zeigen, dafi sie eindeutig bestimmt
ist. Zeigen Sie: Ist
A =Usv?

eine Singuldrwertzerlegung von A, dann gilt
A* = vs#uH

wobei S# aus S entsteht durch Transposition und Ersetzung der Nichtnullwerte s;; durch
ihre Reziprokwerte.

Wir beachten, dafl S#S und SS# beides Diagonalmatrizen sind mit 1 auf den ersten r
Positionen und null sonst. Wir setzen die Darstellung von A¥ in die Bedingungen ein
und multiplizieren aus:

A*A = VS*UHUSVH = VvS#SVH = (Vs#syH
AA* = USVHVS#UH = USS*U® = (USS*UH)H
AA*A = USVRVS#*UHUSVHE = USS*SvH = USVHE = A

ATAAT = VSTUHUSVHVSHUT = VS#SSHTUY = VSTUT = A7
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U 23 Es sci
1 1 -1 1 300
111 -1 -1 —1 020 0.8 0 06
A=— 0 1 0 | =uxv?
ol 1 1 1 -1 00 1 06 0 08
1 -1 1 1 000 ' '

eine Singuldrwertzerlegung von A.

Geben Sie explizit z € R? und y € R? an, so dass ||zy” || minimal ist und
Rang(A + zy’) = 2.
Hinweis: H6

Es muss |A — A, = ||zyT|| > 1, damit der Rang der Matrix = 2 wird (1 ist der
betragsméfig kleinste Singuldrwert der Matrix A). Mit

00 0 -1
oo o), 1] 1

A=U| oo 4 |[Vi==5] | |06 0 —08)
00 0 1

wird das Gewiinschte offenbar erreicht mit ||zy” ||z = 1.
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Hausiibung

H 22 Zeigen Sie:
Ist A eine beliebige reelle m x n—Matrix mit m > n und « > 0, dann ist

z(a) = (al + ATA)7LATD

wohldefiniert und es existiert

=i :
o)

Ferner gilt:
|2*|l2 = min{||y||2 : [|[Ay — b||2 < ||Az — b]|2 fiir alle z € R"} .
Lésst sich x(«) auch als Losung einer linearen Ausgleichsaufgabe darstellen und so even-

tuell numerisch besser berechnen?

AT A ist positiv semidefinit und damit oI + AT A positiv definit. Damit ist z(ca) wohlde-
finiert.

Singulédrwertzerlegung

—_ by T
1-0(5)v

al + ATA=V (22 +al)VT
() =V(EZ2+al) VIV (Z 0)U"b =

= Vdiag ( 202» ) UTh

o; t«
Fallunterscheidung:
5i=0 = a >0, 50— =0 = lim..=0
o7+« a—0t
g; 1

! ?é a0t 02 + « g;

%

Damit existiert der Grenzwert und es gilt:
lim z(a) = VEtUTh
a—0

Yt = diag(o;")

0_;_: 0 O_i:O
% o#0

Das ist die Losung des linearen Ausgleichsproblems von minimaler Léange wie im Skript
beschrieben und damit ist die Behauptung gezeigt. Offensichtlich ist x(«) Losung der

linearen Ausgleichsaufgabe
A b ! :
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H 23

In dieser Formulierung wird die Bildung von AT A und die Gleichungslésung mit der
eventuell schlecht konditionierte Matrix AT A + I vermieden.

Es sei A € R™™ mit m > n und b € R™. Zeigen Sie, dafl die allgemeine Losung der
linearen Ausgleichsaufgabe
Minimiere ||Az — b2

in der Form

¥ = A%b+ (I — A% A)z, 2z € R" beliebig
geschrieben werden kann.
Hinweis: Es sei A = U(g)VT die (SVD) von A und A# = V(X#,0)U”, wobei die
Elemente der Diagonalmatrix X% entweder die Kehrwerte der Singuldrwerte o; sind, falls
o; # 0, oder 0 falls o; = 0.

Setzt man in der linearen Ausgleichsaufgabe die (SVD) von A ein ergibt sich

b
N [ e

Mit y = VT2 und UTb = ¢ folgt

1Az = b3 =" (ou: — i) + Z
=1

1=r+1

Dabei ist r < n der Rang der Matrix A, also die Anzahl der nicht verschwindenden
Singuldrwerte.

Ci

Die Losung y* hat demnach in den ersten r Komponenten die Werte y; = < und ist in

den letzten n — r Komponenten (falls existent) beliebig wéhlbar da

¥, 0 . .
Y= < 0 0 ) , 2, Invertierbar.

Fiir die Losung x* folgt damit

xr=Vy" = Zvl— + Z v;y;  (y; beliebig).

i=r+1

Die erste Summe ist aber identisch mit A#b und um die zweite Summe zu identifizieren
untersuchen wir I — A% A:

I—A*A = VvVT - V(E#, 0V
= V(- ())VT

()
=v<%>

_ T
= 0,011, o)V

[
<
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Fiir beliebiges z € R" ist also

(I —A#FA)z=(0,...,0,041,...,0,) Vg = Z Vili,

mit y; beliebig. Zusammenfassend erhalten wir

T

= Zvig—i + Z viy; = ATb+ (I — A% A)z

i=1 i=r+1

fiir beliebiges z € R™.

UXVH sei die Singulirwertzerlegung der Matrix A € C™" mit den singuliren Werten
o1 > 09 > ... > 0. Daraus bilde man die Matrizen ¥, und A, := UY, V¥ indem man
nur die ersten r singuldren Werte beibehélt, also o durch Null ersetzt fiir alle k£ > r.

a) Was sind die singuldren Werte von A — A, und berechne |[|A — A,||s.
Zeige RangA, < r.

b) Es gibt keine Matrix B vom Rang hochstens r mit ||A — Bl|s < 0,41.
Hinweis: H6

a) Die Singulidrwertzerlegung von A — A, = U(X — %)V erhilt man, in dem man
zu U und V jeweils noch eine Permutation hinzunimmt, so dafl die Singuldrwerte
Ory1 = Opi2 > ... > 0 am Anfang stehen. Das sind dann die Singuldrwerte von
A—A,.

Man verwende ||A — A,||» = max(og, k > r) = 0,41
Der Rang von A, ist die Anzahl der Singuldrwerte ungleich 0 ist somit kleiner
gleich r. In der Praxis wéhlt man r so, dafl o, > ¢ > 0 und damit RangA, = r.

b) Es gilt (vgl. H6)
1A = Bl|; 2 max|oi(A) — ai(B))

Da B Rang r haben soll, hat B hichstens r Singuldrwerte ungleich 0. Damit gilt

auf jeden Fall
A = Bllz 2 |o741(A) = 0741(B)| = 0741(A)

Daraus folgt die Behauptung.

Gegeben seien N > 3 Punkte im R?. Gesucht ist eine Ebene im R3, sodafl die Summe der
Quadrate der orthogonalen Absténde dieser Ebene von den gegebenen Punkten minimal
wird. Zeigen Sie, dass man dieses Problem als eine homogene Kleinste-Quadrate Aufgabe
mit der Matrix A mit der i—ten Zeile

[5@77]17C171] ; mi = (glanugz)T
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16sen kann, d.h. in der Form
|Acll> = min mit [[c]l, = 1.
c

Wie kann man nun die Singuldrwertzerlegung von A benutzen, um die Losung “direkt*
anzugeben?

Hinweis: Wie driickt sich der Abstand des Punktes ' von der gesuchten Ebene in der
Hessenormalform der Ebene aus?

Die Ebenengleichung in Hessenormalform lautet

ny
nTx+6=0; mit dem Normalenvektor n = N9
ns

und der Normierung ||n||s = 1. Es ist dann

e
AT

|I|II
||.-" | \ | ll

/ ﬂ H"\«.\‘_ ,-// -

Bestimmung des Abstands eines Punktes z* von der Ebene: Hierzu sei x; die Projektion
von x' auf die Ebene.

/)
/—/-i/ II". c*n
/ /H.tp ]
S e

S

v

Damit haben wir &' = ], 4+ A;n und der Abstand von ' zur Ebene ergibt sich zu
| 2" =, [|= A

Weiter haben wir wegen der Ebenengleichung fiir x:

nlyt = nTx; +xfn = =6+ ).
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Also _
Al =[ n"a' 46 |

Das Problem besteht also darin, die Summe der Abstandsquadrate

N
Z(nlxﬁ + nowh + nzxh + 6)?

i=1

zu minimieren iiber n und 0 unter der Bedingung ||n||s = 1. Mit der angegebenen Form
der Matrix und _

zt = (givniaé—i)T
haben wir das Problem

! .
I4ell> < min

mit der Nebenbedingung ¢ + ¢3 + ¢ = 1 und ¢4 = . Da aber die Richtung des
Losungsvektors des homogenen Problems ohnehin nur bis auf einen Faktor bestimmt ist,
16sen wir zunéchst dieses homogene Problem mit der willkiirlichen Normierung ||c|| = 1
und skalieren die ersten drei Komponenten nachtréiglich. Mit der SVD von A

A = USVT OBdA S11 Z ...2544

wird die Norm von Ac offenbar minimal fiir ¢ = V'(:,4). Mit nachtréglicher Normierung
von ¢(1 : 3) auf Lange 1 erhalten wir dann die Hesse-Normalform.



