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Numerische Lineare Algebra
Ubung 4

Prisenziibung

U9 Essei H eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix und
H = QR

eine durch Anwendung von Givensreflektoren von links auf H erzeugte QR-Zerlegung, d.h.
( ist unitdr und R eine obere Dreiecksmatrix. Zeigen Sie

1. Es gilt

|Ti,i| Z |hi+1,i| > O, 7 = 1,...,’)1—1 .
2. (@ ist eine obere Hessenbergmatrix.
3. R() ist eine obere Hessenbergmatrix und dhnlich zu H.

Hinweis: Beachten Sie, in welcher Reihenfolge () aus den einzelnen Givensreflektoren
zusammenmultipliziert wird. ) steht in dieser Formel auf der rechten Seite!

U 10 Bestimmen Sie die vollstéindige Struktur des Eigensystems einer Rang-1-Matrix
A=wt £ 0.
Wie verhélt sich eine Vektorfolge
AkQT()
mit beliebigem xy # 07
Hinweis: entwickeln Sie xy nach v und dem Orthogonalraum zu v.
U 11 Gegeben sei die Matrix
0 -1 -1 0
11 -1 0 0 -1

4l =1 0o o -1
0 -1 —1 0

A—

a) Fiihren Sie zwei Schritte des v. Mises-Verfahrens (mit Normierung) mit Startvektor
#© = (0.1,-0.7,-0.7,0.1)" durch.

b) Folgern Sie aus a), daf fiir alle k € {1,2,...} gilt:

A falls k gerade

_ =(k) _
o =014 , I = { (0.7,—0.1,—0.1,0.7)", falls k ungerade



c) Was bedeutet das Resultat aus b?. Versuchen Sie eine Erklarung zu finden. Tips:
Rang(A)="?, spur(A)=7, A (1,1,1,1)" =7

Y Y )

Hausiibung

H 10 Gegeben sei die hermitische Matrix

* Xk X X

E I

* = X X ¥
* X X X

[\
—

deren AuBerdiagonalelemente betragsmiflig < 1/4 seien. Zeigen Sie:

a) Die Matrix A besitzt genau einen betragsgrofiten einfachen Eigenwert A;.

b) Der Einheitsvektor es steht nicht senkrecht auf dem Eigenvektor u; von ;.
Hinweis: ON-System der Eigenvektoren betrachten.

c) Die einfache Vektoriteration

Tk41

Ty i= Axy, Ty = T
+

mit x¢o = e5 konvergiert gegen u.

d) Schitzen Sie iiberschlagsméBig den Fehler R(x5; A) — Ay ab.

H 11 Gegeben sei

A1 0

J = R (“ Jordan—Késtchen 7) mit A # 0
o
0 A

Zeigen Sie, dafl die Vektorfolge

Tpp = Jag
- _ Tkq
k4l = =
[SHasy

mit Ty = (ngH, e §n7k+1)T (direkte Iteration mit Normierung der ersten Komponen-
te) und xy = (1,...,1)T als Startvektor gegen einen (welchen ?) Eigenvektor z von J
konvergiert und schétzen Sie die Fehlerreduktion

[Zh41 = 2l
2k — %o



grofenordnungsméfig.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, daf3

min{n—1,k} 2
JE = (), w1 = (7))

7_(,,) B 1, j=14+v
. 0 sonst

H 12 Sei A eine diagonaldhnliche komplexe Matrix mit genau einem einfachen betragsdomi-
nanten Eigenwert A\;. Betrachten Sie folgende Variante der direkten Iteration von v.
Mises:

1. Wahle zy und yp € C" geeignet.
2. Fir k=0,..., setze

H H
Y1 = yp A

Tppr = Axy .

Zeigen Sie, dafl dann
yf Axy,

H
Y Tk

gilt. Wie prézisiert man “geeignet gewahlt“?

— Al = O( (‘)‘2//\1|>2k)
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Prisenziibung

U9 Essei H eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix und
H = QR

eine durch Anwendung von Givensreflektoren von links auf H erzeugte QR-Zerlegung, d.h.
() ist unitdr und R eine obere Dreiecksmatrix. Zeigen Sie

1. Es gilt
|7l > |hig1q] > 0, i=1,...,n—1.

2. (@ ist eine obere Hessenbergmatrix.

3. R() ist eine obere Hessenbergmatrix und dhnlich zu H.

Hinweis: Beachten Sie, in welcher Reihenfolge () aus den einzelnen Givensreflektoren
zusammenmultipliziert wird. () steht in dieser Formel auf der rechten Seite!

1. Es werden n — 1 Givensreflektoren €); von links angewendet, die dazu dienen, das
Element (i + 1,i) von H in null zu iiberfiihren. Diese Reflektoren tangieren nur
die Zeilen i und i + 1 und édndern daher die darunter liegenden Zeilen und damit
die Nebendiagonalelemente von H in den Zeilen i + 2 folgende nicht. Weil jeder
Givensreflektor unitér ist, gilt somit die erste Behauptung.

2. Nach der Uberlegung unter 1. ist

Q:Ql"'anl

Um die Struktur dieses Produktes zu ermitteln, beginnen wir mit €}y und multipli-
zieren nun dies von rechts mit §2y. Dies betrifft also Spalte 2 und 3 von €);. Weil
diese Spalten unterhalb des Elementes 3 null sind, wird nur ein Element ungleich
null in der Position (3,2) eingefiihrt, die Elemente oberhalb der Diagonale interes-
sieren uns nicht, sie werden natiirlich mit jeder weiteren Reflektion aufgefiillt. Der
Vorgang stezt sich nun induktiv fort mit Spalte 3 und 4 usw., so daf} offensichtlich
@ eine obere Hessenbergmatrix wird.

3. Nun haben wir das Produkt einer oberen Dreiecksmatrix (das ist eine (0,n-1)-
Bandmatrix) mit einer oberen Hessenbergmatrix von rechts, (das ist eine (1,n-1)—
Bandmatrix) und nach den Regeln fiir das Rechnen mit Bandmatrizen wird das
Produkt eine (0 + 1, min{n — 1,2n — 2})-Bandmatrix, und dies ist eine obere Hes-
senbergmatrix. Ausserdem ist

RQ = Q"HQ

also unitar dhnlich zu H.
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U10

U11

Bestimmen Sie die vollstandige Struktur des Eigensystems einer Rang—1-Matrix
A=wt £ 0.

Wie verhélt sich eine Vektorfolge
Akxo
mit beliebigem xy # 07

Hinweis: entwickeln Sie x¢ nach v und dem Orthogonalraum zu v.

Es sei W Orthogonalraum zu v. Dann ist offenbar
Aw = 0fallsw € W.
D.h. W ist invarianter Unterraum von A zum n — 1-fachen Eigenwert null. Ferner
v'u # 0 = Au = (wu = (vu)u

also ist u Eigenvektor zum Eigenwert (vfu) und A ist diagonalisierbar. Ist jedoch vfu =
0, dann ist u € W, also auch wieder ein Eigenvektor zu null, aber A nicht diagonaldhn-
lich. v ist dann ein Linkseigenvektor zum Eigenwert null. Schreiben wir

o =au+ Wa, mitW als Basismatrix zu W ,

dann wird offenbar
AFzy = (vHu)kau

d.h. alle diese Vektoren sind Vielfache eines Eigenvektors u von A.

Gegeben sei die Matrix
0 -1 -1 0
11 -1 0 0 -1
41 -1 0 0 -1
0 -1 -1 0

A=

a) Fiihren Sie zwei Schritte des v. Mises-Verfahrens (mit Normierung) mit Startvektor
#© = (0.1,-0.7,-0.7,0.1)" durch.

b) Folgern Sie aus a), daf fiir alle k € {1,2,...} gilt:

70 falls k gerad
_ ) _ ) T, alls k gerade
o =014, & { (0.7,-0.1,-0.1,0.7)T | falls k ungerade
c) Was bedeutet das Resultat aus b?. Versuchen Sie eine Erklédrung zu finden. Tips:
Rang(A)=?, spur(A)=? , A (1,1,1,1)T =7,

Y Y )
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a) Die Iterationsfolge lautet

0.1
= _0.7 —
0= oo | 1@k =1, oo = 0.14
0.1
0.35 0.7
. —0.05 . . —0.1
0.35 0.7
0.05 0.1
. —0.35 . . —0.7
0.05 0.1

b) Offensichtlich osziliert die Folge bei konstanten Rayleight-Quotienten. Das Verfahren
konvergiert nicht.

c) Das Problem ist die Existenz zweier Eigenwerte mit maximalem Betrag: Wegen Rang(A)=2
sind zwei Eigenwerte null. Da die Zeilensumme konstant —2 ist, ist ein Eigenwert

2
—3 und wegen spur(A)=0 ein zweiter 5
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Hausiibung

H 10 Gegeben sei die hermitische Matrix

*
I S
* = ¥ X %

* X ¥ X

\}
—_

deren Auflerdiagonalelemente betragsméfiig < 1/4 seien. Zeigen Sie:

a) Die Matrix A besitzt genau einen betragsgrofiten einfachen Eigenwert A;.

b) Der Einheitsvektor es steht nicht senkrecht auf dem Eigenvektor u; von A;.
Hinweis: ON-System der Eigenvektoren betrachten.

c) Die einfache Vektoriteration

jk-i-l

T 1= Axy, Tpy1 = e
+

mit xy = e5 konvergiert gegen u.

d) Schétzen Sie iiberschlagsméBig den Fehler R(xz5; A) — Ay ab.

a) Nach der verschéirften Fassung des Kreissatzes von Gerschgorin liegt genau ein Eigen-
wert im Intervall [20,22] und alle anderen Eigenwerte sind betragsméfig kleiner.

b) Weil A hermitesch ist, gibt es ein ON-System bestehend aus den Eigenvektoren u;
von A. Daher

5
— oy Auw, = M Hy =6
€5 = EiUy, U; = AUy, U; Uj = 04
=1

=&, =elu; = (uy)s.
Sei t die Zeilennummer mit maximaler Betragskomponte von uy, so folgt mit
A = (O{ij).'
5
(= A1) (), + Y iy (ua); = 0
J=Lj#t

= (mit der Voraussetzung an die AuBerdiagonalelemente)

Wegen A\ € [20,22] und ay; < 1914 =1,2,3,4 folgt t = 5, also £1 # 0.

c) Mit der Diagonalidhnlichkeit von A sowie den Teilen i) und ii) sind die Voraussetzungen
des Satzes zur Konvergenz des v. Mises Verfahrens erfiillt.
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d) Wir benutzen wieder die ON-Basisdarstellung von xs.

5 A eI -\ 5 g2)\10
|R(1}5,A) - )\1| = ZL‘5T L5 -\ = ’Zz:l 7Y . ;%zl PN
et ’Zizl EiN;

10

A
A

5
282’)\1' — )\1|
=2

[\
VR
| =
~~
—
()
INE
FQ
B
?
>~
=
no
o™
=N

10

5 )\
2 2 ?
32 1—¢?
< — L <0.00284
= 104 2 - ’

weil max [A\; — A1| < 32 und |A\; /M| < 1/2 sowie

21 = R(es; A) = efhi + gaf)\i <22¢2 +10(1 — €2) d.h. €2 > %
H 11 Gegeben sei
A1 0
J = ) (¢ Jordan—Késtchen ”) mit A # 0
0 | A

Zeigen Sie, dafl die Vektorfolge

T = Jay
- _ Tgn
k1 =
€1 k1]

mit Ty = (51,k+1, v §n7k+1)T (direkte Iteration mit Normierung der ersten Komponen-
te) und xy = (1,...,1)T als Startvektor gegen einen (welchen ?) Eigenvektor z von J
konvergiert und schétzen Sie die Fehlerreduktion

k11 = 2o
[k = #[loo

grofenordnungsméfig.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, daf3

min{n—1,k} L
Jb = N ()T it T, = ( 9”)

7_(1,) B 1, 7=14+v
o 0 sonst
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Die Zwischenbehauptung lautet in Komponentenschreibweise
k k—(j—1) k L .
(J%)i; = A7V .| firj > i
j—1

d.h.u.a. die Elemente auf jeder Nebendiagonale sind gleich. Daf$ J* eine obere Dreiecks-
matrix ist, ist klar und daB die Hauptdiagonalelemente \* lauten ebenfalls, wie man an
der Formel fiir die Matrixmultiplikation ablesen kann. Wir betrachten nun ein allgemeines
Element oberhalb der Diagonalen: Wieder nach der Formel fiir die Matrixmultiplikation
“Zeile i mal Spalte j“ folgt firn > j > 1

(SN = (I
= AMig+ (JF)isry

= MG ( - ) + AF=U=i=1) ( " )
J—1 j—t1—1
. k k
_ )\k+1f(]71)
( j—1 + j—1—1 )

N R ) k+1
j—1
wie behauptet.

J hat nur einen einzigen Eigenvektor, ndmlich ein Vielfaches des ersten Koordinatenein-
heitsvektors, mit der angegebenen Normierung also x = e;. Wegen der Grenzwertbetrach-
tung kénnen wir k > n annehmen, sodaf J* nun eine vollbesetzte obere Dreiecksmatrix
ist. Da es irrelevant ist, ob wir die Normierung wéhrend der Rekursion immer von neuem
oder nur abschliessend vornehmen, haben wir

(JFao)i _ A ()
(Jezo)r g M (h)

und deshalb fiir den Fehler ||z% — x|

SaA (%)

wéhrend der Fehler in der ersten Komponente null ist. Die einzelnen Summanden in den
Summen mit der Struktur
k-(k—=1)-...-(k—=j+1)
MN-2-...-7

wachsen fiir grosses k sehr schnell an, d.h. der Wert der Summe wird im wesentlichen
durch den letzten Summanden bestimmt, sodass der grosste Fehler schliesslich fiir i = 2
auftritt mit einer Grossenordnung von 1/k (wie im Skript behauptet). Die Fehlerreduk-
tion verschlechtert sich also immer mehr und der Grenzwert liegt bei 1.
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H 12 Sei A eine diagonalidhnliche komplexe Matrix mit genau einem einfachen betragsdomi-
nanten Eigenwert A\;. Betrachten Sie folgende Variante der direkten Iteration von v.
Mises:

1. Wihle zp und yo € C™ geeignet.
2. Fir k=0,..., setze

H _ H
Y1 = Yg A
Ty = Ay

Zeigen Sie, dafl dann
y;fl Axy,

H
Y Tk

gilt. Wie prézisiert man “geeignet gewahlt“?

—Ai| = O( (|)‘2//\1|>2k>

Offenbar ist die Folge {y)} die Vektorfolge aus der direkten Iteration nach von Mises fiir
A" mit y, als Startvektor. In Analogie zur Konvergenzvoraussetzung fiir {x;} fordern

wir deshalb .
Yo = vaz‘ mit 1 # 0,
i=1
wobei die v; die Linkseigenvektoren von A sind. Wir wahlen diese so, dal3
'UJH'LLi = 5,'7]' V Z,j

mit den w; als (Rechts)eigenvektoren von A. Nun ist

Ty = )\51U1+Z)\1 kfj u;)

Y = 1771 U1+Z)\ ng
1

und wegen der Biorthogonalitét der u; und v;

yfok B y,fkaﬂ

y,f@c y,ka

offur + 3700 (A /M) (&G /) / (6t v,
vfuy + 520, (g /M) (Emy) /(€ ) vl

— M(+O(EH)

- 1



