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Numerische lineare Algebra
Ubung 3
Prisenziibung
U6 Fiir jede Matrix A € R™" ist die Frobeniusnorm definiert durch
def n n
1A =)D ol
i=1 j=1

Zeigen Sie: )1 € R™ " erfiille
Qi = 1.

Man setze
By = AQ1 — QiS5 .
Dann ist ||E||r minimal genau fiir
S = QTAQ: .
Hinweis: Es geniigt hier, die Optimalitét fiir jede Spalte einzeln zu zeigen.

U7 (Einfache Eigenwerte einer Hessenbergmatrix)

Sei A € C™" eine obere Hessenbergmatrix:

11 ES * *
&271 Q99 * * . .
A= ) _ mit ;1 #0 fliri =2,...,n

Onn—1 Onn
Zeigen Sie :

a) Alle Eigenwerte Ay, ..., A, von A sind geometrisch einfach, .d.h. Rang(A—\,I) = n—1.
b) Ist die Matrix A diagonalisierbar, so sind sie auch algebraisch einfach.
c) Ist ein a;;—1 = 0, so zerfillt das Eigenwertproblem in zwei Eigenwertprobleme fir

Hessenbergmatrizen niedrigerer Dimension.

U8 Vektoriteration
Die Vektoriteration nach von Mises ist in ihrer einfachsten Form definiert durch die
Rekursion
Tpr1 = Axy,



also dquivalent zu v, = AFzy. Die entsprechende Iteration fiir die Inverse einer verscho-
benen Matrix wird nach Wielandt gerechnet als

lose (A — pl)xpyr = g

Gegeben sei die Matrix A mit

A=

—_ =
w Ot =

und der Startvektor zq = (1,1,1)T.
a) Fiihren Sie ausgehend von zy einen Schritt der Iteration nach v. Mises durch.
Schétzen Sie durch R(x;; A) den groBten Eigenwert von A.

b) Fiihren sie mit dem aus Teil a) erhaltenen z; und der Néherung fiir den grofiten
Eigenwert als p einen inversen Iterationsschritt nach Wielandt durch. Wie genau ist
die so erhaltene N&herung?

Hinweis: Der grofite Eigenwert von A ist 10.0635.

Hausiibung

H7 Zeigen Sie, daB man eine Ahnlichkeitstransformation auf Hessenberggestalt auch mit
unteren Dreiecksmatrizen und Zeilenvertauschungen wie bei der Gauss-Elimination er-
reichen kann und fiithren Sie dies an der Matrix

1 2 —1 1
2 -1 -1 0
A=10 0o 1 -1
1 2 2 3
durch.
Hinweis: Einen Gauss-Eliminationsschritt kann man matriziell beschreiben durch Multi-
plikation mit einer unteren Dreiecksmatrix mit Diagonale (1,...,1) wobei nur in Spalte

1 unterhalb des Diagonalelementes die sogenannten Multiplikatoren stehen. Eine solche
Matrix kann geschrieben werden als

T
I —ae;

und ihre Inverse ist dann
I+ CLZEZT

Man beachte, dafl a; hochstens ab dem Element ¢ + 1 ungleich null ist.



HS8

H9

Transformieren Sie die Matrix

11 -12 -4 -3
—12 625 100 75
-4 100 16 12
-3 75 12 9

durch eine unitére Ahnlichkeitstransformation auf Tridiagonalgestalt und bestimmen Sie
Konstanten ag < a1 < as < ag < a4 so, dafl fiir die vier Eigenwerte \; von A gilt:

a0<)\1<a1<)\2<a2<)\3<a3<)\4<a4.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung der a; sowohl den Satz von GERSCHGORIN,
als auch das Bisektionsverfahren.

Es sei A eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix. Zeigen Sie: jeder Eigenvektor
von A hat eine letzte Komponente ungleich null und jeder Linkseigenvektor hat eine
erste Komponente ungleich null, d.h. das Skalarprodukt jedes Eigenvektors mit e, bzw.
Linkseigenvektors mit e; ist ungleich null. (Dieses Ergebnis 16st das Problem der Start-
vektorwahl beim Verfahren von von Mises bzw. Wielandst.)
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Prisenziibung

Ue

U7

Fiir jede Matrix A € R™" ist die Frobeniusnorm definiert durch

n n
14112 £ 3N a2,

i=1 j=1
Zeigen Sie: )1 € R™ " erfiille

Man setze
Ey = AQ, - Q1S .

Dann ist ||E;||F minimal genau fiir

S = Q1AQ: .

Hinweis: Es geniigt hier, die Optimalitét fiir jede Spalte einzeln zu zeigen.

Wir gehen spaltenweise vor, was auf Grund der Definition der Frobeniusnorm méglich ist.
e; sei der j—te Koordinateneinheitsvektor in R". ) sei die Ergdnzung von ()1 zu einem
vollstandigen Orthonormalsystem. Dann gilt

|Eie;|l; = [|AQie; — Q1Sej]l3
= [IQ"(AQ1e; — Q15¢))|[3
= QT AQue; — Se;lf5 + [1Q3 AQ1e;|[3

und dies ist minimal genau dann, wenn der erste Summand null ist.

Bem.: QT AQ, wird als matrizieller Rayleighquotient bezeichnet. Wir haben hier also eine
Optimalititseigenschaft analog zu Satz 1.1.4 a) bewiesen.

(Einfache Eigenwerte einer Hessenbergmatrix)

Sei A € C™" eine obere Hessenbergmatrix:

app % * *
Q2,1 Q22 * * . .
A= ] _ mit a; ;-1 #0 fliri=2,...,n

Onn—1 Onn
Zeigen Sie :

a) Alle Eigenwerte Ay, ..., A, von A sind geometrisch einfach, .d.h. Rang(A—\,I) = n—1.

b) Ist die Matrix A diagonalisierbar, so sind sie auch algebraisch einfach.
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c) Ist ein a;;-1 = 0, so zerfillt das Eigenwertproblem in zwei Eigenwertprobleme fiir
Hessenbergmatrizen niedrigerer Dimension.

a) geometrisch einfach bedeutet:
Ist X\ ein Figenwert, so gilt

Rang(A\] — A) =n—1

Fiir die Matrizen \I — A gilt in unserem Fall einer Hessenbergmatrix A mit o; ;1 # 0
sind die letzten n— 1 Zeilen linear unabhéngig. Damit ist der Rang(A] — A) > n—1.
Da A\ Eigenwert ist, ist gleichzeitig der Rang auch < n — 1. Daraus folgt die Be-
hauptung.

b) Ist die Matrix diagonalisierbar, so hat die Matrix n Eigenvektoren und damit ist die
algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen, also in unserem Fall auch gleich
eins.

c) Wenn o, ;-1 =0, dann hat A folgende Gestalt:

A B
=% 1)
wobei A; € C=1=1 und A, € C*~H1n=*! wieder Hessenbergmatrizen sind.
Um das Eigenwertproblem zu I6sen bestimmt man die Schursche Normalform. Dies

ergibt folgende Transformationen auf obere Dreiecksgestalt mit orthogonalen Ma-
trizen Q1 und Qy: Q¥ A1Q1 und QI AyQ,. Fasst man diese zu einer grofien Matrix

zusamimen Q 0
L 1
@= < 0 Q )

so erhilt man die Schursche Normalform von A mit T = Q" AQ.

U8 Vektoriteration

Die Vektoriteration nach von Mises ist in ihrer einfachsten Form definiert durch die
Rekursion
Tpp1 = Axy

also dquivalent zu z;, = AFzy. Die entsprechende Iteration fiir die Inverse einer verscho-
benen Matrix wird nach Wielandt gerechnet als

lose (A — pl)xpyr = g

Gegeben sei die Matrix A mit

A:

— =
LW Ot =

und der Startvektor zq = (1,1,1)7.
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a) Fiithren Sie ausgehend von zy einen Schritt der Iteration nach v. Mises durch.
Schétzen Sie durch R(z1; A) den grofiten Eigenwert von A.

b) Fiihren sie mit dem aus Teil a) erhaltenen z; und der Néherung fiir den grofiten
Eigenwert als p einen inversen Iterationsschritt nach Wielandt durch. Wie genau ist
die so erhaltene Naherung?

Hinweis: Der grofite Eigenwert von A ist 10.0635.

a) Wir fithren den Iterationsschritt durch:

1 11 1 3
1 3 8 1 12

Als Néherung fiir den grofiten Eigenwert erhalten wir R(xq, A) = 10.
b) Hier haben wir das LGS

-9 1 1 3
1 =5 3 |xy= 9
1 3 =2 12

zu losen. Wir erhalten x, = (36,126,201)T und als Néherung R(xs, A) = 10.0635.
Die Néaherung besitzt also mindestens 6 giiltige Stellen!
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Hausiibung

H7 Zeigen Sie, daB man eine Ahnlichkeitstransformation auf Hessenberggestalt auch mit
unteren Dreiecksmatrizen und Zeilenvertauschungen wie bei der Gauss-Elimination er-
reichen kann und fiithren Sie dies an der Matrix

1 2 —1 1
2 -1 -1 0
4= 0 0 1 -1
1 2 2 3
durch.
Hinweis: Einen Gauss-Eliminationsschritt kann man matriziell beschreiben durch Multi-
plikation mit einer unteren Dreiecksmatrix mit Diagonale (1,...,1) wobei nur in Spalte

1 unterhalb des Diagonalelementes die sogenannten Multiplikatoren stehen. Eine solche
Matrix kann geschrieben werden als

T
I —ae;

und ihre Inverse ist dann
I+ azel

Man beachte, dafl a; hochstens ab dem Element ¢ + 1 ungleich null ist.

Die Pivotisierung wird analog der beim Gauss’schen Algorithmus durchgefiihrt, wobei
nun das Element (i+1,7) zum betragsgrdssten unter den Elementen unterhalb der Diago-
nalen in Spalte ¢ wird, ©+ = 1,...,n—2. Die entspechende Spaltenvertauschung wird dann
gleichnamig durchgefiihrt und zerstort die gerade erzeugten Nullen deshalb nicht. (z.B.
im ersten Schritt keine Vertausuchung oder Vertauschung Spalte 2 mit Spalte k > 2.)
Das Gleiche gilt fiir die Multiplikation mit der inversen Eliminationsmatrix von rechts:
z.B. wird im Schritt i eine Linearkombination der Zeile i + 1 mit den Zeilen j > i + 1
ausgefiihrt und die entsprechende Operation von rechts beriihrt nicht Spalte i. Man
beachte, dafi hier im ersten Schritt die Multiplikatoren in Spalte 2 stehen usw.



Numerische lineare Algebra Ubung 3, Losungsvorschlag )

Am Beispiel:

1 2 -1 1
2 -1 -1 0
0 0 1 —1 -
1 2 2 3
1 2 -1 1
2 -1 -1 0
0 0 1 —1 -
0 25 25 3
1 25 -1 1
2 1 -1 0
0 —05 1 —1 -
0 4 25 3
1 25 -1 1
2 -1 -1 0
0 4 25 3 -
0 —05 1 —1
1 25 1 -1
2 -1 0 -1
0 4 3 25 -
0 —05 -1 1
1 25 1 1
2 —1 0 1
0 4 3 25 -
0 0 —0.625 1.3125
1 25 1.125 —1
2 —1 0.125 1
0 4 2.6875 2.5
0 0 —0.7890625 1.3125

H &8 Transformieren Sie die Matrix
11 —-12 —4 -3
—12 625 100 75
—4 100 16 12
-3 75 12 9

durch eine unitire Ahnlichkeitstransformation auf Tridiagonalgestalt und bestimmen Sie
Konstanten ag < a1 < as < ag < a4 so, dafl fiir die vier Eigenwerte \; von A gilt:

a0<)\1<a1<)\2<a2<)\3<a3<)\4<a4.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung der a; sowohl den Satz von GERSCHGORIN,
als auch das Bisektionsverfahren.
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Der erste Schritt der Transformation auf Tridiagonalgestalt verwendet

op = V324424122 =13,

—25

w; = —4 und
-3

Up = - g dndf.

Es ergibt sich

13
U,AVY, = A
S 0 U, A0 0,
0
Da aber A%) = wyw; gilt ist
ToADFT 2 oy T 2 oy .
U1 AU = (1 — T, Wy )y (I — mwlwl ) = Wiy

und somit

A = 0, AN, = 0 100 16 12

0 75 12 9

Im zweiten Schritt wird verwendet

oy = /1002 + 752 = 125,

Wy = (232) und

Uy = [— —5635011321115
Es ergibt sich Es ergibt sich
1] 13 0 0
13 ] 625 —125 0
UQA(Q)UQ = 2~ 2) 7 )
0 0
wobei
A (2) 25 0
Do Us = ( 00 )

Die Transformation von A auf Tridiagonalgestalt lautet damit

11 13 0
13 625 —125
0 —125 25
0 0 0

A®) = U, U, AULU, =

o O OO
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Bei der Abschétzung der Eigenwerte féllt auf, daBl offensichtlich ein Figenwert von A
gleich 0 ist. Zur Abschétzung der weiteren Eigenwerte kann die 3 x 3-Matrix

. 11 13 0
A= 13 625 —125
0 —125 25

verwendet werden. Der Satz von (GERSCHGORIN liefert die Intervalle [—2,24], [—100,
150] und [487,763]. Man kann also wéhlen ay = —101 und a4 = 764.

Ferner iiberlappen sich die beiden ersten Intervalle, das dritte aber ist isoliert. Also kann
man as € (150, 487) wéhlen, z.B. a3 = 400.

Um ay und ay zu bestimmen kann man mit dem Bisektionsverfahren in der Niahe der 0
suchen. Wir setzen also

aq = 11 >0
p=0=< ¢ = 6251 =609.63637 >0 » = IEW < 0.
g3 = 25— 2. =-0630 <0
¢ = 12 >0
p=-1={ @ = 626—12 =611.91667 >0 3 = kein EW < —1.
2
g3 = 26— g =047 >0
¢ = 11.1 >0
p=-01={ ¢ = 625.1—15225=0609.874 >0 » = 1EW < —0.1.
2
g3 = 25.1— 28 =052 <0
Da 0 ein Eigenwert ist kann man demnach ag = —1 ansetzen und a; = —0.1.
Bei der Wahl von a, hilft
q = 109 >0
p=01=7< ¢ = 624915 =600.39542 >0 » = 2EW > 0.1.
_ 1252
g3 = 249 — 55308 <0

Folglich kann mufi A3 > 0.1 sein und as; = 0.1 kann gewéhlt werden.

Die exakten Eigenwerte der Matrix lauten

A1 = —0.57399
/\2 - 0
A3 = 11.31978

Ay = 650.25421

Es sei A eine nichtzerfallende obere Hessenbergmatrix. Zeigen Sie: jeder Eigenvektor
von A hat eine letzte Komponente ungleich null und jeder Linkseigenvektor hat eine
erste Komponente ungleich null, d.h. das Skalarprodukt jedes Eigenvektors mit e, bzw.
Linkseigenvektors mit e; ist ungleich null. (Dieses Ergebnis 16st das Problem der Start-
vektorwahl beim Verfahren von von Mises bzw. Wielandst.)
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Wir betrachten die Gleichung

(A=X)z =0, =z #0.
Die letzte Zeile lautet hier
Unn-1&n-1 + (A — A& = 0
und aus §,, = 0 folgt wegen o, ,—1 # 0, daff §,—1 = 0. Induktiv erhélt man dann aus den

Zeilenn — 1,...,1, daff & = 0 V i, also einen Widerspruch. Analog geht man tiber Zeile
1 bis n von

yT"(A=X) =0, y #0

vor bei der Annahme n; = 0.



