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4 Wege und Wegintegrale

4a) Wege im R”
Definition

(1) Ein (parametrisierter) Weg im R™ ist eine stetige Abbildung

vl =R t— () = (nt), ..., ()

auf einem Intervall I C R. Der Weg heifit differenzierbar (bzw. stetig diffe-
renzierbar), wenn seine Parametrisierung ~ differenzierbar (bzw. stetig diffe-
renzierbar) ist. Das Bild «(7) heifit auch die Spur von v, kurz Spur(y).

(2) Ist v stetig differenzierbar, heifit fir ¢t € 1

Vl(t) = (71(07 K ,Vé(t)) e R"

Tangentialvektor des Weges « an der Stelle y(t). Ist 7/(t) # 0, heiit v requldr
an der Parameterstelle ¢, und der auf euklidische Lénge 1 normierte Vektor
% ist der sog. Tangenten-Einheitsvektor. Falls v/(t) # 0 fiir alle ¢ € T gilt,
heiét v regulér.

Beispiel (1) Der Weg v : [0,27] — R?, y(t) = (cost, sint), beschreibt die im ma-
thematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn) durchlaufene geschlossene Kreis-
linie des Einheitskreises ([0, 27]) = 9B, (0). Der Weg ist reguléir, und der Tan-
gentialvektor 7/(t) = (—sint,cost) ist fiir alle ¢t € [0, 27| bereits auf Lange 1
normiert.

(2) 7 : [0,27] — R?, 5(t) = (cost, —sint), beschreibt den im Uhrzeigersinn
durchlaufenen Einheitskreis; v und 4 haben also die gleiche Spur:

([0, 27]) = ([0, 27]) = 9B, (0).

Dennoch sind wegen der verschiedenen ,,Orientierung® die Wege ~ und 4 nicht
gleich.

(3) Auch der Weg § : [0,v/27] — R2? 6(t) = (cost? sint?), hat die Spur
([0, v27]) = 8B;1(0). In diesem Fall ist der Weg in ¢ = 0 aber nicht regulr.

Definition Ein Polygonzug im R" ist ein Weg v : I = [a,b] — R™ mit einer
Zerlegung (Partition) Z :a =ty < t; < ... <ty = b von [a, b], so dass 7‘[tj,1,tj}=
1 < j < m, ein Geradenstiick beschreibt. Die Bogenlinge s(vy) des Polygonzuges
~v wird durch

s(7) = s2(7) = D I(t;) = ¥(t;0)|
j=1
mit || = [|-||o definiert.
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Bemerkung Ist v : [a,b] — R" ein Polygonzug mit Zerlegungen Z C Z' von
[a, 0], gilt

s(7) = sz(v) = s2/(7)-
Die Bogenldnge von v héngt also nicht von der gewéhlten Zerlegung ab.

Definition Sei v : I — R" ein Weg.

(1) Fiir eine beliebige Zerlegung Z : tp < t; < ... < t, mitt; € I, 1 < j < m,
bezeichne

s(1.2) = 3 hty) = 1(t;-0)

die Bogenlénge des durch die Punkte v(ty),...,v(t,) eindeutig bestimmten
interpolierenden Polygonzuges.

(2) Der Weg ~ heifit rektifizierbar, wenn sup, s(y, Z) < oo ist. In diesem Fall
heif3t

s(y) = sup (7, Z)

die Bogenlinge von 7.

Beispiel Sei v : [a,b] — R™ Lipschitzstetig, d.h., es gibt ein L > 0, so dass
|v(t) —v(s)| < L|t — s fur alle t, s € [a,b]. Dann ist der Weg 7 rektifizierbar mit
s(y) < L|b—al.

Tatséchlich gilt fiir jede Zerlegung Z :a <ty <t; <...<t, <b

s(v.2) = Zh(t]’)_'y(tj—l” < ZL|tj_tj—1|
= Li(tj—tj_l) = L(tm — to)
< L(]b:ia).

Satz 4.1 Seiy : [a,b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg. Dann ist y rektifi-
zierbar, und es gilt

s(7) = / /()] dt.

Korollar 4.2 Der Weg v : [a,b] — R? sei durch den Graphen einer C'-Funktion
[+ [a,b] = R definiert, d.h., v(t) = (¢, f(t)). Dann ist v rektifizierbar und

5(y) = / VT P dt.
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Beispiel Sei v : [0,27] — R?, ~(t) = (cost,sint), die oben beschriebene Para-
metrisierung des Einheitskreises. Dann gilt fiir jeden ,,Bogen* fy}[o RE 0 <z < 2m,

S(V‘[Qﬂ):/ |(—Slnt,COSt)|dt:/ 1dt = x.
b 0 0

Der Wert z ist also die Bogenlidnge des durch 7‘[0 . (t) = (cost,sint), t € [0, z],
beschriebenen Teilbogens des Einheitskreises; deshalb wird der Winkel x auch als
Bogenmaj$ bezeichnet. Insbesondere ist

s(7) = / ()]t = 2m

die Bogenlénge (Umfang) des Einheitskreises.

Beweis von Satz 4.1 Zuerst zeigen wird, dass v rektifizierbar ist mit

7)< / () dt.

Tatséchlich gilt fiir jede Zerlegung Z :a <ty < ... <t, <b

s1:2) = 3 hit) = 1(t-0)

/ttj A (r)ar|

j—1

Z/ )|dr

< / 7 (7)ldr.

Dabei wurde im 2. Schritt die Ungleichung | ft T)dr| < ft 7)|dT fiir

den stetigen Integranden ' : [a,b] — R” ausgenutzt zZum Bewels approxnmert
man beide Integrale durch Riemannsche Summen und benutzt dort die {ibliche
Dreiecksungleichung fiir die Norm |-|.

Jetzt sei ¢ > 0 beliebig gegeben. Unser Ziel ist es, eine Zerlegung Z des
kompakten Intervalls [a, b] mit

VAN

- /ab|7’(t)|dt‘ <c (4.1)

zu finden. Da |y/(+)| auf [a, b] gleichméBig stetig ist, gibt es zu e > 0 ein 6 > 0,
so dass fiir jede Zerlegung Z : a =ty < ... < t,, = b der Gitterweite A(Z) =
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Il’lan(tj — tj—l) <0 gllt

< % (4.2)

()] dt =Y 1V ()] (15— tj) di
j=1

An dieser Stelle ist (4.1) bereits bewiesen, wenn die Terme |y/(¢;)| (¢;—t;—1) durch
die Terme |vy(t;) — v(t;—1)| ersetzt bzw. approximiert werden kénnten. Nun gilt

Z |(t; —tj-1) — |7(tj)_'7(tj—1)|)‘

< Z (7 ()t = tj—1) = (v(t;) = 7 (t-1))]

tj

(/) =) dr] (43)

< Z/ ()] dr.

Aufgrund der gleichméiﬁigen Stetigkeit von +" auf [a, b] gibt es ein 0 < ¢’ < 6, so
dass [7/(t;) — 7' ()| < g fiir alle 7 € [t;_1, #;] mit |¢; — ;1| < ¢’ gilt. Damit
kann die oblge Ungleichungskette wie folgt fortgeschrieben werden:

<§:/tj _° 4= (4.4)
=2 . 20 —a) T=5 :

Jetzt folgt aus (4.2) - (4.4) fiir jede Zerlegung Z von [a,b] mit A(Z) < ¢ < ¢ die
Behauptung (4.1). u

Definition

(1) Sei ~ : [a,b] — R™ ein Weg, und sei ¢ : [a, 3] — [a,b] eine stetige bijektive
Abbildung, so dass
d=70p:o,f] =R
einen Weg mit Spur(d) = Spur(y) definiert. Dann nennt man ¢ eine Para-
metertransformation. Sind ¢ : [a, 8] — [a,b] und ¢! : [a,b] — [, 3] k-mal
stetig differenzierbar, heifit ¢ eine C*-Parametertransformation.

(2) Ist in (1) die Parametertransformation streng monoton wachsend (bzw.

streng monoton fallend), heifit ¢ orientierungstreu (bzw. orientierungsum-
kehrend).
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Satz 4.3 Sei v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, ¢ : o, 8] — [a, b]
eine Ct-Parametertransformation und § = v o ¢. Dann gilt

s(y) = s(9),
d. h., die Bogenlinge ist invariant unter C*-Parametertransformationen.

Beweis Mit der Kettenregel und der Substitutionsregel folgt
B
s0) = [ W@l = / (o) /() dr

= W ®)ldt = s(v),

a

unabhéngig davon, ob ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 auf [a, 3] gilt. [ |

Bemerkung Sei 7 : [a,b] — R" ein regulirer C''-Weg. Dann ist die Bogenlinge

t):=s(7],,) /Iv )| dr

eine stetig differenzierbare Funktion auf [a, b] mit

s(t) =1'(1)] > 0.

Folglich ist s(t) streng monoton wachsend, und

Y =s:la, b0 —[0,5(7)]
ist eine orientierungstreue, C''-Parametertransformation. Mit Hilfe ihrer Umkehr-
funktion

Y= ¢_1 : [O> 5(7)] - [CL, b]
erhalten wir den Weg
0=v0¢:[0,5(7)] —R"
mi der gleichen Orientierung wie 7, mit Spur(d) = Spur(y) und
: : : oy A V(1)
() = (o) #(7) =7 0) s = Ty
Folglich gilt |0’(7)| = 1 und

(Bl = [ 150N =2 00 <s0)

mit ¢t = ¢(7).

d.h., die Bogenlénge des Bogenstiicks 5‘[0 p is gleich x. Man sagt, dass der Weg
0 nach der Bogenlinge parametrisiert wurde.

Nach dem eben beschriebenen Vorgehen kann jeder regulire C'-Weg v so um-
parametrisiert werden, dass 0 = 7 o ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist.
Das Arbeiten mit nach der Bogenlinge parametrisierten Wegen ist wesentlich
einfacher, jedoch sind die orientierungstreuen Parametertransformationen v und
¢ =1~ im Allgemeinen nicht explizit berechenbar.
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4b) Wegintegrale

Motivation Sei f : R* — R3? ein Kraftfeld, ein sog. Vektorfeld, in dem ein
Teilchen entlang eines rektifizierbaren Weges 7 : [a, b)) — R? von 7(a) nach ~(b)
bewegt wird. Sei Z :a =ty < t; < ... < t,, = b eine Zerlegung von |[a,b]. Um
das Teilchen von (t;_1) nach y(¢;) entlang des Geradenstiicks [y(t;_1),v(¢;)] im
angendhert konstanten Kraftfeld f((¢;)) zu bewegen, wird die Arbeit

FOr(t) - (v(t5) = (ti-1))

aufgewandt. Steht f(v(¢;)) senkrecht auf v(t;) —~(¢;_1), wird keine Energie zum
Transport ben6tigt; nur der zu y(t;) —v(¢;_1) parallele Anteil von f(v(¢;)) erfor-
dert Energie oder ldsst Energie frei. Folglich ist

> F(r(ty) - () = (t-0)

J=1

eine Approximation der Gesamtarbeit beim Transport des Teilchens von 7(a)
nach ~(b). Etwas allgemeiner betrachten wir Riemannsche Summen

2n

R(f,7.2) =Y f(&)- (v(t;) = (t20))

j=1
mit beliebigen Zwischenpunkten &; € Spurv‘[t_ ] Wegen ~(t;) — v(tj-1) ~
=1
7' (t;)(t; —t;—1) ist obige Summe eine Approximation des ,, Wegintegrals*
b
[ @)= [ r6) v
¥ a

Satz 4.4 Sei U C R" offen, f : U — R" ein stetiges Vektorfeld und v : |a,b] —
U ein rektifizierbarer Weg. Dann existiert eine reelle Zahl I(f,7), so dass die
Riemannschen Summen R(f,v,Z) (bei beliebiger Wahl von Zwischenpunkten &;)
gegen I(f,~) konvergieren, wenn die Gitterweite A(Z) der Zerleqgung Z gegen 0
konvergiert. Genauer gilt: Zu jedem € > 0 ¢ibt es ein 6 > 0, so dass fiir jede
Zerlequng Z - a =1ty <ty < ... <ty =0mit A(Z) <

|R<f7fva)_](f7fy)‘ <é

gilt. Fir I(f,~), das Wegintegral von f entlang ~y, schreibt man auch

Af(x)-dx:Lfldx1+...+fndxn.
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Beweis Seien Z und Z’ Zerlegungen von [a, b] mit Gitterweite < § und zugehori-
gen Zwischenpunkten () bzw. ). Dann ist Z" = ZUZ' 1 a = ty) < t; <

. < t, = b ebenfalls eine Zerlegung [a,b] mit Gitterweite < ¢. Mit Hilfe der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalt man die Abschitzung

RU.2) = RUAZ) = |32 (&) = 1) - (16) = 9(t5-0)
< I~ HEI ) =1t

wobei die Zwischenpunkte &; bzw. &’ jetzt unter Umsténden mehrfach in obiger
Summe auftreten und im Allgemeinen nicht die Bedingung &;, &) € 7([tj_1,tj])
erfiillen. Es gibt jedoch wegen Z” = Z U Z’ und wegen der Bedingung an A(Z)
und A(Z') Punkte 75,7} € [a, b] mit

& = (1), 5; = ’}/(Tj/») und |7; — T]'| < 20.

Nun sei € > 0 gegeben. Wegen der Stetigkeit von f ist f o v gleichméfig stetig
auf [a, b], und wir finden ein § > 0, so dass

€
o(T) — foy(T)] < —, falls |7 — 7| < 20.
[fory(r) = for(r)l ) | |
Damit folgt fiir alle Zerlegungen Z, Z’ mit Gitterweite < §
€
J

Ist (Z,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit Gitterweite A(Z,) — 0 fiir
n — oo, folgt mit (4.5), dass (R(f, 7, Z"))neN eine Cauchy-Folge in R ist. Es gibt
also eine Zahl I € R mit

R(f,v,Z,) — I firn — oc.

Tatséchlich ist der Grenzwert I von der betrachteten Folge von Zerlegungen
(und zugehorigen Zwischenpunkten) unabhéngig: Sind (Z,), (Z],) Folgen von
Zerlegungen mit A(Z,) — 0, A(Z]) — 0, ist auch fiir die gemischte Folge
(2 = (Zy, 21, Za, Z, . ..) die Folge (R(f,% ZZ)) konvergent und besitzt die
konvergenten Teilfolgen (R(f,7, Z,)) und (R(f,~, Z})). Daraus schlieBt man

lim R(f, 7, Z) = lim R(f, 7, Z}).
Folglich ist I = I(f,~) das gesuchte Wegintegral von f entlang ~. [ |

Satz 4.5 SeiU C R" offen, f : U — R" ein stetiges Vektorfeld und~y : [a,b] — U
ein C*-Weg. Dann gilt
b

Lﬂwwuszmmvaw.
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Beweis Fiir eine Zerlegung Z : a = tg < ¢ < ... < t,, = b von [a,b] und
geeigneten Zwischenpunkten (¢;) gilt

Mﬁ%Zwi/fhwfvﬁMt

3

= > (f&) () = (5) ‘/t.j (1) /(1) )
- Z/t (f(&) = F(v@®)) -~/ (t) dt.

Da v und f o+ auf [a,b] gleichméBig stetig sind, gibt es zu ¢ > 0 ein § > 0, so
dass aus A(Z) <0

V@»—ﬂ%wﬂ<j% fiir & € v([ti1,t5]), t € [t1,t;]

folgt. Damit erhélt man die Abschétzung

\Mﬁ%m—/fw@vaﬁ

—~ [V e s(7)
< —Wldt =2 .
%;stw> ()
Jetzt liefert Satz 4.4 die Behauptung. [ ]

Korollar 4.6 Sei U C R" offen, v ein rektifizierbarer Weg in U, und seien
fyg: U — R" stetige Vektorfelder.

(W) [(f+9)a)-dr=[ fa) det [ g(x) dr

[(eh)@)-dv=c f(z)-dr, cER.

(2) Sei~y~ der aus 7y entstehende Weg umgekehrter Orientierung, d. h. fir v :
la,b] — U ist v~ z.B. definiert durch

v ia, b = U, v (t)=~(a+b—1).

Aﬂ@-Mﬁ:—Lf@ydm

(3) Sei 7 : [b,c] — U ein weiterer rektifizierbarer Weg mit Endpunkt von ~y
= Anfangspunkt von 7, also v(b) = F(b), und sei v ® % : [a,c] — U der
dementsprechend zusammengehingte Weg von y(a) nach 5(c), d. h.

a0, te
1A = {a(t), t e (b,d.

Dann gilt
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Dann gilt

/«,@:Yf(x)'dx:[Yf(x)'dx+[{f(a?)-da:.

(4) Mit der Supremumsnorm || f||eo, = sup{|f(z)] } x € Spur(y)} von f entlang
v gilt

| /ﬁ () do| < 1 la0ns():

Beweis von (4): Fiir jede Zerlegung Z von [a,b] gilt aufgrund der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

B(f7 2] = 13 1(&) (3(8) = ()|
< D)) =)l
< U llon D 1r(t5) = (t5-0)]

[ F 1oy 5(7);

da f(&) € f(Spur (7). L

Satz 4.7 Sei U C R™ offen, f : U — R" ein C°-Vektorfeld, v ein rektifizierbarer
Weg in U und ¢ eine orientierungstreue C'-Parametertransformation. Dann gilt

[y f(x) - de = / S de

d. h., das Wegintegral ist unabhdingig von der benutzten Parametrisierung.

IA

Beweis fiir den Fall v € C! ([a, b]) Nach Satz 4.5 und der Substitutionsregel gilt
mit der C'-Parametertransformation ¢ : [, 8] — [a, V]

b
/ f(x)-dr = / FO0) - (1) dt
B8
_ / () -7 (1(8)) ' (5) dis
= [ 1w £lrep)ds

= [Yw f(z) - dx.

Falls v rektifizierbar ist, aber nicht vom Typ C*, benutzt man die Approximation
der Wegintegrale durch geeignete Riemannsche Summen. ]
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4 c) Wegunabhiingigkeit und Potentiale

Es stellt sich die Frage, ob das Wegintegral fﬁ/ f(x) - dz von der genauen Form
des Weges 7 bei festem Anfangspunkt und festem Endpunkt abhéngt. Gilt z. B.

Llf(w)-dw=L2f(w)-dx,

wenn ; und s die gleichen Anfangspunkte und die gleichen Endpunkte haben?
Im Hinblick auf Korollar 4.6 (3) kann man dann fragen, ob fiir jeden geschlossenen
Weg ~ : [a,b] — U, d. h. mit v(b) = 7y(a),

ﬁf(x)-dxz[yf(x)-dxzo

gilt; dabei deutet das Symbol f,y darauf hin, dass der Weg 7 geschlossen ist.

Definition Eine offene Menge U C R™ heifit ein Gebiet, wenn sie wegzusam-
menhéngend ist. Nach §2 ist also U ein Gebiet, falls es zu zwei beliebigen Punkten
x,y € U einen Weg 7 : [a,b] — U gibt mit

x = Anfangspunkt von v = y(a), y = Endpunkt von v = ~(b).

Bemerkung (vgl. Lemma 2.11) Zu je zwei Punkten X und Y in einem Gebiet
U C R"™ gibt es immer einen = mit y verbindenden Polygonzug. Zum Beweis
werden wir den nach Voraussetzung existierenden Weg v : [a, b] — U mit y(a) =
und v(b) = y durch einen geeigneten Polygonzug 7 ersetzen. Da Spury = v([a, b])
eine kompakte Teilmenge von U ist, gilt

e := dist (Spur~y, 0U) = inf{|lu — v|| | w € Spur~vy, v € 90U} > 0.

Dann liefert die gleichméfiige Stetigkeit von ~ ein § > 0 mit |y(t) — vy(s)| < e
fir alle t,s € [a,b] mit |t —s| < §. Zu diesem § > 0 finden wir eine Zerlegung
Z:ia=t <ty <...<ty,=>bmit A(Z) <. Nun sei 4 : [a,b] — R™ der die
Punkte (t9) = a,v(t1),...,7v(tm) = b verbindende Polygonzug. Um Spury C U
zu zeigen, sei u = J(t), t € [tj_1,t;]. Da 4 ein Polygonzug ist, gibt es zu u ein
¥ € [0,1] mit

Also gilt

woraus u € U folgt.
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Glattet man anschlieBend die ,,Eckpunkte“ 7(¢;) des Polygonzugs aus, erhélt
man, dass es zu x,y € U stets einen verbindenden C'- und sogar C*-Weg, k € N,
in U gibt.

Definition Sei U C R” offen und f : U — R"™ ein Vektorfeld. Gibt es eine
differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit

f(x) =Vp(x) firallex €U,
heiflt f ein Gradientenfeld und ¢ ein Potential zu f.

Satz 4.8 Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R™ ein Gradientenfeld. Dann sind
alle Potentialfunktionen von f bis auf additive Konstanten eindeutig bestimmt.

Beweis Aus f = Vi folgt f = V(¢ + ¢) fiir alle ¢ € R. Nun seien ¢ und ¢
Potentialfunktionen zu f auf dem Gebiet GG. Dann gilt V(¢ — 1), so dass ¢ — 9
nach Satz 2.12 mit einer Konstanten ¢ € R iibereinstimmt. [ ]

Satz 4.9 Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R"™ ein stetiges Gradientenfeld
mit Potential p € C'(Q).

(1) Fiir beliebige Punkte xo, x1 € G und jeden beliebigen xq mit x1 verbindenden
Ct-Weg ~v in G gilt

/ f(2) - de = p(x1) — (o).

D. h., der Wert des Wegintegrals eines Gradientenfeldes hdngt nur vom
Anfangs- und Endpunkt des Weges, nicht aber vom genauen Verlauf des
Weges ab. Das Wegintegral ist in diesem Fall also wegunabhéngig. Die glei-
che Aussage gilt, falls v nur stiickweise stetig differenzierbar ist.

(2) Ist insbesondere v ein geschlossener Weg, d. h. v(b) = v(a), gilt

j{f(x)-dmzo.

Beweis (1) Sei zuerst v € C'. Mit Hilfe der Kettenregel und der Substitutions-
regel folgt

/ f(z) dv = / Ve (1(1)) -7/ (¢) dt
= [ Geonta

= (1) — (x0),
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da y(b) = 21 und y(a) = zy. Ist 7y stiickweise stetig differenzierbar, also Moot €
[tj—1t;

Cl fur Punkte a = t() < tl < ... < tm b7 eIha"lt man Hlit 7_7 f}/|[t t
7—1

JRECRCE )3 RIGRE
=Y {<p(7(tj)) - @(7(%’—1))}

= ola) — lao).

(2) ist eine einfache Folgerung aus (1). u

Satz 4.10 Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ ein stetiges Vektorfeld. Ist
das Wegintegral iiber f wegunabhingig, ist f ein Gradientenfeld.

Genauer gilt: Sei a € G fest gewdhlt und sei ¢ : G — R definiert durch

:/:f(y)-dy:/yzf(y)'dy,

wobei v, ein beliebiger a mit x verbindender stickweise stetig differenzierbarer
Weg in G ist. Dann ist ¢ € CY(G), und es gilt

f=Ve.

Beweis Wegen der Wegunabhéngigkeit des Wegintegrals von f ist ¢ eine wohl-
definierte Funktion in G. Um die Differenzierbarkeit von ¢ in x € G und
Vo(x) = f(x) zu zeigen, wihle man ein ¢ > 0 mit B.(x) C G, so dass also
fiir jedes h € R™ mit |h| < e die Strecke

[z,2 4+ h] ={ox(t) =z +th |0<t <1}
in B.(x) C G liegt. Sei v, ein a mit z verbindender Weg in G, so dass 7, @ oy, ein
stiickweise stetig differenzierbarer Weg in G ist, der a mit x + h verbindet. Dann

folgt mit Korollar 4.6 (3) und Satz 4.5

p(e+h) —plx) = f(z)-h

=/M®ohf dy/f dy— f(=) -k
=/f dy— (@) h

_ /0 (fla+th) — f(x)) - hdt
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sowie die Abschéatzung

lp(x 4 h) —¢(x) = f(x) - h| < [h| sup [f(z +th) — f(z)].

te[0,1]

Jetzt liest man aus der Stetigkeit von f in G ab, dass ¢ in x differenzierbar ist
und dass f(x) = V(z) gilt. n

Bemerkung (1) Nach Satz 4.9 und 4.10 ist die Wegunabhéngigkeit von Wegin-
tegralen eines Vektorfeldes f dquivalent dazu, dass f ein Gradientenfeld ist. In
diesem Fall kénnen Wegintegrale von f leicht mit Hilfe der bis auf Konstanten
eindeutigen Potentialfunktion ¢ von f bestimmt werden. Dabei spielt ¢ die Rolle,
die die Stammfunktionen im eindimensionalen Fall haben. Jedoch ist es praktisch
unmoglich, mit Hilfe von Satz 4.10 zu zeigen, dass ein Vektorfeld ein Potential
besitzt.

(2) Sei f = (f1, f2) : U — R? ein Gradientenfeld und enthalte G das Rechteck

R =[(a,b),(c,d)] ={(z1,22) | a <1 < b,c < x9 < d}.

Dann ist nach Satz 4.10 ein Potential ¢ zu f auf R durch

(a1, 1) = / fi(s,0) ds+/x2 folin, 1) dt
gegeben. Eine analoge Formel gilt in hoheren Dimensionen.
Satz 4.11 Sei U C R” offen und f : U — R™ ein C*-Gradientenfeld. Dann gilt
Ofj=0ifx firl<j k<n
in U. Speziell gilt fir U C R?
rot f:=01fo — pf1 =0,

d. h., die sog. skalare Rotation rot f von f verschwindet, sowie im Fall U C R3

D2 fs — O3 f2
rot f:= | Osfi —Oifs | =0,
Ofa — O f

d. h., die (vektorielle) Rotation rot f von f verschwindet.

Beweis Sie ¢ : U — R ein Potential von f, f = V. Dann ist ¢ € C?(U) und
der Satz von Schwarz liefert mit

akfj = akajSD = ajakSD = ajfk

die Behauptung. [ ]
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Bemerkung Die Eigenschaft 0y f; = 0;fr, 1 < j, k < n, ist eine notwendige
Bedingung dafiir, dass ein C'-Vektorfeld f ein Potential besitzt. Das Beispiel
G ={(z,y) eR?|0 < |(z,y)| <2} C R?,

fra—R fay) = 5D )= VR

zeigt jedoch, dass diese Eigenschaft nicht hinreichend ist. Tatséchlich zeigt man
sofort 0y fs = Oof1 in G. Fiir den geschlossenen Weg v : [0,27] — G, (t) =
(cost,sint) gilt jedoch

2
%f(x) cdx = / (—sint,cost) - (—sint,cost) dt = 2.
o 0

Wiire f ein Gradientenfeld, miisste das Wegintegral von f ldngs des geschlossenen
Weges 7 verschwinden. Anschaulich beschreibt das Kraftfeld f einen Wirbel um
den Ursprung, der auf einem Gebiet mit ,, Loch* definiert ist.

Definition Ein Gebiet G C R" heifit sternférmig, wenn es einen Punkt m € G
gibt, so dass fiir jedes x € G die Strecke [m, z] in G liegt. Man sieht sofort, dass
ein konvezes Gebiet G C R" (fiir alle z,y € G gilt [z,y] C G) sternférmig bzgl.
jedes Punktes m € G ist.

Satz 4.12 Sei G C R" sternférmig und sei f : G — R" ein C'-Vektorfeld.
Genau dann ist f ein Gradientenfeld, wenn f die Bedingung Oy f; = 0;fr, 1 < 7,
kE<n, in G erfillt.

Beweis O. B. d. A. sei m = 0. Dann definiert man als Kandidaten fiir ein
Potential ¢ von f die Funktion

0GR, p(z) = / £(9) - dy,

wobei o, den Weg o, (t) = tz, t € [0, 1], bezeichnet. Es gilt also

1 n 1
gp(:v):/O f(tx)-xdt:Zx,-/O filtzy, ... txy,)dt.
i=1

Da f stetig differenzierbar ist, verifiziert man leicht die folgende Rechnung: Fiir
E=1,...,n gilt wegen O f; = 0, fx

Oep(r) = /0 fulte) dt+ Y, /0 (O f;) (1)t dt
= [ atears S [ @

d
= /Oa(tfk(m))dta
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so dass der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung nun Opp(z) =
fr(x) =0 = fr(x) liefert. -

Bemerkung Die geometrische Voraussetzung ,,sternformig” an das Gebiet G in
Satz 4.12 ist nicht notwendig. Entscheidend ist vielmehr, dass G , keine Locher®
hat, s. Vorlesung iiber Vektoranalysis. Ein Gebiet, also eine zusammenhéngende
offfene Menge, welches , keine Locher® besitzt, heifit einfach zusammenhdngend.
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5 Das Riemann-Integral auf Rechtecken

Definition

(1) Seien Ji,...,J, kompakte nichtleere Intervalle in R. Dann heifit R = J; x
... X J, CR™ (abgeschlossenes) Rechteck im R™.

(2) Sei fiir jedes J; = [a;, b;] eine Partition P;,
BZCLZ':CZ'0<CZ‘1 < ... < Ci, :bi,

mit k; € N, i =1,...,n, gegeben. Dann definiert die Menge aller Rechtecke
vom Typ

[C1jys Crjra] X -+ X [Cnjy s Crjota]

mit 0 < j; < k; — 1,4 = 1,...,n, eine Partition P = P, x ... x P, des
Rechtecks R.

(3) Das n—dimensionale Volumen des Rechtecks R wird durch

n

vol,(R) := |R| := H(bz — a;)

1=1

definiert.

Lemma 5.1 Sei R C R" ein Rechteck und P = {S} eine Partition von R. Dann
qgilt
IHEDBET
Sep
Beweis Mit den Bezeichnungen aus obiger Definition gilt

k1—1 kn—1

DISI=D > (ejier = i) (Cnjust — g

SepP Jj1=0 Jn=0

Schreibt man die innere Summe iiber j, direkt vor den Term (c;,;, +1—Cnj, ), erhélt

man
k1—1 kn—1—1

oD ) )b — a)

Jj1=0 Jn—1=0

und per Induktion schliefllich []_,(b; — a;) = |R|. ]
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Definition

(1) Sei f: R — R eine beschriankte Funktion, und sei P = {S} eine Partition
des Rechtecks R. Dann heiflen

U(P.f) =U(P,f):=) inf f-|S]

SepP

bzw.

Or(P, f) = O(P, f) :== ngpf |8

SepP
untere bzw. obere Riemann-Summe von f auf R.

(2) Eine weitere Partition P’ = {5’} von R heifit Verfeinerung von P, falls es zu
jedem S” € P’ ein S € P gibt mit " C S.

Lemma 5.2 Ist P’ eine Verfeinerung von P, so gilt
UP, f) U, f) <O(P', f) <O(P, f).
Beweis Wir zeigen nur die erste Ungleichung, da die zweite trivial ist und die

dritte wie die erste bewiesen wird. Nach Definition der Verfeinerung gibt es zum
Rechteck S € P endlich viele Rechtecke S1, ..., S, € P’ mit

k k
S=Js;. 151=>_15]
j=1 i=1

(vgl. Lemma 5.1). Dann gilt
k k
. . / . I .
1%ff.|S|— EI\Sj\-lgffg El|Sj| 1;1/ff
Jj= Jj= !

Nach Summation iiber S € P folgt U(P, f) < U(P’', f). [
Definition

(1) Sei R C R™ ein Rechteck und f : R — R beschriankt. Dann heifien

/f(as)dx — sup Un(P )
R

bzw.

/*f(x)dx = i%f Or(P, f)
R

das (Riemann—) Unter— bzw. Oberintegral von f auf R. Dabei werden fiir
supp und infp alle Partitionen P von R betrachtet.

5-17



(2) Ist [ f(z)dz = [*f(z)dx, so heiBt f Riemann-integrierbar, und der gemein-
R R

same Wert ist das Riemann-Integral von f iiber R:

/Rf(:c)da: = /*f(x)dx.
R

Beispiel Die charakteristische Funktion f = xo des Rechtecks ) C R" ist
Riemann-integrierbar iiber jedem Rechteck R D @, und es gilt

/"XQu»¢r=|Q«
R

Mit Lemma 5.2 erhélt man sofort das folgende Integrabilitétskriterium:

Lemma 5.3 (Riemannsches Integrabilititskriterium)
FEine beschrinkte Funktion f : R — R ist genau dann integrierbar, wenn
es zu jedem € > 0 eine Partition P von R mit

OP,f)—U(P, f)<e
qibt.

Satz 5.4 (1) Die Riemann-integrierbaren Funktionen auf einem Rechteck R C
R"™ bilden einen Vektorraum.

(2) Das Integral hat die folgenden Eigenschaften:

(i)  Die Abbildung f — [}, f(x)dz ist linear.
(ii) Aus f >0 folgt [, f(x)dx > 0.
(iil) Aus f < g folgt [, f(x)dx < [, g(z)dz.

Beweis Wir zeigen nur die Additivitit des Integrals; die Aussage (ii) ist trivial,
(iii) folgt sofort aus (ii). Seien also f, g integrierbar, sei € > 0 gew#hlt, und seien
P, P’ Partitionen von R mit der Eigenschaft

O(Paf)_U(P>f)<€? O(P/ag)_U(Plag)<€’ (*)

vgl. Lemma 5.3. Wir finden eine weitere Partition P” von R mit SNS’ € P’ fiir
alle S € P, S € P’ (falls (SN S")° # (), also eine Verfeinerung von P und von
P'. Da fiir S € P

inf f 4+ inf g <inf(f +¢) <sup(f +g) <sup f+supyg
S S S S S S

gilt, erhélt man

U(P", )+ U(P",g) SU(P",f +9) S O(P".f +9) < O(P", /) + O(P",g).
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Da (%) auch fiir die feinere Partition P” gilt, folgt

O(P", f+g)—UP". [ +g) <2.
Also ist f 4 g integrierbar und [,(f + g)(x)dx = [, f(x)dz + [, g(x) n
Die Berechnung mehrdimensionaler Integrale auf Rechtecken wird auf die Berech-
nung von eindimensionalen Integralen zuriickgefiihrt. Seien R C R™ und () C R™

kompakte Rechtecke, und sei f : R x ) — R integrierbar. Fiir jedes € R
betrachte man die Funktion

fo: Q—=R, fuy):= f(z,y).

Falls f, fiir jedes x € R auf @) integrierbar ist, definieren wir die Funktion I :

R — R durch
:/ﬁ@@
Q

Hauptsatz 5.5 (Satz von Fubini) (nach Guido Fubini 1879 — 1943)

Seien R C R™ und Q C R™ kompakte Rechtecke, sei f : R x Q — R Riemann-
integrierbar und fe = f(x,-) fir jedes x € R Riemann-integrierbar iber Q). Dann
ist auch I(x fQ faly dy tiber R Riemann-integrierbar, und es gilt

RXQf(xy / /fxydy

Beweis Zu vorgegebenem ¢ > 0 wahlen wir Partitionen P’ von R und P” von )
derart, dass die Partition

P=P xP'={5x8":58¢eP, 5" eP"}
von R x @ nach Lemma 5.3 die Abschéitzung
Orxq(P, f) — Urxq(P, f) <¢

gestattet. Dann gilt

Unxo(P, f) = Zigff-|5|zzz inf f 15" 5"

Sep 5 gr o
= ZZinf (inf f) - 1S 18"
s s

Da ) g, infe(...) <infg > 4. (...), schitzen wir wie folgt nach oben ab:

Unco(P.f) < > inf (Yinf f-18"] )18
T

5 zeSsS’
<I(x)
< Ugr(P'.1("))
< Og(P',I("))
< -+ < Ogxo(P f).
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Nach Wahl der Partition P und Lemma 5.3 folgt, dass I(z) auf R integrierbar
ist. Ferner erhélt man die gewiinschte Formel

/ Ide= [ fa.y)dey).
R RxQ

Korollar 5.6 Fir die Riemann-integrierbare Funktion f : R x Q) — R existiere
fiir jedes x € R das Riemann-Integral fQ f(z,y)dy sowie fir jedes y € Q das
Riemann-Integral [, f(x,y)dx. Dann gilt

[ ([ seam)as= [ sepaen= [ ([ o).

Bemerkung

(1) Unter der Voraussetzung von Korollar 5.6 ist der Wert der iterierten Integrale
I fQ und | o 5, unabhéngig von der Reihenfolge.

(2) Unter geeigneten Voraussetzungen (z.B. fiir stetige Funktionen) gestattet
Korollar 5.6 die Berechnung des Integrals von f iiber dem Rechteck R =
[a1,b1] X -+ X [an, b,] durch die Auswertung von n eindimensionalen Integra-
len:

bn bn_1 b1
/f(a:)d:c:/ (/ ( f(xl,...,xn_l,xn)dml)~-~dxn_1>d:cn.
R an An—1 a

1

(3) Die Riemann-Integrierbarkeit von f iiber R x @) impliziert nicht, dass f, fiir
jedes x € R Riemann-integrierbar ist, s. dazu Satz 5.8.

(4) Der Satz von Fubini gilt bei Benutzung des Lebesgue-Integrals unter wesent-
lich schwécheren Voraussetzungen.
Definition

(1) Eine Menge M C R" heifit (Lebesque)-Nullmenge oder Menge vom
(Lebesgue)-Mafs 0, falls es zu jedem € > 0 abzdihlbar viele (!) abgeschlossene
Rechtecke (R;);en mit

MCURZ und Z|RZ|<E
i=0 i=0
gibt. [Offensichtlich diirfen die Rechtecke auch offen gewéhlt werden, denn zu
einem abgeschlossenen Rechteck R und zu § > 0 gibt es ein offenes Rechteck

Rs mit R C R C Ry und |Rs| := |Rs| = (1+ 0)|R|].
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(2) Die Menge M C R™ heifit Jordan-Nullmenge, falls es zu jedem ¢ > 0 endlich
viele (1) abgeschlossene Rechtecke Ry, ..., Ry C R" (N = N(¢) € N) mit

N N
MCURZ und Z|RZ|<E
=1 =1

gibt.
Lemma 5.7 (1) M Jordan-Nullmenge = M Lebesgue-Nullmenge.
(2) M; Lebesgue-Nullmenge fiir jedes j € N = |JJZ, M; ist Lebesgue-Nullmenge.
(3) M, Jordan-Nullmenge fir j=1,...,N = U;VZI M; ist Jordan-Nullmenge.

(4) M c R"™ kompakte (!) Lebesgue-Nullmenge = M ist sogar Jordan-
Nullmenge.

Beweis Die Aussage (1) ist trivial. Zum Beweis von (2) betrachten wir Lebesgue-
Nullmengen M;, j € N, und geben € > 0 vor. Dann gibt es zu M; Rechtecke R;'»,
1 € N, mit

M;c | R, Z|R§-\<%, jEN.
7 =0

Folglich wird M = ; M; durch die Vereinigung der abzihlbar vielen Rechtecke
Rj—, j €N, 7 €N, iiberdeckt. Aulerdem gilt fiir jede endliche Teilauswahl der R;'-

TIPS SIS SN
ij j=0 i=0 =0
Also ist Z(L /)eNxN |R?| < 2¢ unabhéngig von der gewihlten Abzihlung der RY.
(3) wird wie (2) bewiesen. In (4) betrachten wir zu € > 0 offene (!) Rechtecke
(Ri)ien mit M C |, R; und ), |R;| < e. Da M kompakt ist, gibt es bereits endlich
viele Rechtecke R;,,..., R;, mit M C Ujvzl R;,. Fiir diese R;; gilt zusétzlich
> 1Ryl <e. n

Folgerung Endliche Punktmengen im R" sind Jordan-Nullmengen, abzdhlbare
Punktmengen wie z.B. Q" C R" sind Lebesgue-Nullmengen. Der Rand eines
Rechtecks ist eine Jordan-Nullmenge: Fiir eine Seitenfliche von R gilt

{a1} X [ag, ba] X -+ X [an,by] C R :=[a; —&,a1 + €] X [ag, ba] X -+ X [ay, by]
und |R'| < 2 - [[}_,(b; — a;) fiir jedes £ > 0.

Hauptsatz 5.8 (Lebesguesches Integrabilitidtskriterium fiir Riemann-Inte-
grale). Sei R C R™ ein Rechteck und sei f : R — R beschrinkt. Genau dann ist
f auf R Riemann-integrierbar, wenn f fast iiberall stetig ist, d.h., es gibt eine
Lebesgue-Nullmenge M C R, so dass [ in allen Punkten von R\M stetig ist:

Vee RRM VYe>0 360>0: |f(z)— fly)|<e VyeBs(z)NR.
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Beweis: ,,<=“ Sei M C R die Lebesgue-Nullmenge aller Unstetigkeitspunkte von
f. Dann gibt es zu gewéhltem ¢ > 0 hochstens abzahlbar viele offene (1) Rechtecke
(Rj)jen mit

MCGRj und i|Rj|<€.

=0 =0
Weiterhin gibt es zu jedem Stetigkeitspunkt z € R\M von f ein offenes (!)
Rechteck U, mit x € U,, so dass

|f(2)) — f(a")| <e Va',2" €eU,NR

gilt. Folglich ist # C |J; B; UU,cp\ s Us- Da aber R kompakt ist, reichen endlich
viele Rj, 1 <j < N,und U; =U,,, 1 <t <N, zur Uberdeckung von R aus:

N N
rRc|JRruJu.
j=1 i=1

Um das Riemannsche Integrabilitédtskriterium in Lemma 5.3 zu erfiillen, wéhle
man eine Partition P von R derart, dass jedes S € P vollstindig in (mindestens)
einer Menge R; oder U, liegt. Dann gilt

O(P, f) = UP.f) =} _(sup f —inf f)- |S] =t 22y + Xs

Sep
wobei
S>>, = Summe aller Terme, fiir die S in einem R; liegt,
Y5 = Summe aller anderen Terme.

Jetzt werden ), und ), wie folgt abgeschétzt:
S < 20 flle Y D ISI <20 lloe D IR < 28] flloo s
J SCEJ' J

>, < e ISI=¢lRl;

Sepr

dabei wird fiir ), ausgenutzt, dass jede dort auftretende Menge S ganz in einer
der Mengen U; liegt und folglich supg f — infg f < e gilt. Fasst man beide
Abschitzungen zusammen, erhdlt man O(P, f) — U(P, f) < (2| f|| + |R|) und
somit die Riemann-Integrierbarkeit von f. ]

,=" Fiir die Riemann-integrierbare Funktion f : R — R betrachten wir die
Menge M aller Unstetigkeitspunkte. Nun ist f genau dann in x unstetig, wenn

w(r) = él_igl_‘r sup{|f(z") — f(2")| : 2',2" € Bs(x) N R} >0
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ist (beachte, dass der obige Ausdruck sup{...} in § > 0 monoton wachsend ist;
folglich existiert der Limes fiir § — 0+). Also ist

M:{:BGR:w(:E)>0}:g{x€R:w(I)2%}::ng.

Nach Lemma 5.7 (2) reicht es jetzt, die folgende Behauptung zu beweisen.

Behauptung: My, = {x € R : w(z) > 7} ist Lebesque-Nullmenge (und sogar eine
Jordan-Nullmenge).

Beweis: Zu vorgegebenem ¢ > 0 gibt es nach Lemma 7.3 eine Partition P von R
mit .
()(Pvf)__U(fzjv < 5%'

Zuerst betrachten wir solche x € M), die im Inneren § eines Rechtecks S € P
liegen. Nach Definition von w(z) folgt die Abschitzung

(sup — it f)> w(e) > 7.

Dann erhalten wir fir P/ = {S € P: 3z € My mit x € §} die Ungleichungskette

%Z S| < Z(sgpf—igf )15l

Sep’ Sep’

< O(P.f)~UP.J) < 3

und folglich

Z|S|<%.

Sep!
Zusétzlich gibt es noch Punkte x € M, die auf dem Rand 05 eines S € P liegen.

Zusammengefasst gilt
M, c | JulJos,

Sep’  SepP
wobei |4 0S eine Jordan-Nullmenge ist. Also kann A, durch endlich viele Recht-
ecke mit Gesamtvolumen < ¢ iiberdeckt werden. [

Folgerung Jede stetige Funktion f : R — R" ist Riemann-integrierbar.

Satz 5.9 Seien f und g Riemann-integrierbare Funktionen auf dem Rechteck
R CR"

(1) Die Funktionen |f|, f*, f~, max(f,g), min(f,q), f - g sind Riemann-
integrierbar.
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‘/f d:c‘</|f )| d

(3) Gilt f = g fast iiberall in R, d.h., es gibt eine Lebesque-Nullmenge M C R
mit f(x) = g(x) fir alle x € R\M, S0 ist

/Rf(x)dm:/Rg(:c)dm.

Achtung: Aussage (3) besagt nicht, dass aus der Integrierbarkeit von f und der
Eigenschaft f = ¢ fast iiberall die Integrierbarkeit von ¢ folgt.

Beweis (1) beweist man mit Satz 5.8 oder wie in der Analysis I (die Untersumme
U(P, f) ist das Integral einer ,, Treppenfunktion“ ¢ < f, die konstant auf jedem

§, S € P, ist). (2) folgt mit Satz 5.4.

(3) Wir wenden die Technik des Beweisteils ,,<=* von Satz 5.8 auf h = f — g
an und zeigen | g hdx =0. Sei My bzw. M, die Menge der Unstetigkeitspunkte
von f bzw. g, und sei

M=M;UM,U{x € R: f(x) #g(x)}.

Da M nach Satz 5.8 eine Lebesgue-Nullmenge ist, gibt es offene Rechtecke R;
mit
MCUR]', Z|R]|<E
J J

Ferner finden wir zu jedem x € R\M, in dem also h stetig und h(z) = 0 ist, ein
offenes Rechteck U, mit z € U, und

\h(y)| <e fiiralley e U,.

Da R kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung:
Ny Ny
Rc|JruJu
j=1 i=1

Dazu passend wird eine Partition P von R gewéhlt, so dass jedes S € P ganz in
einem I7; oder in einem U; liegt. Jetzt erhalten wir die folgende Abschitzung:

O(P,h)| < \Z > suph 1S|| + }Z > suph 15|

Jj=1 ScP,SCR; =1 Sep ScU;
< [[hlle - + e|R].

Analog zeigt man |U(P, h)| < e(||h]|s + |R|). Folglich verschwindet das Integral
von h iiber R. |
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6 Das Riemann-Integral iiber Jordan-messbaren Mengen
Definition

(1) Sei A C R™ eine beliebige Menge und f : A — R gegeben. Dann wird die
Fortsetzung von f durch 0 auf R™ mit f4 : R" — R bezeichnet:

) flx), ze€A
fA(x)_{o, rd A

(2) Sei ) # A C R™ beschrinkt und R D A ein abgeschlossenes Rechteck. Eine
beschrinkte Funktion f : A — R heifit (Riemann-)integrierbar, falls die
Fortsetzung f4 auf R Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall ist

/Af(:c)d:c ::/RfA(:L’)d:c

das (Riemann—)Integral von f auf A. [Man sieht leicht, dass diese Definition
nicht von der Wahl des Rechtecks R D A abhéngt.]

(3) Eine nichtleere beschrinkte Menge A C R™ heifit Jordan-messbar, falls ihre
charakteristische Funktion y4 : R" — R, also xa(x) =1 fiir z € A, xa(z) =
0 fir x € A, Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall ist

|A| ::/Alda::/RXA(:c)dm

der n-dimensionale Jordan-Inhalt (Flacheninhalt, Volumen) von A. Schlie-
lich sei |@] := 0.

Lemma 6.1 FEine beschrinkte Menge A C R"™ ist genau dann Jordan-messbar,
wenn 0A eine Nullmenge im Sinne von Lebesque oder von Jordan ist.

Beweis Nach Wahl eines abgeschlossenen Rechtecks R O A besagen die Defini-
tion der Jordan-Messbarkeit und Satz 5.8, dass A genau dann Jordan-messbar
ist, wenn die Menge der Unstetigkeitspunkte von x4 in R, also die Menge 0A,

eine Lebesgue-Nullmenge ist. Da 0A = Z\;l abgeschlossen und folglich sogar
kompakt ist, ist nach Lemma 5.7 A genau dann Jordan-messbar, falls 0A eine
Jordan-Nullmenge ist. [ ]

Satz 6.2 Sei) # A C R™ Jordan-messbar. Eine beschrinkte Funktion f : A — R
ist genau dann auf A Riemann-integrierbar, wenn sie auf A fast tiberall stetig ist.

Insbesondere ist eine stetige Funktion auf einer kompakten Jordan-messbaren
Menge immer Riemann-integrierbar.
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Beweis ,=“ Ist f auf A integrierbar, so ist nach Definition f, auf einem Recht-
eck R D A integrierbar. Nach Satz 5.8 ist die Menge der Unstetigkeitsstellen M,
von f4 eine Lebesgue-Nullmenge in R. Folglich ist auch die Menge der Unstetig-
keitsstellen von f in A eine Lebesgue-Nullmenge.

»<=" Nach Voraussetzung sind die Menge der Unstetigkeitsstellen My von f in A
und auch 0A Lebesgue-Nullmengen. Folglich ist auch My, C M;UOA in R eine
Nullmenge, f also integrierbar. [ ]

Satz 6.3 Sei ) # A C R"™ Jordan-messbar, und seien f,g : A — R Riemann-
integrierbar auf A sowie ¢ € R. Dann sind auch

f+g, cf, f7, f7, |f], max(f,g), min(f,g)

Riemann-integrierbar auf A. Ferner gilt

/A(f%—g)dx:/Afdx%—/Agdx, /Acfda::c/Afda:

\/Af@)dff\ < /A\f(x)\dx,

Beweis Alle Aussagen folgen sofort aus Satz 5.4. Man beachte z.B. (f + ¢)a =
fa+ga, (ff)a = (fa)T etc. Ist R D A ein abgeschlossenes Rechteck, gilt die
Abschétzung

/AfdxszfAd:ESLIfAIdx:L|f|Adx:A|f|dx.

Ebenso folgt — [, f < [, 1f]- n

Lemma 6.4 Sind A, B C R" Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und
A\B Jordan-messbar.

und

Beweis Wegen 0(AUB) C 0AUIB, 0(ANB) C 0AUOB und 0(A\B) C 0AUOB
folgt die Behauptung mit Lemma 6.1. ]

Satz 6.5 Seien A, B C R" Jordan-messbare Mengen, und sei f : AUB — R
auf A und auf B Riemann-integrierbar. Dann ist f auf AU B und auf AN B
Riemann-integrierbar, und es gilt

AUdex:Afdx+/dex— Aandx.

Im Falle AN B =) gelte dabei die Definition [, f dx = 0.
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Beweis Nach Satz 6.2 und Lemma 6.4 ist f auf AU B und auf AN B Riemann-
integrierbar.
Sei zuerst AN B = () und R ein abgeschlossenes Rechteck mit AU B C R. Da

fau = fa+ fg, gilt

/AUsz/RfAUB:/Rfﬁ/RfB:/Aﬂ/Bf.

Falls AN B # (), benutzen wir die Mengenidentitidten

A=(A\B)U(ANB), B=(B\A)U(BNA,
AUB = (A\B) U (B\A) U (AN B);

dabei bedeutet U, dass die Mengen jeweils paarweise disjunkt sind. Jetzt impli-
ziert der zuvor bewiesene Fall

L7 b= o Joa = T Loa D= o Lo

:fAuB I

Korollar 6.6 Fir Jordan-messbare Mengen A, B C R™ gilt

|AUB| = |A| +[B| - [AN B,
AcC B = |A<|B|.

Korollar 6.7 Seien A, B C R"™ Jordan-messbare, sich nicht-iiberlappende Men-

gen, d.h., AN B C 0AUJB (oder dquivalent ;1 N }O? = (). Dann gilt |AU B| =
|A| +|B|. Ist f : AUB — R auf A und auf B Riemann-integrierbar, gilt

/AUdex:/Afdij/dex.
W, )

/

Abb. 6.1 Uberlappende und nicht-iiberlappende Mengen
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Beweis Ist AN B = (0, folgt
ANB C(AUOA)N(BUIB) C (ANB)UJAUIB = 0AUIB.

Wegen ;1 N E? C AN B folgt im Falle AN B C 0AUOJB iiberdies ;1 N E} = (). Also
sind die Definitionen fiir nicht-iiberlappende Mengen &quivalent zueinander.
Zum Beweis der Integralidentitéit ist nach Satz 6.5 noch [ anp fdr =0 zu
zeigen. Nach Voraussetzung ist hier AN B(C 0A N 0B) eine Jordan-Nullmenge.
Zu vorgegebenem € > () gibt es also abgeschlossene Rechtecke Ry, ..., Ry, so dass

N N
ANBcC|JR wd Y |R|<e

i=1 =1

gilt. Dann folgt mit M = || ||~ < 0o und Korollar 6.6

N N
‘/ f’§M|AﬂB|§M’URi <MY |Ri| < Me.
ANB i=1 =1

Da e > 0 beliebig ist, folgt die Behauptung. [ ]

Bemerkung 6.8 (1) Der Beweis von Korollar 6.7 zeigt, dass Integrale iiber
Jordan-Nullmengen gleich 0 sind. Insbesondere ist |A| = 0 fir jede Jordan-
Nullmenge A.

(2) Wird der Integrand auf einer Jordan-Nullmenge abgedndert, bleibt der Wert
des Integrals erhalten.

(3) Da fiir eine Jordan-messbare Menge A der Rand eine Nullmenge ist, gilt

/Afdxz/Afdxz/jfdx.

Die folgenden Satze beschéftigen sich mit der Konstruktion von Jordan-
messbaren Mengen und folglich mit der Konstruktion von Jordan-Nullmengen
als Rand eines Integrationsgebietes.

Satz 6.9 Die Funktion f sei auf der Jordan-messbaren Menge A C R"™ Riemann-
integrierbar. Dann ist der Graph

G(f) ={(z, f(z)) e R" 1z € A}
eine Jordan-Nullmenge im R"*1,

Beweis Wihle ein abgeschlossenes Rechteck R D A und € > 0. Da f4 auf R
integrierbar ist, gibt es nach Lemma 5.3 eine Partition P = {S} von R, so dass

On(P, f) = Un(P.f) = > _(sup f —inf f)|S| < ¢

SepP
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gilt. Da offenbar die Vereinigung aller kartesischen Produkte S'x [infg f,supg f] C
R eine Uberdeckung von G(f4) aus endlich vielen abgeschlossenen Rechtecken
ist, folgt |G(f)| < |G(fa)l <e. m

Lemma 6.10 Ist A C R" eine Jordan-Nullmenge und g : A — R? mit ¢ > n
Lipschitz-stetig, ist auch g(A) eine Jordan-Nullmenge im R?. (Fir q < n ist diese
Aussage i.a. falsch)

Beweis Zuerst iiberlegt man sich, dass es zu jedem € > 0 eine Uberdeckung von
A durch endlich viele kompakte Wiirfel Cy, 1 < k < N, gleicher Kantenldnge mit
der Eigenschaft > 7_, |Ck| < € gibt. Denn es gibt eine Uberdeckung von A durch
endlich viele abgeschlossene Rechtecke R;, 1 < < M, mit .M |R;| < e-27".
Bezeichnet § > 0 die kleinste Kantenlidnge aller R;, so gibt es zu jedem R; endlich
viele Wiirfel Cy ; der Kantenlédnge § mit R; C |, Ck; und >, |Cy ;| < 2"|R;|.
Foglich iiberdecken die Wiirfel (C ;)1,; die Menge A, und es gilt >, . [Cj ;| < e.

Es sei L > 0 eine Lipschitzkonstante von g, wenn im R"™ und im R? jeweils
die Maximumsnorm || - || = || - ||« benutzt wird. Zu vorgegebenem ¢ > 0 werde
A durch kompakte Wiirfel (Cy), k= 1,..., N, der Kantenldnge § < 1 iiberdeckt,

und es gelte
N

> |Gl = No" <<

k=1
Ist ANCY}, # 0, fixieren wir einen Punkt x;, € ANC}. Dann gilt fiir alle z € ANCY,
wegen ||z — zx|| <0

lg(x) — g(ax)|| < L6

Also liegt g(ANCYy) in einem Wiirfel @ C R? der Kantenldnge 2LJ. Zusammen-

fassend erhalt man
g(A) =Jg(Ancy) cJaw
k k

und, da 6 < 1 sowie ¢ > n,

N
> 1@kl < N(2L6)" = (2L)" - N6™ - 6" < (2L)‘% .

k=1

Lemma 6.11 Sei G C R” eine offene Menge und g : G — R? mit ¢ > n
stetig differenzierbar. Dann ist das Bild g(A) jeder kompakten Jordan-Nullmenge
A C G eine Jordan-Nullmenge im RY.

Beweis Da A C G kompakt ist, kann A durch endlich viele kompakte Wiirfel
Cy C G iiberdeckt werden. Nach Lemma 6.10 ist g(A N Cy) als Bild von AN Cy
unter der Lipschitz-stetigen Funktion g‘ C eine Jordan-Nullmenge. Wegen g(A) =

U, 9(A N Cy) folgt nun die Behauptung. u
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Satz 6.12 Sei g : G — R" eine injektive, stetig differenzierbare Funktion auf
einer offenen Menge G C R™ und sei die Funktionalmatriz Dg(x) fir jedes v € G
wnvertierbar. Dann ist das Bild jeder kompakten Jordan-messbaren Menge unter
g wieder kompakt und Jordan-messbar.

Beweis Unter den Voraussetzungen an g bildet g offene Mengen auf offene Men-
gen ab, d.h., die Inverse g~!: g(G) — R™ ist stetig.

Sei A C G kompakt und Jordan-messbar. Dann ist g(A) kompakt und
Jg(A) C g(A) = g(A) C g(G). Da 0A eine Jordan-Nullmenge ist und folglich
nach Lemma 6.10 auch g(0A) eine Jordan-Nullmenge ist, reicht es nach Lem-

ma 6.1,

dg(A) C g(94)

zu zeigen (tatsdchlich gilt sogar dg(A) = g(0A) ).

Ist y € dg(A) C g(G), so gibt es, da g(G) offen ist, Folgen (yx) C g(A) und
(y) C g(G)\g(A) = g(G\A), die fiir k — oo gegen y konvergieren. Die Stetigkeit
von g~ ! impliziert, dass die Folgen (¢7'(yx)) C A und g7 (y;) C G\A fiir k — oo
beide gegen g~!(y) konvergieren. Also folgt ¢~ 1(y) € A und somit y € g(0A). m

Satz 6.13 Sei A C R™ Jordan-messbar und f : A — R, Riemann-integrierbar.
Dann ist die Ordinatenmenge

H(f)={(z,y) eR" xR :wxe A, 0<y<fla)}

Jordan-messbar und besitzt das (n + 1)—-dimensionale Volumen

[H() = [ flx)dz.

A

Abb. 6.2 Ordinatenmenge von f: A C R" — R,
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Beweis Wir zeigen zuerst die Jordan-Messbarkeit von H(f) und definieren M :=

supy f. Ist f in einem Punkt = € A stetig, so folgt (z,y) € H(f)° fir alle
0 <y < f(x). Aufgrund dieser Bemerkung sieht man die Inklusion

DH(f) C (94 x [0,M]) U (A x {0}) UG(f) U
{z € A: x ist Unstetigkeitsstelle von f} x [0, M].

Dabei ist A x [0, M] eine Jordan-Nullmenge im R"™  da es fiir JA C R" gilt.
Nach Satz 6.9 sind A x {0} und G(f) Jordan-Nullmengen. Schliefflich ist nach
Satz 5.8 die vierte Menge in der obigen Inklusion eine Lebesgue-Nullmenge. Also
ist OH(f) eine Lebesgue-Nullmenge und aufgrund der Kompaktheit sogar eine
Jordan-Nullmenge. Somit folgt die Messbarkeit von H(f).

Zur Bestimmung des Integrals wiahle man ein kompaktes Rechteck R O A.
Da H(f) C R x [0, M], gilt definitionsgem&$ und nach dem Satz von Fubini

= [ e = [ ([ o)

Da das innere Integral fiir jedes x € A den Wert fOM X[0,f()](¥)dy = f(z) hat und
fiir z € R\ A verschwindet, folgt die Behauptung [H(f)| = [, f(x)dz. ]

Definition Ein (zweidimensionaler) Normalbereich bzgl. der x—Achse ist eine
Menge A C R? der Form

A={(z,y) eR*: a<x<b, p(z) <y<(x)};

dabei seien a < b und ¢, € C°a,b] mit ¢ < 1) gegeben.

e

Abb. 6.3 Ein Normalbereich
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Satz 6.14 Sei f : A — R eine stetige Funktion auf einem Normalbereich A =
{(z,y) : 2z €a,0], p(z) <y < ¢(x)}. Dann gilt

[ st = [ ([ stei) i

Beweis Wie im Beweis von Satz 6.13 sieht man, dass A Jordan-messbar ist. Sei
m = min ¢ und M = max v sowie R = [a, b] X [m, M]. Dann liefert der Satz von
Fubini, dass

[ sendan) = [ fawp)da)

-/ ( /| " fate)dy) ds
-/ ( / T()) F(y)dy) d

gilt. [ ]
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7 Die Substitutionsregel

Aus Analysis [ ist die Substitutionsregel fiir Integrale bekannt: Sei f : [a,b] — R
stetig und ¢ : [a, 8] — R eine stetig differenzierbare Bijektion des Intervalls [« []
auf das Intervall [a, b] mit der Eigenschaft ¢’ > 0. Dann gilt

(z)de= [ [f(g(t)g'(t)dt.
0. o

Die unterschiedlichen “infinitesimalen Inkremente” dx und ¢'(t) dt konnen wie
do _

folgt interpretiert werden. Aus x = g(t) folgt %% = ¢'(t), also “dx = ¢'(t) dt”: das
Intervall [t , t 4 dt] der Lénge dt wird durch ¢ auf das Intervall

g([t, t+dt]) = [g(t), g(t +dt)] = [g(t) , g(t) + ¢'(t) dt] = [z, = + dz]

der Lénge dx = ¢'(t) dt abgebildet. Ist ¢’ < 0 und folglich g(a) = b, g(8) = a,
bleibt obige Formel in der etwas allgemeineren Form

/ fayde = [ Flg)lg @) de
9([a,3]) [a,8]

giiltig; dabei bezeichnen |« ] bzw. g([«, (]) die Intervalle mit den Endpunkten
a und 3 bzw. a und b unabhéingig von der Orientierung o < 3 oder 8 < « bzw.
a < boder b < a.

Es stellt sich die Frage, wie im n-dimensionalen Analogon das infinitesimale
Volumenstiick dx = dx;-. . .-dz, in t-Variablen unter einer C*-Abbildung z = ¢(t)
geschrieben werden kann.

L, X,
- /\
g
tl )ﬁ
Abb. 7.1 Transformation einer Partition
Seien ay, ..., a, € R" linear unabhéngige Vektoren, und sei V' (aq, ..., a,) das
n-dimensionale “Volumen” des durch aq, ..., a, aufgespannten Parallelepipeds

P(al,...,an):{Ztiaizogtigl,izl,...,n} .

i=1
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Dann gelten offensichtlich die folgenden Eigenschaften:

Viay, ..., aj, ..., ap) = AV(ay,...,a,) firA>0 (V1)
Viay,...,a;+al, ..., ap) = Vlay,...,a4...,a,)

+ Viar,...,a}, ... a,) (V2)
Viay,...,a;...,0;...,a,) = 0 (V3)
Vier, ... en) =1 (V4)

Cll

Abb. 7.2 Parallelogramme

(V3) besagt, dass ein entartetes Parallelepiped, in dem zwei aufspannende Vek-
toren gleich sind, ein verschwindendes Volumen besitzt. Aus (V2) mit a] = —q;
folgt wegen V(aq,...,0,...,a,) =0,s. (V1) mit A =0, dass (V1) sogar fiir A < 0
gilt. Die Abbildung V' nimmt also auch negative Werte an und stimmt nicht mit
dem in den Abschnitten 1 und 2 betrachtetenVolumen |P(ay,...,a,)| iiberein.
Jedoch besagen (V1) (fiir alle A € R) und (V2), dass

V:RPx .. xR"—=R

in jeder Komponente linear, also multilinear ist.

Aus der Linearen Algebra weifl man, dass es genau eine multilineare Abbildung
gibt, die (V1) - (V3) zusammen mit der Normierung (V'4) erfiillt, ndmlich die
Determinante

det :R" x ... xR"—R.

Es gilt also V' = det.
Sei A : R™ — R™ eine lineare Abbildung (Matrix) mit den Spaltenvektoren

a; == Ae; , 1 <i1<n.
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Dann bildet A den Einheitswiirfel P(ey,...,e,) auf das Parallelepiped
A(P(e1,...,en)) = P(Aeq, ..., Ae,) = Play, ..., ay)
ab. Man definiert jetzt die Determinante der linearen Abbildung A durch
det A:=V(ay,...,a,).

Die Grofle | det A| ist also das wirkliche Volumen des Parallelepipeds P(ay, . . . a,).
Sei A eine invertierbare lineare Abbildung, also mit det A # 0, und sei

B 1
~det A

Offensichtlich erfiillt V' die Axiome (V1) - (V4). Aufgrund der obigen Eindeu-
tigkeitsaussage folgt V' = det = V. Es gilt also

V' (b, ..., by) V(Ab,, ..., Ab,) .

V(Aby,..., Ab,) =det A-V(bi,...by);

das “Volumen” des Parallelepipeds P(Aby, ..., Ab,) = A P(by,...,b,) ist gleich
dem “Volumen” von P(by,...,b,) multipliziert mit det A. Wir schlieflen:

| det Al ist der Skalierungsfaktor fiir das n-dimensionale
Volumen unter der linearen Abbildung A.

Fiir das Rechnen mit Determinanten zitieren wir verschiedene Ergebnisse der
Linearen Algebra.

Entwicklungssatz von Laplace Fiir eine Matriz A = (a;;) € R™™ und fir
i,j €{1,...,n} sei A;; € R""1""1 die Matriz, die aus A durch Streichen der i-
ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Dann gilt fiir fest gewdhltesi € {1,...,n}

det A = Z(—l)”jaij det Aij
j=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fiir festes j € {1,...,n}

det A = Z(—l)i“aij det Aij
=1

(Entwicklung nach der j-ten Spalte.)
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Beweisidee: Schreibt man fiir 7 = 1 den ersten Zeilenvektor als Linearkombina-
tion 22:1 alje;fp, gilt aufgrund der Multilinearitéit der Determinante

0o .- 0 ‘ 1 ‘ 0 o0
i a a x| a a
21 " 2j—1 2j4+1 2n
det A = E ayj det ] ) ]
j=1
Qp1 *++ Qpj—1 * Qpj+1 *  Qnn

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass sich der Wert einer Determinante beim
Vertauschen zweier Spalten (oder zweier Zeilen) um den Faktor (—1) &ndert.
Anschlielend liefert die Eindeutigkeitsaussage fiir Determinanten in R?~171

1 0---0

*

det = det Aij .

Beispiele

(1) Fir n = 2 gilt det (Z b) = a det(d) — bdet(c) = ad — be.

d

(2) Fiir n = 3 stimmt die Entwicklung nach der ersten Spalte mit der zuvor
benutzten Definition der Determinante iiberein.

(3) Mit Induktion iiber n zeigt man
ayy 0 0
az2
det . = ay det = ... = 110" . Oy

0 Ann

Produktsatz Fir Matrizen A, B € R™" gilt

det(AB) = det A-det B .
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Beweisidee Wegen B = (Bey, ..., Be,) gilt definitionsgemaf
det(AB) = V(ABey,...,ABe,)
=det A-V(Bey,..., Be,)
=det A-det B,
falls det A # 0. Im Fall det A = 0 kann man zeigen, dass auch det(AB) = 0 gilt.

Satz 7.1 (Substitutionsregel) Sei G C R™ offen, g : G — R™ stetig differenzier-
bar, injektiv und det Dg(t) > 0 auf G oder det Dg(t) < 0 auf G. Ferner sei T
eine kompakte, Jordan-messbare Teilmenge von G und f : g(T) — R stetig. Dann
qilt

[ stwyde= [ sto(0)| detDy(e)lar
9(T) T

Formal folgt aus x = ¢(t) also dz = | det Dg(t)|dt.

Beweis Nach Satz 6.12 ist g(7) Jordan-messbar. Da g € C'(G) und folglich
die Abbildung f(g(t)) | det Dg(t) | stetig in t ist, sind beide Riemann-Integrale
wohldefiniert.

In drei Schritten wird nun gezeigt, dass es ausreicht, die Substitutionsregel
fiir eine wesentlich einfachere Situation zu beweisen.

1. Behauptung Es reicht, die Substitutionsregel fiir kompakte Rechtecke S C T
2u beweisen.

Beweis Die Substitutionsregel gelte fiir jedes kompakte Rechteck S C T'. Da T" in
der offenen Menge G kompakt ist, ist dy := dist (7', G°) > 0. Dann ist

Gy = {xE]R":dist (x,T) < %}

offen und Gy eine kompakte Teilmenge von G. Folglich ist

L :=max | Dg(t)| < co.
teGo

Da 9T kompakt ist, gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 kompakte Wiirfel C; , 1 <
i < N, gleicher Kantenlénge § < dy/2 mit

N

N
or c | Jc, Z\Ci|<%.

i=1 i=1

Wir betrachten jetzt eine Partition des R" aus Wiirfeln S der Kantenlénge o
und definieren

P={S:SnNT+#0}
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sowie

Py={SeP:SNaT =0}, P,={SeP:S5naT +0}

als weitere Unterteilung von P.

(’ﬂ I

R

Abb. 7.3 Die Partition P

In den folgenden Beweisschritten wird auf

TOZUS

Sep

die Substitutionsregel benutzt, wiahrend die Integrale iiber S € P; durch € ab-
geschitzt werden.

Ist S € Py, gibt es wegen SN AT # 0 und 0T C Uf\il C; mindestens ein
ie{l,...,N} mit SNC; # 0. Fiir dieses ¢ gilt dann

> ISI< 3" =3"Cil.

SePy, SNC;#0
Deshalb ist
N
dIsI<3y |Gl <«
SeP; =1
und wegen 7'\ Ty C (Jgep, S auch
T\ Th| < €.

Da S € P sogar in G liegt, ist g auf S Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L. Also folgt wie im Beweis von Lemma 6.10 fiir jedes S € P die Abschéitzung

l9(5) < (2L)"|S] -
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Die Injektivitdt von g impliziert ferner
g\ g(Tp) = g(T\Ty) c g(|J $)= | 9(5).
SepP; SepP;

Damit erhélt man die Ungleichungskette

9T\ g(To)l < Y 1g(S) < (2L)" Y |S| < (2L)"e

SepP; SepP

Zur Abkiirzung benutzen wir jetzt die Groflen

p(t) = flg(®))|det Dg(t)|, M = max([[¢]locr, [|flloc.ger))-

Da sowohl die Rechtecke S € Py als auch ihre Bilder g(5) sich nicht {iberlappen
(denn g(S) N g(S") = g(SNS) C g(dSNaS") C dg(S) NaAg(s")), folgt nach

Voraussetzung und mit Korollar 6.7

o f(z)dx = /TO o(t)dt .

Auflerdem gelten nach obigen Vorbereitungen die Abschitzungen

/ (1) dt‘ < M|T\ Ty < M=
T\To

und
< MIg(T)\ g(Ty)| < M(2L)"

/ f(z)dx
9(T)\g(To)

Zusammenfassend erhilt man

| Jor f(2 fTsD ) dt]
|f ) da| + | fp\g, () dt|
< M(l n (2L)")a .
Da e > 0 beliebig gewihlt werden konnte, folgt fg(T) fdr = [ ¢dt; die 1. Be-
hauptung ist also bewiesen. (0O)

Die néchsten Schritte sind Teil einer vollstéandigen Induktion iiber die Dimen-
sion n. Dabei ist der Induktionsanfang n = 1 die bekannte Substitutionsregel aus
Analysis I. Um die Induktionsvoraussetzung, also die Giiltigkeit der Substituti-
onsregel im R"~!, anwenden zu kénnen, benstigen wir eine lokale Faktorisierung
von ¢ in einfachere Funktionen.

Lemma 7.2 (Faktorisierungslemma) Sei G C R™ offen, n > 2, und g : G — R"
eine C*—Funktion mit det Dg(t) # 0 fiir alle t € G. Dann gibt es zu jedem Punkt
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to € G eine offene Umgebung U C G wvon ty und injektive C*~Funktionen h,)
mit den folgenden Eigenschaften:

g=nhot,

»(U) C R™ ist offen, und bei geeigneter Nummerierung der Indices gilt fir t =
(tla"'atn)a Y= (yla"'ayn)

g1(t) (7
Y(t) = gn_'1(t) . h(y) = "
tn hn(y)

Wir stellen den Beweis dieses Lemmas zuriick und behandeln zuerst Abbil-
dungen vom Typ h.

2. Behauptung Die Substitutionsregel gilt fiir injektive C'-Abbildungen h der
Gestalt W(y) = (Y1, Yn_1, hn(y)T) mit det Dh(y) # 0.

Beweis Nach der 1. Behauptung reicht es, die Behauptung nur fiir Rechtecke
R =[a1,b1] X ... X [a,,b,] zu zeigen.
Aufgrund der Gestalt von h gilt

1 0
Dh(y) = R ; ,
Othn(y) -+ On—ihn(y) Onhn(y)

so dass der Laplace’sche Entwicklungssatz (Entwicklung nach der n-ten Spalte)
Onhn(y) = det Dh(y) #0 fiir alley € R

liefert. Wir nehmen o.E. 9,h,(y) > 0 auf R an, so dass fiir jedes feste y' =
(Y1, -y Yn_1) € R :=[ag,b1] X ... X [a,_1,b,_1] die Abbildung

hn(ylv ) : [CLn, bn] - Rv Yn hn(y/’yn)’
streng monoton wachsend ist. Insbesondere ist
MR) ={(y ,yn) ¥ € R, by an) < yn < ha(y',00)}

ein Normalbereich, vgl. §6. Der Satz von Fubini und eine triviale Verallgemeine-
rung von Satz 6.14 auf den R™ implizieren dann fiir eine stetige Funktion f die
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Gleichungskette

/f )) | det Dh(y)| dy

/f (y) dy
:/(nf@h(DWM%M@dW
L e

hn (y an

= fz) dx .
h(R)

(0)
3. Behauptung Die Substitutionsregel gelte im R"1. Dann gilt sie auch im R™.

Beweis Nach der 1. Behauptung reicht es, die Substitutionsregel fiir Rechtecke
R C R"™ zu beweisen. Aufgrund von Lemma 7.2 gibt es zu jedem ¢ € R eine offene,
rechteckige Umgebung U; von t, so dass g|y, geeignet faktorisiert werden kann. Da
R kompakt ist, wird R bereits durch endlich viele offene Mengen Uy, , 1 < j € N,
iiberdeckt. Nach einer weiteren Unterteilung von R lésst sich R sogar in der Form

M
R=|JR
=1

mit kompakten, sich nicht iiberlappenden Rechtecken R; schreiben, wobei jedes
R; in einem der Uy, liegt. Da g auf Uy, faktorisiert werden kann, reicht es jetzt,
den Fall g = h o % auf einem kompakten Rechteck R mit R C U, U ein offenes
Rechteckgebiet, zu betrachten. Dabei gestattet die 2. Behauptung bereits die

Umformung
| or@ae= [ gaae= [ Fay
9(R) h(y(R)) Y(R)

Fy) = f(h(y)) [ det Dh(y)| .

Wir schreiben nun R = R’ x R, mit R € R*' R, = [an,b,] C R, und
entsprechend t = (¢, t,),y = (v, yn). Ferner definieren wir aufgrund der speziellen
Gestalt von 1(t) fiir festes t,, € R, die Funktion 7;, : R — R"~! durch

mit

Vin (t/) = (gl (t/v tn)v s 7gn—1(t/7 tn))T

und versuchen, die Substitutionsregel auf 7, (-) anzuwenden.
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Wegen R = R’ x R, C U =: U' x U, ist vy, (+) fiir jedes feste ¢, € R,, eine
C'-Abbildung auf U’ c R 1.

Die Funktionaldeterminante det D~;, (-) wird wie folgt berechnet: Aus g =
h o 1) folgt aus der Produktregel Dg(t) = Dh(y) - DY(t) mit y = ¥ (¢) und aus
dem Produktsatz fiir Determinanten

det Dg(t) = det Dh(y) - det Di(t) .

Mit det Dg(t) # 0 ist auch det Dy (t) # 0 fir alle t € U; genauer folgt mit dem
Laplace’schen Entwicklungssatz aus

g s On—101 On g1 *
_ : : : _ Dy, ()
Dy(t) = = oo
8lgn—l e 8n—lgn—l angn—l *
0 0 ‘ 1 0 0 ‘ 1

die Formel
det Dy, (t') = det D (t) .

Insbesondere ist det Dy, (t') # 0 auf U’. Auf dem Rechteckgebiet U’ gilt dann
sogar det D, (') > 0 in jedem t' € U’ (oder < 0 fiir alle ¢ € U’). Da ¢ auf U
injektiv ist, muss auch -, (-) auf U’ injektiv sein: Wir folgern, dass ~,, die Voraus-
setzungen des Satzes 7.1 auf U’ C R"! erfiillt und die Induktionsvoraussetzung
angewandt werden darf.

Mit y = ¢(t) = (3, ('), tn), t' € R, t, € R, liefern eine zweimalige Anwen-
dung des Satzes von Fubini und die Induktionsvoraussetzung nun die folgende
Gleichungskette:

/ F(y) dy
w(R)

(/V )dy) dt,
= [ ([ Fon@nan e, @lar ) ar

Ry

Rl

=4FW@wawmw.

Da f(ho(t)) = f(g(t)) und
| det Dh((t))] [ det Dip(t)| = | det Dg(t)]

gilt, ist die Aussage
flx d:l:—/f )) | det Dg(t)| dt
9(R)
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bewiesen und somit der Induktionsschritt von n — 1 auf n durchgefiihrt. (O)

Zum Abschluss wenden wir uns dem Beweis von Lemma 7.2 zu. Im Punkt
to € G entwickeln wir die Funktionaldeterminante von g nach der n-ten Zeile und
erhalten

8191 s 8n91 n
0 # det Dg(ty) = det : : = Z(_l)n+kakgn(t0)Gk(t0)
algn te angn k=1

mit Unterdeterminanten Gg(tp). In der obigen Summe muss mindestens ein
Gr(to) # 0 sein; o.E. sei

3191 T 8n—191
0 # Gu(to) = det : : (to) -
819n—1 s 8n_1gn_1

Ferner gibt es nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen eine offene Umgebung U
von tg, auf der ¢ injektiv ist.
Wie in der Aussage von Lemma 7.2 wird jetzt

¢(t) = (gl(t>7 cee 7gn—1(t)7 tn)T
definiert. Im Beweis der 3. Behauptung hatten wir bereits gesehen, dass damit
det Dy (to) = Gh(to) # 0

folgt. Nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen gibt es dann eine offene Umgebung
U C U von ty, so dass 9|y eine Bijektion von U auf eine offene Umgebung V' von
¥(to) ist; ihre Umkehrfunktion ¢ = (¢|y)~!: V — U ist eine C'-Funktion. Jetzt
definieren wir auf V die C'*~Funktion

h(y) == s Yooty Gal@1(®)s s umr (), W)

Nach Konstruktion gilt fiir t € U

h(W() = (91, Gn-1, Gn(Pr 0, ... 109, t,))(t) = g(t) ;

auflerdem ist h injektiv auf V' = ¢(U), da ¢ und g injektiv sind. Die Funktionen
h und 1 bilden also die gewiinschte Faktorisierung von ¢ auf U. (0O)

Jetzt ist Satz 7.1 vollstdndig bewiesen. O
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Anwendungen der Substitutionsregel

Beispiel 7.3 (Polarkoordinaten im R?)

1. Fir die Transformation von z auf Polarkoordinaten
(> __(rcosyp
Tr = (ﬁz) - g(?“, SO) T (rsingp)

[ cosp —rsing
Dg(r’(p)_(smgp rcosap)

und folglich
det Dg(r,p) = rcos® ¢ +rsinp =1 .

Sei
G={(r,p):r>0,0<p <2}

und 7' C G eine kompakte, Jordan-messbare Teilmenge. Dann gilt fiir jede
stetige Funktion f : B :=¢(T) — R
/ f(z)dx = / f(rcose, rsing)rd(r,e).
B T

Héufig hat T die Gestalt T' = [r1, 73] X [¢1, 2], so dass der Satz von Fubini

X )
(I)Z T

T
)

Abb. 7.4 Transformation auf Polarkoordinaten
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das Ergebnis

/Bf(l’>d$:/7:27”(/(pZDQf(’/‘COSQO,’FSiH(p)d(p) dr

liefert. Ist f sogar radialsymmetrisch, d.h. f(z) = f(r) mit einer stetigen
Funktion f, ist das innere Integral trivial auszuwerten, und man erhélt

/Bf(:c) do = (py — gpl)/rj2r~(r) dr

. Nun ist 7T hé#ufig eine kompakte Teilmenge des Streifens
{(r,p):r>0,0<p <27}, auf dem g wegen ¢(r,0) = g(r,2m) nicht
injektiv ist; aulerdem ist det Dg = 0 fiir r = 0. Da in dieser Situation Satz
7.1 nicht direkt angewandt werden kann, ist ein weiterer Grenziibergang
notwendig.

Es sei f € C°(Bg(0)), also T = [0, R] x [0,27]. Mit T. = [&, R] X [¢, 21 — €]
fiir e > 0 gilt dann

T)f(x)da:: f(rcosp,rsing)rd(r,y).

g( T:

Da [T\ T.| < 2(m+ R)e und auch |g(T") \ g(T%.)| — 0 fiir ¢ — 0 gilt, folgt
fiire — 0

f(z)dx = / f(rcosp,rsing)rd(r,y).
9(T) T

. Falls f nicht beschréankt und folglich nicht Riemann-integrierbar ist, wird
[ f(z) dz als uneigentliches Integral interpretiert.

Wir betrachten z.B.

f(x) = |z~ auf B = By(0) \ {0}

und setzen B, = {x € R? : ¢ < |z| < 1}. Dann sei per definitionem

[ sz =t [ g,

falls obiger Grenzwert existiert. Mit (1), (2) folgt

1 2T
|x|_adz:/ (/ Ldp)r~*rdr
B e 0

2T
2—«




fiir e — 04, falls a < 2 ist. Man erhélt also

2r
/|I|_adx: e 1 @<2
B 00 , > 2.,

Es fallt auf, dass unbeschrinkte Funktionen wie |z|™* (fiir 1 < o < 2) in
einer Umgebung des Nullpunktes im R? integrierbar sind, wihrend sie im
R! nicht uneigentlich Riemann-integrierbar sind!

4. Auch falls B unbeschrankt und folglich nicht Jordan-messbar ist, kann
[ f(x) dz ggf. als uneigentliches Riemann-Integral interpretiert werden.

Wir betrachten das Integral fRz e~11" dz und fithren die Mengen Br =

Br(0) und Qp = {x € R?: ||z|| < R} zur Approximation ein. Mit (1), (2)
folgt

R R
_ 2 2 _ 2 ..
/ e 1@l dmz/ 2rre”" dr=—mwe” " | — 7w fir R— oo,
Br 0 0

so dass im Sinne eines uneigentlichen Riemann-Integrals

_ 2
el dr =x
RQ

ist. Andererseits gilt wegen Qg3 C Br C Qg die Abschétzung

/ e 17 da < / e 17 do < / e 17 dg .
Q Br Qr

Damit liefert der Satz von Fubini die Gleichungskette

R R
= lim e 1 dr = lim / (/ e~ TIT) d:L"z) dxy
-R J-R

R\V2

R—o0 Qr R—o0
. R _g2 2 e 2
:}%EI;O(/_Re ds) :(/_ooe ds) .

Also erhdlt man die in der Statistik (Normalverteilung) und in der Theorie
partieller Differentialgleichungen (Warmeleitungsgleichung) wichtige For-
mel

/ e %" ds = /T GauBsches Fehlerintegral .

[e.e]

Beispiel 7.4 (Zylinderkoordinaten im R?) Bei achsensymmetrischen Problemen
werden héufig Zylinderkoordinaten

T1=TCOSQ, To =TSN, r3=2
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benutzt. Fiir z = g(r, ¢, z) = (r cos p, rsin g, z)T berechnet man

cosp —rsine 0

det Dg=det | sinp rcosp 0 | =r>0.
0 0 1
X3!
y4
r— | 0)
\

e X

// X

Abb. 7.5 Zylinderkoordinaten
Ist T eine kompakte Teilmenge des Gebietes
{(ryp,2):r>0,0< p<2m z€R}
und B = ¢(T), erhiilt man fiir f € C°(B)

/f(x)da::/f(cosw,rsinw,z)rd(r,go,z).
B T

Falls T ein Quader vom Typ [r1,ra] X [p1,¢2] X [21,22] mit 0 < 73 <719, 0 <
w1 < @y <2 (ry =0und ¢; =0, gy = 27 sind im Sinne eines uneigentlichen
Riemann-Integrals ebenfalls erlaubt) ist, liefert der Satz von Fubini die Formel

/Bf(:E)dx:/: </: </:2 f(rcosgo,rsingp,z)dgo)rdr) dz .

Beispiel 7.5 (Kugelkoordinaten im R?) Jeder Punkt x = (21, 29, 23)7 € R?® mit
7% + 23 + 22 # 0 besitzt eine Darstellung der Form

x1 =rcosvcosp, xy=rcosvsing, wx3=rsind
mit r >0, -5 <9 <35, 0< ¢ <27 Fir die Transformation

g(r,9,¢) = (rcosv cos, rcosdsinp, rsind)’
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findet man die Funktionaldeterminante

costcosp —rsindcosy —rcosvsinp
det Dg(r,9,¢) =det | cosdsing —rsindsing rcosvcosy
sin r cosv 0

= —r2cos) <0

(bzw. = 0, falls ¥ = —7).

Abb. 7.6 Kugelkoordinaten

Sei T' eine kompakte Teilmenge von {(r,ﬁ, ©):r>0, [0 <5,0<p< 27?} und
B = ¢(T). Dann liefert die Substitutionsregel fiir f € C°(B) die Formel

/f(:)s)dx:/f(rcosz?cosgo,rcosﬁsingp,rsinﬁ)TQCosﬁd(r,l‘},gp).
B T

Wieder bleibt die Formel im Grenzfall r > 0, [J] < 7 und 0 < ¢ < 27 erhalten.
Ist T = [7"1,7’2] X [191,192] X [@1,(,02] mit 0 < r < 7’2,—% < 191 < 792 < g und
0 < ¢1 < g < 27, erlaubt der Satz von Fubini eine iterierte Auswertung des
Integrals iiber T'.

Es ist auch moglich, Polarkoordinaten in der Form
xr1 =rsindcosp, xy=rsindsing, x3=rcosv

einzufiihren, wobei jetzt der Winkel ¢ € (0, 7) zwischen = und der e3 - Achse ge-
messen wird. In diesem Fall berechnet man fiir die entsprechende Transformation
g die Funktionaldeterminante det Dg(r, 9, p) = r?sind > 0.
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Damit erhélt man fiir das Volumen der Kugel Bg(0)

|Br(0)| :/ORr2 (/Oﬂsinﬁdﬁ) (/0% dgp) dr

R
4
:2-27r/ rzdr:—ﬂRg.
0 3

Beispiel 7.6 (Polarkoordinaten im R"™) In diesem Fall benttigt man neben r > 0
noch n — 1 Winkel

0<6y,....,0, o<, 0<6, <271,
um z = (z1,...,7,)" in der Form

T, = rcos bt
T9 = 1 sin 6, cos Oy

3 = rsin #y sin Oy cos O3

Tpo1 =7rsinf;sinfy-...-sinb,_scosb,_;

T, =1rsinf,sinby -...-sinf,,_,sinb,,_;
darzustellen. Die zugehorige Funktionaldeterminante ist

Dg(r,0y,...,0,_1) =r""1sin" 20, -sin" 0y -... sin6,_,.
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8 Integralsiitze im R?

Das Ziel der Abschnitte 8 und 9 ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung

/ f(@) dz = £(b) — f(a)

und der partiellen Integration

b b
/ u’vdx:—/ w' dz + v |}
a a

auf mehrdimensionale Integrale. Es stellt sich die Frage, durch welche Differen-
tialoperatoren dabei <= und wodurch die Randterme uv|? ersetzt werden.

Definition
(1) Eine Abbildung F': B C R" — R" heifit ein Vektorfeld
(2) Ist B C R? offen und F' : B — R3 ein C'-Vektorfeld, so heifit das Vektorfeld

82F3 — 83F2
rot F: B — R, rot F(z)=| 0sF, — 0 Fs | ()
81F2 —82F1

die Rotation von F'.

(3) Ist B C R? offen und F : B — R? ein C''-Vektorfeld, so definiert man (die
skalarwertige Rotation)

rot F(LU) = 81F2(x) - 82F1(:L’) .

Man beachte, dass man in diesem Fall rot F' als die dritte Komponente von
rot F' des 3D—Vektorfeldes

F(x1, 29, 73) = (Fi(21,22) , Fa(z1, 22) ,0)"
erhalt.
Beispiele

(1) Vektorfelder treten z.B. als Geschwindigkeitsfelder in der Stromungsmecha-
nik, als Verzerrungsvektoren elastischer Korper, als Kraftfelder im Elektro-
magnetismus und als Gravitationsfelder auf.
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(2) Fiir

w1 Wal3 — W32
w= | wy und  F(z) = 3 W3T1 — W1T3
w3 W1l — Wl

erhdlt man rot F' = w. Das Geschwindigkeitsfeld F beschreibt eine
Starrkorperrotation um die Achse w € R® mit der Winkelgeschwindigkeit

slols 1T =11 2

(3) Ist F(x) = V(x) mit einem skalaren C?-Potential ¢ : B — R gegeben,
gilt rot F'(z) =0, d.h.,

Gradientenfelder sind wirbelfrei, kurz: rot grad = 0.

(4) Fiir F(z,y) = %(—y,2)", w € R, einem zweidimensionalen Wirbel um den
Nullpunkt mit Winkelgeschwindigkeit %, gilt rot F' = w. Auf jedem Kreis
B,(0), r > 0, gilt bei positiver Orientierung von 0B,(0)

/ roth:c:w7T7"2:/ F-dx .
(0) dB,.(0)

Man zeigt sogar fiir jedes kompakte Rechteck R C R?

/roth:c:/ F-dx.
R AR

Definition Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit eine Funktion von beschrinkter
Variation (kurz: BV —Funktion), ¢ € BV |[a,b], falls es eine Konstante M > 0 gibt
mit

> lo(ts) — plte-r)| < M

fiir jede Zerlegung Z :a =ty < t; < ... <t, =b. In diesem Fall heif3t
V() = sup > lelte) = @lte)]
k=1

die Totalvariation von ¢ iiber [a, b].
Bemerkung Es gilt C'[a,b] C BV{a,b], aber
Cla,b] ¢ BV]a,b] ¢ Cla,b] .
Die Funktion ¢ : [a,b] — R ist genau dann von beschriankter Variation, wenn die

Kurve ~(t) = ((pé t)) rektifizierbar ist; dabei wird die definitionsgeméf geforder-
te Stetigkeit der Kurve aufler Acht gelassen.

8-51



Definition Eine Menge B C R? heifit BV—Normalbereich, falls es stetige Funk-
tionen ¢ < 9 € BV|[a,b] und ¢ < 1hy € BV e, d] gibt mit

B ={(z,y) eR?*:a<z<b,pi(z) <y <p(r)}

={(z,y) eR*:c <y <d,¢1(y) <z <y} .

a b a a b
B ist ein BV-Normalbereich B,: B, sind BV-Normalbereiche,
B, UB, ist kein BV—Normalbereicl

Abb. 8.1 Normalbereiche

Hauptsatz 8.1 (Greenscher Satz) Sei B C R? ein Normalbereich und v = 0B
der positiv orientierte Rand von B, d.h., die geschlossene Kurve v wird im ma-
thematisch positiven Sinn durchlaufen. Ist F' ein C*Vektorfeld auf einer offenen
Menge G D B, so gilt

/Brot F(z) d:)::/wF(a:)-da:.

Beweis Im ersten Schritt sei F'(x) = P(:c)) und folglich rot F'(z) = —0, P(x).

0
Da B ein BV -Normalbereich (bzgl. der x—Achse) ist, schreiben wir v = 0B in
der Form v = v, U v U y3 Uy, mit den folgenden rektifizierbaren Kurven:

t b
0= () 108 50 = (4,01 ity ) <0

a

_ t _
s (1) = <goz<t>> telath )= <¢1<a> T t{ps(a) - ma))) tefoa).

Dabei bedeutet 75,7, , dass die Kurven ~s, v, umgekehrt orientiert zu 75,7,
durchlaufen werden, s. Abb. 8.2
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Ya(t)

Y4(0) B Y2(t)

Y, (0)

Abb. 8.2 Der Normalbereich B

Jetzt liefern Satz 6.14 und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

/B—agP(x)dx :/ab (LT::I) —52P(:Bl,a:2)dx2> i
= /ab (P(z1,1(21)) — P(x1, 2(21))) day .

Fiir den 1. Anteil auf der rechten Seite gilt

/abP(t,gol(t))dt:/ﬂ (g) dr,

denn fiir jede Zerlegung Z : a = t) < t; < ... < t, = b ist die Riemannsche

Summe
zk: (P(tk,g1<tk))) . <<p(t,i'§ - f;(_tz _1))

zur Approximation von f%(P, 0)7 - dx auch eine Riemannsche Summe von
f:P(t, ©1(t)) dt. Ebenso zeigt man

—/abP(t,<p2(t))dt:/ (P,0)" - dx.

73

Da auBerdem [0 (P,0)"-dx und [ (P,0)"-dx verschwinden, folgt fir ' = (P,0)"

/rothx:/F~dx.
B 04

Analog zeigt man fiir Vektorfelder vom Typ F(z) = (0,Q(x))T die gleiche
Identitét, indem man ausnutzt, dass B ein BV —Normalbereich bzgl. der y—Achse
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ist. Damit ist der Satz bewiesen. ]

Bemerkungen

(1)

Die anschauliche Bedeutung des Greenschen Satzes erschliefit sich, wenn
man sich den Normalbereich B als Vereinigung B = [J; Q); von sehr vielen
kleinen sich nicht iiberlappenden Quadraten (Q; denkt. Ersetzt man F'(z)
auf @; durch seine lineare Niherung F(x) = F;+a;x+ b;r+ mit Konstanten
a;,b; € Rund at = (—xo,21)7, folgt

/rotha::/ 2bida::/ Fdx,
0Q;

@ %

denn F;+a;x = V(E -+ %|x|2) besitzt ein Potential; folglich gilt rot (F; 4+
a;x) = 0 sowie faQi(E + a;z) - dv = 0. Beim Ubergang von @Q; zu einem
benachbarten Quadrat ¢); heben sich die Tangentialanteile von F' entlang
0Q; N 0Q); im Integralmittel wegen der entgegengesetzten Orientierung und

der Stetigkeit von F' auf:

/ F
0QiN0Q;

/ rot Fdx = / F-dx
QiUQ; 9(Q:UQ;)

und schlieBlich sogar [ grot Fdr = /. op '+ dx, wobei das erste Integral die
iiber B integrierte Wirbelstiarke und das zweite Integral den gesamten Fluss
von F' entlang 0B angibt.

Q,d:c+/ Flo, -dz=0.
0QiN0Q;

Also gilt

Mit F' = <g

) wird der Greensche Satz auch in der Form

/B(QDQ — 0,P)d(z,y) = / (Pdx + Qdy)

0B

geschrieben.

Mit P(x,y) = —y, Q(z,y) = x, also rot (P, Q)T = 2, erhilt man fiir die
Flache des BV —Normalbereichs B die Formel

1
|B|=§/ (zdy — ydz).
0B

Die Fléche |B| kann also durch ein Kurvenintegral {iber 0B bestimmt wer-
den.
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Korollar 8.2 Sei G C R? offen und F : G — R? ein C'-Vektorfeld. Die Men-
ge B C G lasse sich als Vereinigung von zwei sich nicht tiberlappenden BV -
Normalbereichen schreiben, die nur ein Randstiick gemeinsam haben. Dann gilt

/Brot Flz) d:)::/wF(:c)-da:,

wenn v = 0B den positiv orientierten Rand von B bezeichnet.

Abb. 8.3 Nicht-iiberlappende BV —Normalbereiche

Zusatz: Die Aussage gilt auch, falls B die Vereinigung von endlich wvie-
len, sich nicht-iiberlappenden Mengen By, ..., By ist, wobei jedes B; ein BV —
Normalbereich bzgl. eines geeigneten, u.U. gedrehten Koordinatensystems ist und
B; mit Bj1 fiir jedes 1 < j < N —1 nur ein gemeinsames Randstiick hat. Ferner
sollen sich By und B; nicht schneiden.

Beweis Sei 6 = 0B; N 0B, das gemeinsame, rektifizierbare Randstiick der Zerle-
gung B = B;U B, in BV-Normalbereiche By und Bs. Nach Satz 8.1 und Korollar

6.7 gilt
/rothx :/rothx+/ rot F'dx
B By Bs

:/ F-dx—l—/ F.dzx.
831 832

Da sich die Kurvenintegrale [; F'-dz und [, F'-dx dabei in der Summe aufheben,
erhélt man das gewiinschte Kurvenintegral |, op F - dzx. [ ]
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Definition

(1) Sei B C R" offen und F : B — R"™ ein C'-Vektorfeld. Dann heifit
divF:B—R, divF(z) =Y 0F()
i=1

(kurz div F' =V - F') die Divergenz von F.

(2) Sei B C R? ein BV-Normalbereich, dessen positiv orientierter Rand
v = OB sich als stiickweise C'-Parameterkurve schreiben 148t. Ist « in
t stetig differenzierbar, definiert man den (nach aufien zeigenden) dufseren
Normalenvektor N (t) = (v4(t), —v;(t)) und, falls v/(¢) # 0 ist, den duferen
Normaleneinheitsvektor

dabei ist wie iiblich |- | = || - [|2.
Bemerkung

(1) Die Divergenz gibt die Stirke einer Quelle oder einer Senke in einem Ge-
schwindigkeitsfeld oder Kraftfeld an. Das Geschwindigkeitsfeld F'(z) =
%xip’ r € R?\ {0}, beschreibt eine divergenzfreie Stromung in R?\ {0}, die
jec{och im Nullpunkt eine Quelle der Starke 1 besitzt. Die gleiche Aussage
gilt fiir das Vektorfeld F'(z) = ﬁﬁ , v € R¥\ {0}

(2) Ein Vektorfeld vom Typ F(z) = rot A(z) im R? ist immer divergenzfrei,
kurz:

div rot = 0.

Das Vektorfeld A(z) heifit dabei ein Vektorpotential von F'.

Satz 8.3 (Gaufscher Satz im R?*) Sei B C R? ein BV -Normalbereich
mit positiv orientiertem Rand v = OB, der sich stiickweise als requlire C*—
Parameterkurve schreiben lisst. Dann gilt fiir ein C*—Vektorfeld F : G — R?
auf der offenen Menge G O B

/B div F(z)de - / Fa) - n(z) do(z) .

0B

Dabei ist, falls ~ tber [a,b] parametrisiert wird,

/8 Fondo = / F(y(t)) - n(y() (1) dt
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Bemerkung

(1) Der Beweis wird zeigen, dass Satz 8.3 unter &hnlichen Voraussetzungen wie
Satz 8.1 oder Korollar 8.2 gilt.

(2) Das neue “Kurvenintegral” fy F-ndo schreibt man gelegentlich auch in der
Form fv F-ndo oder fv F-ndS mit dem Flichen- oder Bogenlingenelement
do =do =dS = |/(t)] dt.

Y|
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- @ >
']
\l
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-~ @ >
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\l

)(/\/
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—¥
¥
T
©)
k
\v\*‘#//v/ '

Abb. 8.1 Vektorfeld mit Quellen, Senke und Fluss am Rand

(3) Im GauBschen Satz misst [, div F' dz die iiber B aufintegrierte Quellstéirke
div F' von F, wihrend | op I - ndo den Nettofluss von F' durch 0B nach
auBen angibt.

Beweis Fiir F(z) = (—Fy(z), Fi(z))T ist
rot ﬁ = 81%2 - 82f1 = 81F1 + 82F2 =div F.

Dann liefern Satz 8.1 oder Korollar 8.2

/Bdidex :/Brotﬁdx = fyf-d:r :/abF(v(t))-v’(t)dt

b b
:/(—F2~71+F1-7§)dt :/ F-Ndt

b
:/F-n|7,|dt :/ F-ndo.
a 0B
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9 Integralsitze im R3

Bevor der Greensche und Gaufische Satz auf die dreidimensionale Situation verall-
gemeinert werden, miissen wir Flichen und Oberflichenintegrale im R? einfiihren.

Definition Sei K # ¢ eine kompakte, Jordan—messbare Teilmenge des R?, sei
G D K offen und ¢ : G — R? eine C'-Abbildung. Dann heif}t

S={o(u):ue K}

eine Fliche im R3 mit Parameterdarstellung (¢, K) diber dem Parameterbereich
K.
Hat fiir jeden Parameterwert u € G die Funktionalmatrix

0191 Oy
Do(u) = | 012 022 | (u)
0103 Ox03

den Rang 2, sind also die Spaltenvektoren von D¢(u) linear unabhéngig, heifit
die Parameterdarstellung reguldr oder nicht degeneriertin u € G.

u,

Abb. 9.1 Parameterfliche im R3

Bemerkung Die Rangbedingung an D¢ stellt sicher, dass in dem Flachenpunkt
x = ¢(u) von S zwei linear unabhéngige Tangentialvektoren, 0 ¢(u) und dyp(u),
existieren. Mit Hilfe des Vektorprodukts wird aus d;¢ und dy¢ der Normalenvek-
tor in x definiert.

Das Vektorprodukt

TalYsz — T3Y2
AR xR — R?, r,y— T ANy = | 23y1 — 11Y3 | ,
T1Y2 — T2l
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hat die folgenden Eigenschaften (z,y,2 € R®, A € R):
(i) eANy=—yAz,zANz=0
(ii) (Ax) Ay =z A(Ay) = Az Ay)

(i) A (y+2)=xAy+axAhz, (x4+y)Az=xANz+yAz
)

(iv) [z Ayl = [z[ly[| sin £(z, y)|
Da |y|| sin £(x, y)| die Hohe in dem von den Vektoren = und y aufgespannten
Parallelogramm ist, gibt |z A y| die Fldche dieses Parallelogramms an.

XAY

~

X

Abb. 9.2 Das Vektorprodukt

)z Ayl ist also die Fliche des Dreiecks mit den Eckpunkten 0,z und y.
(v) Ay =0< x und y sind linear abhéngig

(Vi) <z, zANy>=<y,xAy>=0

Der Vektor xAy steht also auf x und auf y senkrecht. Umgekehrt ist jeder auf
x und gleichzeitig auf y senkrecht stehende Vektor ein skalares Vielfaches
von x A y.

Definition Sei S C R? eine Fliche im R? mit Parameterdarstellung (¢, K), ¢ €
CY(G), G D K offen. Dann definieren in z = ¢(u) € S die Tangentialvektoren
O1¢0(u) und Oz¢(u) den Normalenvektor

N(u) = 016(u) A 29 (u)

sowie den Normaleneinheitsvektor

N (u)
n(u) = 4 NGO falls N(u) #
0 , falls N(u) =

0
0.
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Beispiele

(1) Sei f € CY(G) und S C R? die durch den Graphen von f beschriebene
Fliche S = {¢(u) : u € K} mit ¢(u) = (uy, ug, f(u))?. Dann hat

1 0
Do(u)y=1 0 1
of oof

in jedem u € K den Rang 2, und es gilt

1 0 —onf
N(u) = 0 A 1 = —02f
of Oy f 1

(2) Die Einheitskugel im R? kann iiber K = [0,2n] x [-3,%] C G = R? durch

COS U1 COS Us
o(u) = | sinwug cosusy
sin us

parametrisiert werden. Jetzt folgt

—sinuy CoS Uy — COS Uj SIN Uy COS U7 COS Us
D¢ = COS U COS Uy  — sin uq Sin us , N= sin uq cos? us ,
0 COS Ug Sin U9 COS Uy

also N = cosusy-¢(uy, uz) und | N| = cosus. Wie erwartet ist N parallel zum
Ortsvektor ¢; die Einheitskugel ist bei der hier gewéhlten Parametrisierung
im Nord- und Siidpol (uy = § bzw. us = —7) jedoch degeneriert.

Bemerkung Auf der Fliche S mit Parameterdarstellung (¢, K) besitzt das im
Flachenpunkt z = ¢(u) die Fliche linear approximierende Parallelogramm

P = {(b(u) + 8181(?(11) —+ 8282(?(11) -0 S S1 S 81,0 S S9o S 82}
den Flacheninhalt
‘8181(?(11) N 8282¢(U)| = Elég‘N(u)‘ .

Deshalb bezeichnet man in der folgenden Definition des Oberflichenintegrals den
Ausdruck
do(u) = |N(u)| du

als Oberflichenelement.
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X3

Abb. 9.3 Appproximierendes Parallelogramm

Definition Sei S C R? eine Fliche mit Parameterdarstellung (¢, K) und sei
f:o(K) — R stetig. Dann heif3t

/fdo—/f w)| du

das Oberflichenintegral von f dber der Fliche S.

Fir f =1 heifit
\S\:/ldOZ/ |N(u)| du
S K

der Fldcheninhalt oder die Oberfliche von S.

Da es fiir eine Flidche S verschiedene Parametrisierungen gibt, ist zu zeigen, dass
| ¢ f do unabhéngig von der gewéhlten Parametrisierung ist (vgl. die entsprechen-
de Aussage zur Bogenldnge und zum Kurvenintegral).

Lemma 9.1 Sei S C R? eine Fliche mit den Parametrisierungen (¢, K), G D K
offen, und (¢',K'"), G' D K’ offen, und sei g : G' — G eine injektive C1—
Abbildung mit g(K') = K und ¢'(s) = ¢(g(s)) auf G'. Die Normalenvektoren
seien dementsprechend N(u) auf K und N'(s) auf K'. Ferner sei det Dg entwe-
der strikt positiv oder strikt negativ auf G'. Dann gilt

/f DIN(u \du—/f DIN'(s)| ds

g = 01p-Orgr+ 0ot Drga
Do) = 01~ Oagr + Datp - Dago

Beweis Wegen
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erhilt man fiir den Normalenvektor N'(s) in z = ¢/(s) = ¢(u), u = g(s),
N/(S) = 01¢/ A 82gz5’
= (01g1)(02g1) 019 N D1 +(D191)(D292) 019 N D29
———— ————

=0 =N(u)
+(0192)(0291) 020 N 019 +(0192)(0292) O2p N Oap
=—N(u) =0

= (8191 -~ Ohgy — 0102 - 3291) N(U) )

also |[N'(s)| = | det Dg(s)| |N(u)|. Daraus folgt mit der Substitutionsregel
/K f(@(u) IN(u)du = » f((g(s)))ldet Dg(s)| [N(g(s))| ds

= | f(@(s))[N'(s)|ds.

K/
0J

Beispiel Mit der oben benutzten Parametrisierung der Einheitskugel S = 0B;(0)

im R? erhélt man wegen K = [0,27] x [=Z, Z] und |N(u)| = cos us,

2w w/2
|0B1(0)| = / cos uy du = / duy - / cos Uy dug = 4 .
K 0 —7/2
Analog zeigt man |0Bg(0)| = 4w R3.

Hauptsatz 9.2 (Stokesscher Integralsatz) Sei G C R? offen und K C G
ein BV ~Normalbereich, dessen Rand OK eine stiickweise C'—Parametrisierung
v besitze. Ferner sei ¢ : G — R3 eine C*-Abbildung und S = {¢(u) : u € K}
eine Fliche im R3, deren “Rand” durch 0S = ¢(OK) definiert se.

Ist U C R3 offen, S C U und F : U — R? ein C*—Vektorfeld, gilt

/rotF-ndOZ/ F-dx.
s a8

Dieser Stokessche Integralsatz lautet im Parameterbereich

/K rot F(é(w)) - N(u) du = / Feds.

()

Beweis Wir betrachten ein Vektorfeld F' vom Typ (P,0,0)7; der Beweis fiir
F=1(0,Q,0)" und F = (0,0, R)T verliuft analog.
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Abb. 9.4 Zum Stokesschen Integralsatz

Zuerst schreiben wir das Kurvenintegral [, F-ds = [ oy I -da tiber die Kurve

#(y) C R? in ein Kurvenintegral iiber die Kurve v C R* um. Ist v : [0,1] — 0K
eine stiickweise C1- Parametrisierung von 0K, erhilt man

P 1
/ (O)W = [ Pet®) e
() \ 0 0

1
= [ (Poa)a®) @617t +0r0n )01
= /Pogﬁ(g;zi) -dx

und mit dem Greenschen Satz 8.1

/(P 0 )V, - dx = / rot (P o ¢)Ve1) du.

0 K

9-63



Nach Definition der skalaren Rotation im R? berechnet man
rot (Po¢)Ve1) = 01((Po¢)0ap1) — (P o ¢)016h1)

= (01(P0¢))dapy — (02(P 0 ¢))0i¢1 + (P o ¢) [0102¢1 — 02011 ]

(- J

~~
=0

= (O1P 0191+ 0P - 019 + O3 P - O1¢3) 02601
—(O\P - Og3p1 + 0o P - Doy + O3 P - Oap3) 0101

= 0P (0102 021 — 0161 - Oa¢p2) +03P (013 - Oap1 — Dagps - O16h1)

J J

-~

::rN3 =Ny
da ¢; € C? und N = 9,9 A D¢p. Wegen rot F' = (0, 03P, —0,P) folgt
rot ((P o 6) V1) = (1ot F) 0.6) - N

Zusammenfassend erhilt man

Jos B -dz = fv(P ° )V du = [ 10t (P o $)V¢r)du
= [, ((rot F)o¢) - Ndu = fsrotF -ndo .

Definition

(1) Eine kompakte Menge V' C R? heifit C'-Normalbereich bzgl. der xyxo—
FEbene, falls es ein Kompaktum K C R? und C'-Funktionen ¢; < ¢, auf
einer offenen Obermenge von K gibt, so dass

V= {(931,:52,:53) = (2, 23) ER®*: 2’ € K, p(2') < a5 < <p2(:E')}

gilt, und falls 0K durch eine stiickweise C'-Kurve darstellbar ist. Analog
werden C'-Normalbereiche bzgl. der zo25— und der x,23-Ebene definiert.

(2) Das Kompaktum V heiit C'~Normalbereich, falls V ein C'— Normalbereich
bzgl. der x12x9—, der xox3— und bzgl. der x1x3-Ebene ist.
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| |
\

Abb. 9.5 Ein C*Normalbereich bzgl. der x;x5-Ebene

(o>
v

Bemerkung In (1) definiert der obere Deckel Sy = (o(K) eine regulire C'-
Fliche im R? mit der Parameterdarstellung

¢ K =R, u=2a" ¢o(a') = (¢, p2(2')) .

Der Normalvektor N(z') = (=019, =022, 1) definiert den bzgl. V HuBeren

Normaleneinheitsvektor
N(z')

n(z") = :
[N ()]
Fiir den unteren Deckel S; = ¢(K) ist dagegen n(z') = —N(2')/|N(2')| der
bzgl. V' &duflere Normaleneinheitsvektor.

Hauptsatz 9.3 (GauBscher Divergenzsatz) Sei V' ein C'~Normalbereich im
R3 und F ein C'-Vektorfeld auf einer offenen Obermenge von V. Dann gilt

/didex:/ F-ndo.
1% av

Beweis Es habe F die Gestalt F' = (0,0, R)”. Dann gilt mit Satz 6.14 wegen
div F' = 83R

wa2(2)
/ div Fdzx = / </ 3 R(', x3) d:v;;) da’
1% K w1(z’)

[ (R la)) = R )
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Auf dem oberen Deckel Sy = po( K) ist F'- N = R N3 = R. Also folgt

/R(:B',gpg(x'))dz':/F-Nda:':/ F-ndo;
K K S2

ebenso zeigt man

_/KR(Q:’,gol(x'))dx':/ Fndo.

S1
Auf dem noch fehlenden Randstiick 0V \ S \ S5, also auf

Sz ={(2',23) : 2’ € OK, p1(2") < x5 < pa(2')},

existiert der duflere Normalenvektor n ebenfalls (bis auf endlich viele Gera-
denstiicke {2/} X [p1(2), p2(2)] mit 2’ € OK, in denen die Parametrisierung
von OK nicht differenzierbar ist). Da aber ny = 0 fir z € S3 gilt, ist dort
F-n=Rns =0.

Zusammenfassend erhdlt man

3
div Fdx = /F-ndOZ/ F-ndo.
/V ; 3; 1%

O

Korollar 9.4 (Partielle Integration im R?) Sei V' C R? ein C'~Normalbereich
und seien u,v C'—Funktionen auf einer offenen Obermenge von V. Dann gilt fiir

i=1,2,3
/u@ivd:z:—/(@-u)vdx—l—/ wvn;do.
1% 1% v

Beweis Satz 9.3 angewandt auf F'(z) := uve; liefert die Behauptung, da divF =
wov+ (Qu)v und F -n =uvn;. O

Bemerkungen

(1) Satz 9.3 und Korollar 9.4 gelten unter schwicheren Voraussetzungen an
V: das Kompaktum V' lésst sich als endliche Vereinigung von nicht-iiber-
lappenden C'-Normalbereichen schreiben. Die Deckel der einzelnen Nor-
malbereiche miissen nur “stiickweise C1” sein.

(2) Eine wesentlich schwéchere Voraussetzung an V' ist nur noch lokaler Na-
tur: zu jedem Punkt z € OV gibt es eine Umgebung U C R3?, so dass sich
nach geeigneter Drehung des Koordinatensystems U N 0V als Graph ei-
ner Lipschitz—stetigen Funktion schreiben lésst. In diesem Fall existiert der
Normalenvektor nur noch “fast iiberall”.

(3) Satz 9.3 und Korollar 9.4 gelten in jeder Raumdimension n > 2.
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