11 Fourier-Reihen

Problemstellung: Es ist das Ziel, Funktionen durch einfach zu beschreibende
und einfach auswertbare Funktionen moglichst gut anzunéhern. Die naheliegende
Wahl, Funktionen durch Polynome zu approximieren, liefert nach dem Satz von
Taylor gute Ergebnisse fiir Funktionen hoher Differenzierbarkeit und lokal in der
Néhe des Entwicklungspunktes:

feC™a—ra+r] = f(z)=pa(2)+ Ru(x)

mit dem Taylor-Polynom n-ter Ordnung

—~ [®(a)
- Z A (z—a)
k=0
und einem Restglied R, (z) mit der Fehlerabschitzung

A
(n+1)!

’n+1

|R,(2)| < F—rr|z — r€la—ra+r].
Die Approximation p, von f liefert also gute Ergebnisse (von der Ordnung n+ 1)
fiir = nahe bei a und ist ggf. fiir grokes |x — a| nicht zu benutzen. So gilt fiir

f(x) = cosx in einer Umgebung von a = 0

1

‘f(az:)—(l——yc2 !

Y
7)< gzl —al”

Dagegen ist py(z) = p3(z) =1 — 1 #? fiir [z| > % eine vollig unbrauchbare Appro-
ximation von cosx. Generell kann die Taylor- Approx1mat10n fiir (beschrénkte)
periodische Funktionen f auf R fiir grofes |z — a| keine guten Ergebnisse liefern,
da jedes Polynom p(x) # const fir |z — a| — oo divergiert.

Deshalb versuchen wir, eine 27-periodische Funktion f durch Linearkombina-
tion der 2m-periodischen Funktionen

1,cos x,sinz, cos 2z, sin 2z, . . . , cos nx, sin nx,

also durch ein trigonometrisches Polynom

F.(x) = %+Z(akcoskm+bk sin kx) (11.1)
k=1
mit Koeffizienten ag, a1,bq, ..., a,,b, zu approximieren. Dariiber hinaus besteht
die Hoffnung, dass mit geeigneten Fourier-Koeffizienten ag, a1, by, ... die Fourier-
Reihe .
= ?0 —l—; ay cos kx + by sin kx) (11.2)
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punktweise oder sogar gleichméfig konvergiert und mit f(z) ibereinstimmt.

Wie konnen geeignete Koeffizienten ag, ai, by, . .. bestimmt werden? Wir nehmen
an, dass die Reihe (11.2) gleichméfig (!) auf [—m, 7] gegen f konvergiert. Beachte,
dass Satz 8.2 dann f € C°|—m, 7] impliziert. Dann gilt fiir alle m € Ny nach Satz
10.9

™

/Wf(ﬂf)cosmxdx = / F(z) cosmx dx

—Tr

a T 00 T
— %[Wcosmxdm—i—;(ak/ cos kx cos mx dx

—Tr

+by, / sin kx cos mx dx) .

—T

Im Fall m = 0 gilt fjﬁ cos mx dr = 27 und alle weiteren Integrale auf der rechten
Seite verschwinden, so dass

ag = %/W f(z)dx (11.3)

folgt. Dagegen benutzen wir fiir m € N die Identitdaten

/ coskxcosmrdr = Togm,
il (11.4)
/ sinkxrcosmxdr = 0,

—T

aus und schlieffen auf die Gleichung
1 ™
Ay = —/ f(z) cosma dx,
™ —T

vgl. (11.3) mit m = 0. Analog geht man zur Bestimmung der Koeffizienten b,,,
m € N, vor: Aus der Gleichung

/7r f(z)sinmzx = /7T F(x)sinma dz

folgt unter Ausnutzung von Satz 10.9 und der Identitét

/ sin kxz sin mx dr = 7om, k,m €N, (11.5)
sofort L
by = — f(x)sinmzx dz.
™ —Tr
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Definition Sei f : R — R 27-periodisch und auf [—m, 7] integrierbar. Dann
heifien die Zahlen

1 ™
a, = — f(x) cosnx dx,

7{ p (11.6)
b, = — f(z)sinnzdx, neN,

™ —T

die (reellen) Fourier-Koeffizienten von f. Da die Konvergenz der zugehorigen
Fourier-Reihe F(x), s. (11.2), noch ungeklart ist, schreiben wir

f(z) ~ %—i—;(ancosnx—i-bnsinnx). (11.7)

Beispiel (1) Sei f: R — R die 27-periodische Funktion mit
f(z) =|z| firz e |[-n, 7] (11.8)

Da f gerade ist, d.h. f(—x) = f(x), und sinkx ungerade, verschwinden alle
Fourier-Sinus-Koeffizienten by, k € N. Auferdem ist

1 [" 2 [T
ak:—/ ]x\cosk;xdx:—/ x cos kx dx,
T 0

™

—T
woraus ag = 7 und nach partieller Integration

=2 l(1 —(-1)%), keN,

7w k2

folgt. Die Fourier-Reihe von f ist also eine reine Cosinus-Reihe und lautet

(11.9)

T 4 cos3r  Cosdx
f(x)wa—;(cosx—i— P + = ).

Wegen 12 m < oo konvergiert die Cosinus-Reihe nach Satz 8.2 und Satz
8.7 gleichmékig auf [—7, 7] gegen eine stetige Funktion; es ist aber zum jetzigen

Zeitpunkt noch nicht bewiesen, ob der Grenzwert gleich f(x) ist.
(2) Sei f: R — R die 2m-periodische Funktion mit

+1, z€(0,nm)

-1, z € (-m,0). (11.10)

f(z) =sign x = {

Da f ungerade ist, gilt a; = 0 fiir alle k € Ny, und

1 [ 9 [T %, k=1,3,5,...
bk:—/ signxsinkxdx:—/ sin kx dx =
T Jr ™ Jo 0, k=24,6,...
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Folglich hat f die Fourier-Sinus-Reihe

4 in 3 in 5
f(.r)w—(sinx—i—sm r sindzw )

11.11
T 3 + 5 ( )

An dieser Stelle ist nicht einfach zu entscheiden, ob die Sinus-Reihe konvergiert.
Rein formal erkennt man die Funktion in (11.8) und ihre Fourier-Reihe (11.9) als
Stammfunktionen von (11.10) und (11.11).

Neben der reellen Schreibweise (11.6), (11.7) ist es vorteilhaft, die komplexe
Schreibweise zu benutzen. Wegen siny = o-(e — e™%), cosy = (e — e™¥)
kénnen wir (11.7) auch in der Form

fl@)~ Y e (11.12)
k=—o0
mit den komplexen Fourier-Koeffizienten

1 1
Cy = %, Cp = é(ak — Zbk), k e N, und c_j = §(ak + Zbk), ke N,

schreiben. Nach (11.6) gilt dann

~ 1 ™ .
ek = fr 1= %/ f(x)e * dx, k€ Z. (11.13)

Der Vorteil der komplexen Schreibweise liegt also in der kurzen und einheitlichen
Formulierung (11.12), (11.13).

In (11.13) bendtigt man - insbesondere auch zur Behandlung komplexwertiger
Funktionen f - die folgende Definition.

Definition Seien u,v : [a,b] — R gegeben. Dann heifit f = u +iv : [a,b] — C
integrierbar, falls v und v integrierbar sind. In diesem Fall setzt man

/abf(x)dx:/abu(x)deri /abv(x)dx.

Beispiel (1) Fiir alle v € R* gilt

b [T
/ e dr = — e”x’ = — (7" — ).
a vy “oy
(2) Fiir ein trigonometrisches Polynom

@)=Y ae™, neN,

k=—n
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gilt fiir alle m € Z mit |m| <n
f(z)e ™ dx = 2wy,

sowie [7_ f(x)e” "™ dx = 0 fiir m € Z, |m| > n.
Definition Sei f : R — C eine Funktion aus dem Funktionenraum

V ={f:R— C| f ist 2r—periodisch, f J— ist integrierbar}.
Dann heifsen

.17 ,
e = fr = ﬁ/ f(x)e ™ dz, keZ, (11.14)

die (komplexen) Fourier-Koeffizienten von f und die Reihe

die Fourier-Rethe von f.

Satz 11.1 (Lemma von Riemann-Lebesgue) Flir jede Funktion f € V' gilt
f(x)e™ dx — 0 firr € R, |r| — oo. (11.15)

Insbesondere folgt limy,_, 4 fk = 0.

Beweis 1. Schritt: Betrachte die charakteristische Funktion f = x(q) mit —7 <
a < b < 7. Dann gilt fiir r € R, |r| — oo, wegen |e”"*| =1

1 b i
eZTxdx:_

= e—irb o e—ira
2 J, 27r7“( )

— 0. [

2. Schritt: Sei f eine beliebige Treppenfunktion in V', also auf (0, 27) eine Funk-
tion der Gestalt

N
flz) = Zdj X(aja;00)(2), —7<ag<...<ayp <7, d; €C, NeN.
=0
Dann gilt fiir |r| — oo

N .
" - d; . .
/ f(ili‘)eﬂm dr = E _Z J (6*“"%41 _ efzraj) 0. .
- T

J=0
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3. Schritt: Sei f eine beliebige reellwertige Funktion in V. Dann gibt es nach Satz
10.3 zu € > 0 eine Partition P von [—7, 7| mit

U(P, f) — L(P, f) < g

Entsprechend gibt es zu P und f Treppenfunktionen ¢, auf [—m, 7] mit ¢ <
f<v¢und [¢Yde=U(P,f), [¢de=L(P,f), also

/Qw—¢Mx:UGu> L(P.J) <

—T

N)I(‘f)

Insbesondere gilt auch _
[ w-pis <
Damit folgt '
[ sweasl < [ ip—vldes| [ vt <5+ e
wobei ¢, (¢) das Integral [ t¢(z)e " dz der Treppenfunktion ¢ bezeichnet.

Nach Schritt 2 ist bekannt, dass |¢,.(¢)] — 0 fiir |r] — oo. Folglich gibt es ein
ro > 0 mit |c.(¥)| < § fiir |r| > ry. Jetzt folgt mit der obigen Abschétzung
}/ flx)e " dz| < §~|— g =¢ fir |r| > ro.

Ist f € V komplexwertig, benutzt man das Ergebnis aus Schritt 3 fiir u = Re f
und v = Im f. ]

Lemma 11.2 Sei f € V eine Funktion mit Fourier-Koeffizienten ¢, € C, k € 7Z,

und seien
N
- ikx
x) = E ce™, N €N,
k=—N

die Fourier-Partialsummen von f. Dann gilt

sn(f,x) = ' f(t)Dy(z —t)dt (11.16)
mit dem sog. Dirichlet-Kern
. 1 sin(N + 1)z
=5 :Z =5 (sm—;:) (11.17)
Dabei i1st Dy eine gerade 2m-periodische Funktion mit der Eigenschaft
/Oﬂ D (t) dt = % (11.18)
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Beweis Nach Definition der ¢;’s, s. (11.15), gilt

N T
sn(f,x) = % (/ f(t)e_iktdt) ek
k=—N 7T

1" al
= 5/ ft) ( > eik(w—”) dt,

k=—N

also (11.16) mit Dy(z) = %Z]kv:_N e*. Aus dieser Darstellung von Dy liest
man ab, dass Dy eine gerade 27-periodische Funktion mit f_ﬂﬂ Dy(t)dt =1 ist;
damit ist auch (11.18) bewiesen. Schlieklich gilt fir |z| < 7

N 2N ;
) ) ) ) 1— 61(2N+1):v
§ ezkz — e—zN:c § ezkm — e—zNz :
1 —ew
k=—N k=0
eiN+3)e _ o=ilN+3)z  gin(N + D
B /2 —e~iw/2 T ginly

Satz 11.3 (Hauptsatz) Die Funktion f € V sei im Punkte a € [—m, x| links-
und rechtsseitig stetig differenzierbar, d.h., es existieren die einseitigen Grenz-

werte
flat) = Jim (z) wund f'(at) = Jim, W.
Dann gilt
sw(f.a) = = (f(at) + fla=)) fir N — co. (11.19)

2

Ist f in a stetig und von links und rechts in a differenzierbar, konvergiert die
Fourier-Reihe von f in a gegen f(a):

o0

flay="Y" cpe (11.20)

k=—o00

Beweis Da f und Dy 2m-periodisch sind und Dy gerade ist, folgt nach (11.16)
sw(fa) = [ 7 Dyla—t)at
- /_W F(t +a) Dy(—t) dt
- /_ " fu(t) Dx(t) dt
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mit der Funktion f,(-) = f(- +a) € V. Dabei hat f, in ¢ = 0 die gleichen
Eigenschaften wie f in a. Deshalb nehmen wir o. B. d. A. an, dass a = 0 gilt.

Zum Beweis der Aussage sy(f,0) — 1(f(04)+ f(0—)) fiir N — oo zeigen wir
nun, dass

JRECLECIEE TS

= / (f(t) = f(O+))Dn(t) s. (11.18)
0
T f(t)— f(0 1
:/ f()—f(t—i_) sin(N + -)tdt
0 27 sin 5 2
fiir N — oo gegen 0 konvergiert. Wegen sin(N + $)t = %(ei(NJr%)t — e‘i(NJF%)t),
ist das letzte Integral die Summe von Integralen vom Typ

/ g(t) eﬂ:i(N—i—%)t dt,
0

welches nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue (Satz 11.1) fiir jede Funktion
g € V fir N — oo gegen 0 konvergiert.
Es bleibt also zu zeigen, dass

_ S = f(0+)

t) = 0<t<
90 = =y sm(t/2) ="
auf [0, 7] integrierbar ist. Da nach der Regel von de L'Hopital lim;_ Smt(/% =1
ist und somit Smt(/—fm als auf [0, 7] stetig fortsetzbare Funktion betrachtet werden
kann, darf g durcﬁ
t)— f(0
o) = =IO e o),

ersetzt werden. Nach Voraussetzung besitzt ¢ fiir ¢ — 0+ den rechtsseitigen
Grenzwert §(0) = f’(0+). Deshalb ist § auf [0, 7] der Grenzwert der integrierbaren
Funktionenfolge

f04), 0<t<t
F(O)—£(04)
t

Gn (t) =

, T<t
n

(VAN
3

beziiglich der gleichmafigen Konvergenz. Jetzt folgt mit Satz 10.9 die Integrier-

barkeit von g und auch g(t) = g(¢) - Sifl/ t2/2 auf [0, 7].

Analog zeigt man die Konvergenz

| @ Daa— 350-)

fiir N — oco. Nun ist der Satz bewiesen. ]
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Korollar 11.4 Ist f € V stetig differenzierbar auf [—m, w|, konvergiert die Fou-
rierreihe von [ punktweise in [—m, 7| gegen f.

Beispiel (1) Sei f € V die 27-periodische Funktion mit f(x) = |z| auf [—7, 7].

Dann erfiillt f in jedem Punkt = € [, 7] (einschlieflich # = 0) die Vorausset-
zungen von Satz 11.3. Mit (11.9) folgt also fiir alle x € [—, 7]

cos(2k — 1)z
o] = ___Z (2k — 1)2
Insbesondere gilt fiir x = 0
™ 1 1 1 1
— = —— =14+ —=—4+—+4+....
8 ;(2]4)—1)2 +9+25+49+

Daraus folgt

o0

1 1 1 2 11
w2 wt X mmgtil

n=1 n ungerade n gerade k=1
und schlieflich
=1 2
26
—~n 6

Beispiel (2) Sei f € V die Funktion mit f(z) = signz auf (—m, 7). Diese
Funktion erfiillt die Voraussetzungen von Satz 11.3 (einschlieflich x = 0 und
x = £7) in allen Punkten z € (—m, 7). Mit (11.11) folgt dann

(2k — 1)z
sign x = —Z s1n2k_1 , x€(—m0)U(0,m);

die entsprechenden Identitdten in x = 0 und x = =47 sind trivial, da dort
(f(z+) + f(z—)) = 0 und sin(2k — 1)z = 0 fiir k¥ € N gilt. In 2 = Z erhilt man
wegen sin(2k — 1) = (—=1)*, k € N, die bereits bekannte Identitét

— (1)
:Z%—l

k=1

Unter der Voraussetzung von Korollar 11.4, d.h., f € C'(R) ist 2m-periodisch,
ist zu erwarten, dass die Fourier-Reihe von f sogar gleichméfig und nicht nur
punktweise gegen f konvergiert. Das Lemma von Riemann-Lebesgue (Satz 11.1)
besagt zwar lim . cx = 0; dieses Ergebnis reicht aber bei weitem nicht aus,
allgemein giiltige Aussagen zur punktweisen oder sogar gleichméfigen Konvergenz
der Fourier-Reihe zu gewinnen.
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Lemma 11.5 Sei f € CY(R) 2m-periodisch und seien fi bzw. f,; die komplexen
Fourier-Koeffizienten von f bzw. f'. Dann gilt

fi=ikfy, ke (11.21)

Beweis Mit partieller Integration komplexwertiger Funktionen folgt

~ 1 ™ .
e = %/ﬂ f(x)e_zkw dx
_ 1 1 —ikx T . 1 " / 1 —ikx
= o5 flz)—e ) - /ﬂf (x)—zk: e dx

—ik
1 £
- R
aufgrund der 27-Periodizitit von f(x) und e, |

Definition 11.6 Auf dem Raum V fiihren wir das sog. "Skalarprodukt”

1 [ —
(A VRV =€ () =5 [ @) da
mit den folgenden Eigenschaften ein:

(f+g9,h) = (f,h)+(g.h) firalle f,gheV
(f.g+h) = (f,9)+ (f,h) firalle f,g,heV

A9y = MNf,9) fir alle f,ge V, A e C
(f,hg) = Xf,g) fir alle f,ge V, A e C
(f9) = (9. /)

(f,f) >0

Ferner heibt || fll2 = /(f, f) = (&= J"_|f(2)[? dx)1/2 die "Norm* von f.

Man beachte, dass aus ||f|| = 0 fir f € V nicht notwendigerweise f = 0 folgt.
Deshalb definiert (-,-) kein Skalarprodukt auf V' im strengen Sinne, und |||
ist keine Norm. Dagegen ist (-,-) auf dem Raum C°[—m, 7] ein Skalarprodukt
und ||-||2 eine Norm, die sogenannte L?-Norm. Ohne Beweis erwiihnen wir die
typischen Eigenschaften einer Norm, die durch ein Skalarprodukt definiert wird:

Kl < Ifll21lgll2 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
If +gll2 < NIfllz+ gl (Dreiecksungleichung)
Satz 11.7 (Besselsche Ungleichung) Fir jedes f € V gilt

ol <115 (11.22)

k=—00
Insbesondere ist die Folge der Fourier-Koeffizienten (ci) quadrat-summierbar, d.h.
D b oo K] < 00
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Beweis Die Funktionen ¢y (z) = €*? k € Z, bilden ein sog. Orthonormalsystem,
d.h., es gilt
1 T )
(@r, 0o) = —/ e*e e dy = 4y, kL E T

2m ) .

Insbesondere ist ||pg||2 = 1 fiir alle & € Z. Nun folgt fiir jedes N € N

N
0 < [If - Z crrlls
k=—N
N N
= <f— ch%, f- Z cm>
k=N {=—N
N N
= (N =D (el N +alfion) + Y extelpr o)
k=—N kfl=—N

N N
= |Ifl5 - Z 2¢Cr, + Z |ex|?
k=N k=N

N
= IfI5= D lel.
k=—N

Da die Abschitzung S5\ |ex|? < [|f]|?3 gleichmifig in N € N gilt, folgt die
Behauptung. [ ]

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir beweisen, dass die Fourierreihe fiir eine
Funktion f € V N CY(R) gleichmiRig gegen f konvergiert.

Satz 11.8 (Hauptsatz) Se: f € VN CY(R). Dann gilt

[e.9]

f(l') — Z Cr eik:v

k=—o00
wm Sinne der gleichmdafigen Konvergenz.

Beweis Da die obige Identitéat nach Korollar 11.4 bereits punktweise bekannt ist,
bleibt zu zeigen, dass die Fourier-Reihe eine Cauchy-Folge bzgl. der gleichméafigen

Konvergenz, also bzgl. der Supremumsnorm ||-||, ist. Fiir m,n € N, n > m, gilt
1
> o™ < 3 lal= 3 kel
m<|k|<n m<|k|<n m<|k|<n
oo

A
N| —
/N
ES
@)
>
T
+
=
M‘
—~
—_
=
[\
w
N—
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dabei wurde im letzten Schritt in jedem Summanden die elementare Ungleichung
lab] < 1(Ja]? + |b]?) fiir beliebige a,b € C ausgenutzt. Nun ist mit f; = ¢; und f}
wie in Lemma 11.5 wegen (11.21) und der Besselschen Ungleichung

Do lkalP =Y il <15 < oo
k

k

72

Auferdem konvergiert >, -, # wegen Y oo, (= %) < oo fiir m — oo
gegen 0. Somit zeigt (11.23), dass die Fourier-Reihe von f eine Cauchy-Folge bzgl.
||-|| ist; sie konvergiert also gleichméRig gegen eine stetige Funktion g auf [—m, .

Aufgrund der punktweisen Konvergenz muss aber g = f gelten. [ ]
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